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Vorwort

Ziel dieser Vorlesung fiir Informatiker im Hauptstudium ist es eine kompakte Einfiihrung in die
Numerik verschiedener Typen von partiellen Differentialgleichungen zu geben. Bewusst wurde
der Wert auf relative einfache (aber hinreichend effektive) Verfahren wie Finite Differenzen und
Finite Volumen gelegt um in einer zweistiindigen Vorlesungen sowohl elliptische und parabolische
als auch hyperbolische Gleichungen behandeln zu kénnen. Jedem Typ wird zunéchst ein kurzer
Abriss der Theorie vorangestellt um darauf aufbauend die numerischen Verfahren einzufiihren.

Erstmals steht im Wintersemester 2007/2008 ein Skript zur Vorlesung und ein Foliensatz zur
Verfiigung. Fiir die Erfassung des Textes in IATEX und vor allem die hervorragend angefertigten
Zeichnungen in TikZ danke ich Adrian Dempwolff und J6 Fahlke recht herzlich. Alle verbleiben-
den Fehler gehen natiirlich auf mein Konto.

Stuttgart, im Oktober 2007 Peter Bastian
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1 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

1.1 Einleitung

Partielle Differentialgleichungen sind aus Naturwissenschaft und Technik nicht wegzudenken, sie-
he [Mar(07]. Grundlegend fiir ihre Herleitung ist dass die gesuchten Grofen durch kontinuierliche
Funktionen beschrieben werden.

So kann man etwa die Temperatur T'(z, t) in einem Korper als Funktion von Raum (x) und Zeit
(t) bei vorgegebener Temperatur am Rand bestimmen.

Die Abbildungen [T] und 2] zeigen zwei verschieden geformte Korper. Der Korper in Abbildung [I]
kann in guter Naherung durch zwei Koordinaten beschrieben werden.

T($7 y7 z’ t)
zu bestimmen

T(z,y,z2,t)
auf Oberfldche gegeben

Abbildung 1: ,diinne* Metallplatte, Varia- Abbildung 2: beliebig geformter Metall-
tion in z klein klumpen

1.2 Wiederholung von Begriffen aus der Vektoranalysiﬂ
Betrachte allgemein Funktionen

[ R" - R™
n ist die Raumdimension.

m = 1: ,skalares Feld“, skalare Funktion

m > 1: Vektorfeld“, vektorwertige Funktion

Schreibweisen:

flx,y), flx,y, 2), flxy, o, ... xy), flx), zeR"
flx) = (fl(xl,...,xn),...,fm(xl,...,xn))T.

'Mathe fiir Informatiker 11




1 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

Ob z, f ein Vektor oder ein skalar ist sollte jeweils aus dem Zusammenhang klar werden. Es
wird keine spezielle Auszeichnung wie Unterstreichen oder Fettdruck benutzt.

Sei f: R™ — R. Definiere die partielle Ableitung von f nach x;:

of . flxy, ozt hy o x,) — fon, . xn)
=1
By Eb -+ @n) = fing h

Betrachte die {ibrigen Variablen z;, j # ¢ als ,Parameter”.

Bei Vektorfeldern: Differenzieren der einzelnen Komponenten %(m)

Entsprechend kann man auch héhere Ableitungen bilden. Schreibweise:
0% f o | o 0% f 0% f
R = d et

»gemischte Ableitung®

Andere, sparsamere Schreibweisen fiir 8% sind O, f oder f,.

Hohere Ableitungen schreibt man dann als 0,0, f bzw. frz;.

1 1
Beispiel 1.1. Betrachte f(z) = (Z?Zl a:jz) * = ||lzf|7" mit ||z|| = (Z?:1 .%?)2 ,,euklidisch
Norm*“.

Y-t (o) anmn (S
’ j=1 j=1
-3 -3
% f = 3 (<&
@(az):— ijz +33i§ Z:c? 24
i j=1 j=1
_5 _3
n 2 n 2
s (ya) [
j=1 j=1
O
Gegeben sei f: R" — R, %(x) existiere fiir alle s =1,...,n.
Die vektorwertige Funktion
2] of r \
o(@) = (L) @) CIN

a1 Dy Ul
heifst Gradient von f. & (0.01)
Kurz schreibt man g(z) = V f(x).
N(c) ={z € R"|f(x) = ¢} heikt Niveaulinie (-fliche).

V f(z) steht senkrecht auf N(f(x)) und ,zeigt* in Richtung des grofsten Anstiegs von f am Punkt
x.

2Euklid von Alexandria, ca. 365-300 v. Chr., griech. Mathematiker.



1.2 Wiederholung von Begriffen aus der Vektoranalysis

|
e

i
) (1) ()
=’ ' lll> \ )l )

——

Beispiel 1.2 (Fortsetzung vemiBeispiel |1.1)).

Sein=2. f(z) = %; r: Abstand vom Ursprung. Niveaulinien sind konzentrische
Kreise. ]

Oft betrachtet man nicht Funktionen auf ganz R™ sondern nur einer Teilmenge.
Definition 1.3 (Gebiet). Q C R™ heifit Gebiet falls Q offen und zusammenhéngend.

offen: Zu x € Q gibt es Bc(x) = {y € Q|||z — y|| < €} so dass Be(x) C Q fiir € geniigend klein.
zusammenhingend: z,y € ), dann gibt es eine stetige Kurve t(s) : [0,1] — Q mit #(0) = «x,
t(1) =y, t(s) € Q.

Mit Q bezeichnet man den Abschluss von €, also €2 plus die Grenzwerte aller Folgen, die man
mit Elementen aus 2 bilden kann.

0Q = Q\ Q ist dann der Rand von 2. Oft benétigt man zusitzliche Bedingungen an die Glattheit
des Randes.

Schlieflich bezeichnet v(z) die dukere Einheitsnormale in einem Punkt z € 9. O
Gegeben sei ein Vektorfeld f : R™ — R™ und gj: t gei wohl definiert. , /

i T =1y r=1
Q) sei ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand, das die ,Kegelbedingung*
erfiillt. v=0

Dann gilt der Gauﬂseheﬂ Integralsatz:

/ Z agxl = - f(z) -v(x) ds o0

Oberflachenintegral

Volumenintegral

Dies entspricht dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung in mehreren Raumdimen-

sionen, also fb f(x) dz = f(b) — f(a).
Fiir ein Vektorfeld f : R™ — R™ heifit ), gg’: L (z) die Divergenz in x.

Kurz schreibt man 5
1 f1($) n E)f
Vif@ = || ¢ =2
% fn(z) =1

Beweis: [Fey70, Abschnitt 3-3] oder [Smi90, Nr. 72].

3Carl Friedrich GauR, 1777-1855, dt. Mathematiker.



1 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

Der Gaufssche Integralsatz ist ein Spezialfall der partiellen Integration:
/QV-f(ﬂf)g(fﬂ) dz = — /Q f(x)-Vg(z) dz + (z) - v(z)g(z) ds

f(z) ist ein Vektorfeld und g(z) eine skalare Funktion.

f
20

Fiir g = 1 erhalt man

/QV-f(m) dz = /(mf(x)'z/(m) ds

1.3 Energieerhaltung

Nun zuriick zur Modellierung der Temperaturverteilung, siehe auch
[Fey70, p. 2-8, p. 3-4].

Sei 2 C R? unser Korper und w C Q ein beliebiger Teilbereich des
Korpers, sowie T'(z,t) die Temperatur in x zur Zeit ¢ (Kontinuums-
hypothese).

Q

In w C Q ist zur Zeit ¢ eine bestimmte Energie Q,(¢) in Form von Wérme gespeichert. Dabei

gilf]

en -/ c o) Tt do
— w - — NN
Wirmeenergie in spez. Wirmekapazitit Massen- abs.
w [%@] dichte Temperatur
(%] K

Nun betrachten wir die zeitliche Anderung von Q,(t) in einem Zeitintervall [t,t + At] fiir ein
beliebiges w C Q:

Qu(t + At) — Qu(t) ={Zu-/Abfluss von Wérme iiber Oberfliche dw}
- +{Zu-/Abfuhr von Wirme iiber Quellen/Senken in w}

Anderung der

Wairmeenergie in w

In Formeln:

Qw(t + At) - Qw(t) =

positiv:
positiv: Warme fliefit Warme fliefit
raus, da v nach aufien zu
t+At
/ {/ jlz,t) -v(x) d5+/ q(x,t) d$} dt
t S S=—~— w N——
Fluss Quelle

(2] Ed

Einsetzen der Wéarmeenergie, Approximation des Integrals rechts mit Ordnung 1, Gaufsscher

“Integrale Form von Q = emT (Wirmeenergie prop. zu T')

10



1.4 Warmefluss

Integralsatz und Umstellen ergeben:

T At) —cpT
/cp (z,t+ Atl)f cpT (x, t) dx:—/V-j(fL‘,t) dg;—i—/q(a:,t) dz.

Wir bilden den Limes At — 0 und erhalten (alles sei geniigend ,,glatt®):

/w [8(cpT) (z,t) + V- j(z,1) —q(x,t)} dr—0

ot

Da der Integrationsbereich w beliebig war folgert man, dass der Integrand punktweise verschwin-
den muss.

Damit ergibt sich dann

T
NAT) o ) 4V j(at) = qlart)  fiir alle 2 € . (1.1)
ot wichtig!

Diese partielle Differentialgleichung beschreibt die Energieerhaltung in allgemeiner Form. Sie
ist sehr typisch fiir die mathematische Physik und tritt in &hnlicher Form auch fiir andere
Erhaltungsgrofien wie Masse und Impuls auf.

Im stationéren Fall gilt % = 0 und (|1.1)) reduziert sich auf
V.-j(x) =q(x) Vo € (L. (1.2)
7 und ¢ héangen nun nicht mehr von 7" ab.

Ist ¢ = 0 so erhdlt man V-j(z) = 0 Va € Q. Man sagt das Vektorfeld j ist ,divergenzfrei®.
Dies bedeutet, dass keine Zu-/Abfuhr von Wérme in das Gebiet erfolgt!

1.4 Warmefluss

Bleibt noch die Bestimmung des Warmeflusses j(x,t). Hier unterscheidet man zwei Félle:

Konduktion oder auch Warmeleitung. Temperatur bedeutet kinetische Energie der Atome, diese
wird z. B. durch Stosse abgegeben /aufgenommen.

Konvektion Wirmetransport durch mittlere Drift der Atome/Molekiile in einem Fluid.

Konduktiver Fluss Bestehen in dem Korper Temperaturunterschiede so werden diese ausgegli-
chen. Wirme flieltt von warm nach kalt. Ein mogliches Modell ist

Warmeleitfahigkeit
TmE
=]
VT (z,t) am Punkt z zeigt in Richtung des grofsten Anstiegs, —V7T in R.d. steilsten Abstiegs.

[SH{K] ‘ [%] — [SI‘LQ] wie gefordert.

(1.3) heifst Fourier’scheﬂ Gesetz. Dies ist eine mehr oder weniger gute Naherung (Modellfehler!).

5Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830, frz. Mathematiker und Physiker.

11



1 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

Konvektiver Fluss Bei der Warmeleitung findet kein Transport von Materie statt. In einem
Festkorper ,zittern“ die Atome um ihre Ruhelage. Diese Bewegung wird an die Nachbaratome
weitergegeben.

Konvektion dagegen bezeichnet den Transport von Warme durch Bewegung der Atome (Mole-
kiile) eines Fluids von einen Stelle zu einer anderen.

Je(w,t) = ¢ plz,t) v(@.t) Tz, 1) L9
(] (] [ K

Konvektiver und konduktiver Fluss addieren sich zum Gesamtfluss

j(mvt) :jc(x7t)+jd(xvt)' (1'5)

1.5 Wairmeleitungsgleichung

Einsetzen des Flusses (1.5)) in die Energieerhaltungsgleichung (1.1]) ergibt die lineare partielle
Differentialgleichung

(cpT)
ot

+V -A{cpvT —AVT}=q Ve Qundte [ty ty. (1.6)

Die Gleichung (1.6)) nennt man Warmeleitungsgleichung.

Um T'(x,t) eindeutig festzulegen benétigt man noch

Anfangsbedingungen: T'(z,t,) = To(x) und

1.7
Randbedingungen:  T'(x,t) = g(z,t) x € 0Nt € [tq,tp). (L.7)

Bemerkung 1.4. (|1.6) gilt mit obigen Einheiten fiir n = 3. Den Fall n = 2 (diinne Platte) bzw.

n =1 (langer Stab) erhilt man durch 2L = 0 bzw. ‘?9—5 =2L . O
Allgemein bezeichnet man die Gleichung

IC (x,t

((91:’) +V {uC(x,t) — DVC(x,t)} =q  Vr € Qundt € [ty 1) (1.8)

als Konvektions-Diffusions-Gleichung. Sie beschreibt die Konzentrations C(x,t) eines gelosten
Stoffes in einer Stromung.

Schon wird dies durch die herbstliche Féarbung eines Blattes illustriert.

12



1.6 Weitere Beispiele

Abbildung 3: Illustration der Konvektions-Diffusions-Gleichung an einem herbstlichen Blatt.
Chlorophyll wird in der Ndhe der Rippen schneller abgebaut als weiter weg im ,,Inneren®.

1.6 Weitere Beispiele

Poisson-Gleichung Sei nun:

T
%—t =0 (stationér), v =0 (keine Konvektion), A=1
so reduziert sich ([1.6)), Zur sog. Poissorﬂ-Gleichung:
=V (VI(z)) =q(z) ze (1.9)

T(z) = g(x) x € 00 '
Es gilt

E@\

3_T(x) im1 9T

Oxn

Bei ¢ = 0 sagt man auch LaplaceEl—Gleichung. A heisst Laplace-Operator.
Elektrostatik E(z) beschreibt das elektrische Feld (Kraft per Einheitsladung) und ®(z) das

elektrostatische Potential.

Es gelten die Gleichungen

mit

5Siméon-Denis Poisson, 1781-1840, fr. Mathematiker und Physiker.
"Pierre Simon de Laplace, 1749-1827, frz. Mathematiker und Astronom.

13



1 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

p: Ladungsdichte

go: el. Feldkonstante 8.854 - 10712 NCI;

und

E=-Vd
d. h. Ladung bewegt sich in Richtung des steilsten Abstieg des Potentials.

Zusammen also:

V- (—V®) = —AD = px)
€0

Gravitation Hier ist F(x) die Kraftdichte in einer verteilten Masse und ®(z) das Gravitations-
potential.

Wieder gelten die Gleichungen

My
I

V. F(z) = —dmvyp(x), Vo

wobei nun

p: Massendichte,

v: Gravitationskonstante 6.67428 - 10~ km32 .
g s

Zusammen:
AP = 4yp(x).
Der Faktor 47 gilt in (hier angenommenen) 3 Raumdimensionen (siehe Beispiel unten).

Dies ist die Verallgemeinerung von Newtonsﬂ Gravitationsgesetz auf nicht punktférmige Massen.

Grundwassergleichung Hier ist u(x,t) die Stromungsgeschwindigkeit und p(z,t) der Druck.
Die Erhaltung der Masse wird im kompressiblen Fall beschrieben durch

do(x,1)
ot
o(x,t) Massendichte, ¥ Zeitintervall.

+V-A{o(z,)u(z,t)} = f  inQd x X. (1.10)

Das sog. Darcy-Gesetz stellt einen Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Druck her:

u(z,t) = —Kf) (Vp(z,t) — o(z,)G). (1.11)

K (x) Permeabilititstensor, i dynamische Viskositit, G = g(0,0, —1)7 Gravitationsvektor.

Im inkompressiblen Fall (¢ konstant) erhélt man

— V- {KVp} =0 'uf = V- {oKG}. (1.12)

8Sir Isaac Newton, 1643-1727, engl. Physiker und Mathematiker.
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1.6 Weitere Beispiele

Gekoppelter Wirmetransport im porésen Medium  Wirkt die Anderung der Temperatur auf
die Stromung zuriick, so sind Stréomungs- und Warmetransportgleichung gekoppelt zu 16sen.

Bei inkompressibler Stromung in einem porésen Medium erhélt man:

K
Viu=f  u=-——(Vp-u(T(z,t)G)  inQx3  (113)
7
(5] eT — .
a(cf‘?i)JrV-qug T=g",  q=cpowul —AVT in Qx%  (L14)

fiir ¥ = [tq, tp], erginzt um Rand- und Anfangsbedingungen.

o(T) beschreibt die Abhéingigkeit der Temperatur von der Dichte. Diese Abhingigkeit wird nur
im Auftriebsterm beriicksichtigt (Boussinesq-Approximation).

Subskript w bezieht sich auf Wasser, Subskript e auf das wassergesittigte portse Medium.

Beispiel 1.5 (Geothermie). Das System (1.13]),(1.14) beschreibt z. B. eine Geothermieanlage
in offener Bauweise. In einem Bohrloch fliefit Wasser von oben nach unten und nimmt dabei
Wirme auf. Das Bohrloch ist nicht gegeniiber der Umgebung abgedichtet. In einem isolierten

Innenrohr wird das warme Wasser nach oben gepumpt. O
—
Z Z
2
z z1 T
—

Die Abbildungen zeigen die zylindersymmetrische Geometrie einer solchen Anlage. Hangt Losung
nicht vom Winkel ab, so kann man mit zwei Koordinaten (7, z) auskommen und die Gleichungen
entsprechend transformieren.

15



1 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen

Die Abbildungen zeigen Isolinien der Temperatur [K] nach 238 Tagen Betrieb der Anlage (radi-
alsymmetrischer Fall).

Temperaturdifferenz bei Grundwasserstroemung, Q = 3000 I/h, Lambda 3 W/(mK)
55

4.5

35

Temperaturdifferenz [K]

25

15

Betriebszeit [d] Gitter 195x195x60

Die Abbildung zeigt die Temperaturdifferenz [K| zwischen Zu- und Ablauf iiber die Zeit bei
12-Stunden-Betrieb und unter Einflufs einer vorhandenen Grundwasserstrémung.
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1.7 Zusammenfassung

Entzugsleistung bei Grundwasserstroemung, Q = 3000 I/h, Lambda = 3 W/(mK)
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Die Abbildung zeigt die Leistung [W] der Anlage iiber die Zeit bei 12-Stunden-Betrieb und unter
Einflufs einer vorhandenen Grundwasserstréomung.

Die Abbildungen zeigen die Entwicklung einer Instabilitdt der Temperaturschichtung bei einer
50-fachen Uberhohung der Temperaturabhéngigkeit der Dichte.

1.7 Zusammenfassung

e Partielle Differentialgleichungen resultieren aus einer kontinuumsmechanischen Beschrei-
bung physikalischer Prozesse.

e Die Warmeleitungsgleichung wurde hergeleitet. Sie entsteht durch Einsetzen des Flussge-
setzes in die Energieerhaltungsgleichung.

e Viele weitere Gleichungen der mathematischen Physik lassen sich sehr dhnlich herleiten.
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1 Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen
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2 Typeinteilung partieller Differentialgleichungen

2.1 Aligemeine Definition

Eine partielle Differentialgleichung (PDGL)

e determiniert eine Funktion u(z) in n > 2 Variablen x = (x1,...,2,)T.
e ist eine funktionale Beziehung zwischen partiellen Ableitungen von u an einem Punkt.

Also allgemein:

0" omu oty
F (G @)oo G @) ot (o).

. ,u(x)) =0 VreQ (2.1)
n
Wichtig:
e u heifit Losung, wenn u die Gleichung (2.1]) an allen Punkten = € Q erfiillt.

e zur eindeutigen Festlegung von u sind noch ,zusétzliche Bedingungen erforderlich (siehe
unten).

e m gibt die Ordnung der Differentialgleichung an.

Eine spezielle Klasse stellen lineare partielle DGL dar. Fiir Raumdimension n = 2 und Ordnung
m = 2 lautet die allgemeine lineare PDGL:

2 9%u &%u

a(,9) 5 (0,9) + 2000 ) 5o (0,) + 2,) 55 (0,0)

Hauptteil

ou

+ d(z, y)gz(ﬂc, y) + e(z, y)afy(% y) + flz,y)uz,y) +g(z,y) =0  inQ (22)

Die ersten drei Terme stellen den sog. ,,Hauptteil* der Gleichung dar.

2.2 Typeinteilung partieller Differentialgleichungen
Definition 2.1 (Typeinteilung). 1. Gleichung (2.2)) heift elliptisch im Punkt (z,y) falls
a(x,y)c(:c,y) - b2(1’,y) >0
at(§2)

2. Gleichung (2.2)) heift hyperbolisch in (z,y) falls a(x,y)c(z,y) — b*(z,y) < 0 und

3. (2:2) heift parabolisch in (z,y) falls a(z,y)c(z,y) — b*(z,y) = 0 und Rang [¢%9] = 2 in
(z,y).

O
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2 Typeinteilung partieller Differentialgleichungen

Definition 2.2 (Typeinteilung in héheren Raumdimensionen). Die allgemeine lineare PDGL
zweiter Ordnung in n Raumdimensionen lautet

n

Z ij(2) O, O, v+ Zai(x)axiu +ap(z) =0 in Q.

ij=1 i=1

Hauptteil

O.B.d.A. kann man a;; = aj; setzen. Mit der Matrix (A(z));; = a;j(z) ist die Gleichung
1. elliptisch in z, falls alle Eigenwerte von A(x) gleiches Vorzeichen besitzen und kein Eigen-
wert 0 ist.

2. hyperbolisch in z, falls kein Eigenwert von A(x) 0 ist, n — 1 Eigenwerte gleiches Vorzeichen
besitzen und ein Eigenwert das entgegengesetzte Vorzeichen hat.

3. parabolisch in x, falls genau ein Eigenwert 0 ist, die ibrigen Eigenwerte gleiches Vorzeichen
besitzen und Rang[A(z), a(z)] = n.

O
Bemerkung 2.3 (Zur Typeinteilung). 1. Warum diese Einteilung? Theorie und Numerik

von PDGL ist nicht einheitlich fiir alle méglichen PDGLs. Vielmehr sind fiir die ver-
schiedenen Typen verschiedene Losungsmethoden notwendig.

2. Obige Typeinteilung ist vollstindig fiir die linearen PDGL mit n = m = 2. In hdheren
Raumdimensionen ist die Einteilung nicht mehr vollstandig.

3. Der Typ ist invariant unter einer Koordinatentransformation. § = {(x,y), n = n(z,y) und
u(z,y) = u(é(x,y),n(z,y)), liefert eine neue PDGL fiir (&, n) mit Koeffizienten a, b, etc..
Hat die Gleichung fiir w in (z,y) den Typ ¢ so auch die fir @ in ({(z,y),n(z,y)).

4. Der Typ kann in verschiedenen Punkten unterschiedlich sein (aber nicht in unseren An-
wendungen).

5. Der Typ wird nur vom Hauptteil bestimmt (Einschréankung: parabolisch).
6. Die Definition 1} (oben) vermeidet pathologische Fille wie % + g—g = 0;u(z,y) =0.
Mehr zur Typeinteilung findet man bei [Hac806, S. 14]. O

Definition 2.4. Gleichung (2.2)) heift elliptisch (hyperbolisch, parabolisch) in  falls sie fiir
alle (z,y) € Q elliptisch (hyperbolisch, parabolisch) ist. O

Definition 2.5 (Typeinteilung bei erster Ordnung). Eine Gleichung der Form

ou

d(z, y)%(% y) +e(z, y)gZ(m, y) + f(z,y)u(z,y) + g(z,y) =0

heift hyperbolisch, falls |d(z, y)|+|e(z,y)] > 0 V(x,y) € Q (sonst ist es eine gewdhnliche DGL).
Fiir n > 2 heift v(z) - Vu(z) + f(z)u(z) + g(x) = 0 hyperbolisch. O

Wir behandeln in der Vorlesung vor allem skalare PDGL. Es gibt auch gekoppelte Systeme
mehrerer PDGL und entsprechende Typeinteilungen dafiir.
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2.3 Beispiele fiir verschiedene Typen

2.3 Beispiele fiir verschiedene Typen

Beispiel 2.6 (Poisson-Gleichung).
0u 0u
52 (& Y) + 92 (x,9) = f(z,y)  V(z,y) € (2.3)

heifst Poisson-Gleichung.

Diese ist der Prototyp fiir eine elliptische PDGL. (2.3)) bestimmt die Losung nicht eindeutig. Mit
u(z,y) ist z. B. auch u(z,y) + ¢1 + cax + c3y fiir beliebige c¢1, ¢a, ¢3 eine Losung. Um u eindeutig
festzulegen ist eine Randwertvorgabe erforderlich (deswegen sagt man auch ,,Randwertproblem*).
Hierbei gibt es zwei gebrauchliche Bedingungen:

1. u(z,y) = g(x,y) fir (z,y) € 'p C 0N (Dirichletﬂ),

2. %(z,y) = h(z,y) fiir (z,y) € Ty C 9Q (Neumann'% Fluf),

und I'p Uy = 0Q2. Wichtig ist auch I'y # 01, da sonst die Losung nur bis auf eine Konstante
bestimmt ist.

Die vollstédndige Poisson-Gleichung lautet also

(0,1) Lo
' : Pu % )
@ + ain = f in Q
4 Q Ly u=gauf I'p C 9N
| o gu:haufrjvzaﬂ\FD#Z?Q
0,00 Ty  Tp(1,0) v

Verallgemeinerung auf n Raumdimensionen:

" 0%u
— = Au=fin Q)
2
izlaxi
u=gauf I'p C 9N

Vu-v=hauf 'y =0Q\T'p
Auch diese Gleichung bezeichnet man als elliptisch. Ist f = 0 so spricht man auch von Laplace-
Gleichung. O

Beispiel 2.7 (Allgemeine Diffusionsgleichung). Sei Q2 C R™ ein Gebiet und K : R" — R™*"
eine Abbildung, die jedem Punkt x € Q eine n x n Matrix K (x) zuordnet.

Fiir K(x) fordern wir zusétzlich (fiir alle z € Q)

9Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859, dt. Mathematiker.
10John von Neumann, 1903-1957, éster.-ungar. Mathematiker.
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2 Typeinteilung partieller Differentialgleichungen

1. K(x) = K¥(2) und ¢€TK(2)¢ > 0 V& € R™, € # 0 (symmetrisch positiv definit),
2. C(z) := min {gTK(:L‘)ﬁ) €]l = 1} > Cp > 0 (uniforme Elliptizitét).

Dann ist

-V {K(:C)Vu(z:)} =finQ
u=gaufI'p C 0N (2.4)
—<K(:c)Vu(m)) w(z) = h auf Ty = 9Q\ Tp # 99

die allgemeine Diffusionsgleichung (siehe auch Grundwassergleichung).

In der Praxis ist ([2.4)) fiir sehr variables K schwierig zu lésen. U

Beispiel 2.8 (Wellengleichung). Der Prototyp einer hyperbolischen Gleichung zweiter Ordnung
ist die Wellengleichung:

0u 0%u ,

5,2 () — Tyz(xmy) =0 inQ . (2.5)

Als Randwertvorgabe kommt fiir 2 = (0, 1)? etwa in Frage:

x €10,1]: Yy
~ ] nichts!
(0,1) ¢
a) u(x,0) = ug(x)
0
b) 5o (2.0) = w(a) ud) @ jud)
Yy Kompatibilitiit
der Vorgaben > T
y €[0,1]: fiir u, 221 (0,0) w und (1,0)
g—Za) + )
C) u(O,y) — QO(Z/) b) Zwei Vorggben
wegen g—fj!
d) u(l,y) = g1(y) !
Beachte die ausgezeichnete Richtung y, in der Pra-
xis ware das Zeit! a) + b) heifen deshalb Anfangs-
werte und ¢) + d) Randwerte. Vorgaben auf dem ganze Rand sind nicht moglich! ([

Beispiel 2.9 (Wirmeleitungsgleichung). Der Prototyp einer parabolischen Gleichung ist die
Wiérmeleitungsgleichung:

Bem.: Das — ist nicht klar, auch + wéa-

92u J ou . re nach Def. [2.1)(3) parabolisch = zu-
Ox2 (.T, y) - ?y(ma y) =0 in . sétzliche Stabilitét bzw. sachgemafs ge-
stellt.
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2.4 FEinflussbereich

Als Randwertvorgabe in €2 = (0, 1)? withlt man fiir z € [0, 1],y € y
. | nichts
[07 1] } v
u(z,0) = uo(x) ub Q0 uc)
u(0,y) = go(y) u(l,y) = 91(y)
>
u a) nur eine Vorgabe
wegen g—;‘(erste Ordnung in y)

O

Beispiel 2.10 (Transportgleichung). Sei Q@ C R™, v : Q@ — R”™ ein gegebenes Vektorfeld. Die
Gleichung

V- A{v(@u(z)} = f(z)  inQ

heifst stationdre Transportgleichung und ist hyperbolisch erster Ordnung.

Als Randwertvorgabe kommt in Betracht

u(z) = g(x)
- yEinstromrand* Ausstromrand“ —
fiir x € 02 so dass v(z) - v(z) < 0 (Randvorgabe e
abhéngig von den Daten) keine Vorgabe
Auch % + V- {v(z,t)u(z,t)} = f(x,t) ist hyperbolisch 1. Ordnung,. O

2.4 Einflussbereich

Der Typ einer partiellen Differentialgleichung wird auch bei folgender Frage deutlich:

Gegeben x € Q. Welche Randwerte/Anfangswerte beeinflussen die Losung u am
Punkt z?

Elliptisch 1z 4+ uyy =0

alle Randwerte beeinflussen u(x), d. h. Anderung in u(y),y €
x 02 = Anderung in u(z).
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2 Typeinteilung partieller Differentialgleichungen

Parabolisch u,, — uy =0 Bem.: Das — ist wichtig, + ist formal nach Def. 2]
parabolisch, aber nicht sachgeméfs gestellt (stabil)

— S.u.
.
L () | fir (z,y) beeinflussen alle (z/,y") mit ¢’ <y den Wert in x.
B G ,2unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit

Hyperbolisch (2. Ordnung) u,; — 1y, =0

y Losung in (z,y) wird beeinflusst von allen Randpunkten un-
1 terhalb des Kegels
(Stei ung| +c
xz,
/y{‘ {(xlay/) ’ ylg(x/_x)‘c—i_y
i 1 ANy <(z—2)-c+y} N 0Q
B sendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit*

Hyperbolisch (1. Ordnung) w, +u, =0

v(x)

/ Genau ein Randpunkt beeinflusst den Wert.
P

2.5 Zusammenfassung

e Wir beschéftigen uns in dieser Vorlesung vor allem mit linearen partiellen Differentialglei-
chungen erster und zweiter Ordnung. In zwei Raumdimensionen kénnen diese mittels einer
Typeinteilung vollstandig klassifiziert werden.

e Die Typen elliptisch, hyperbolisch und parabolisch kénnen auch auf mehr Raumdimen-
sionen erweitert werden, allerdings ist dann nicht jede gegebene PDGL von einem dieser
Typen.

e Anhand von Beispielen haben wir mégliche Randvorgaben und den Einflubereich dieser
Randvorgaben fiir die verschiedenen Typen von Gleichungen diskutiert.
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3 Zur Theorie elliptischer partieller Differentialgleichungen

Bevor wir an die numerische Losung elliptischer Gleichungen gehen wollen wir erst einige ana-
lytische Losungen des Modellproblems und deren Eigenschaften betrachten.

Das elliptische Modellproblem, die Laplace-Gleichung, lautet

Au=0 1in £, u=g aufdf) . (3.1)

Mit C*(£2) bezeichnen wir alle Funktionen, die k-mal stetig differenzierbar auf € sind.

Definition 3.1 (Klassische Lésung). Eine Funktion u € C?(Q) NC%(Q) heift klassische Lésung

von . O

Es gibt auch einen anderen Losungsbegriff, die sog. schwachen Losungen, die wir aber in dieser
Vorlesung nur am Rande betrachten (bei den hyperbolischen Gleichungen erster Ordnung).

3.1 Koordinatentransformation

Oft ist wegen der Gebietsform eine Transformation der Differentialgleichung in ein anderes Ko-
ordinatensystem vorteilhaft.

Hier wollen wir die Polarkoordinaten naher betrachten.

Sei u(x,y) eine klassische Losung von (3.1), wobei wir damit implizit angenommen haben, dass
x,y die kartesischen Koordinaten sind.

Wir fithren die Polarkoordinaten (7, ¢) ein mit

x(r, @) = rcos p, y(r,p) =rsing . (3.2)

Fiir die Jacobimatrix der Transformation gilt:

w % cosp —rsingp
J— r =
T @) =\ ayre) o) | = ( sing  rcosg >

ar o)

Nun fithren wir die neue Funktion

a(r, ) = u(@(r, ¢), y(r,¢))
ein und wollen eine partielle Differentialgleichung fiir @ in den Koordinaten (r, ¢) aufstellen.

Dazu berechnet man die partiellen Ableitungen von @ nach den neuen Koordinaten bis zur
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3 Zur Theorie elliptischer partieller Differentialgleichungen

Ordnung 2. Man erhélt nach einiger Rechnerei mit Produkt- und Kettenregel:

i,
Uy
7:‘7*7" =
Upy
Uy
cos ¢ sin ¢ Uy
—rsing rcosg Uy
cos? ¢ 2sinpcosp sin? ¢ Uy
—sinp cos ¢ —rsingcose 7r(cos?p — sin? ) rsingcosy Ugy
—rcosp —rsing r2sin? o —2r2 sin ¢ cos @ r2 cos? Uyy

Damit rechnet man nach, dass die Laplacegleichung in Polarkoordinaten lautet:
P 1o 1o o s
orz " ror  r20p2  0x2  Oy? '

Beispiel 3.2 (Kreisring).

I'y
Lose
AU = 0 Fl
N
in Q={(z,y)|m < V2?2 +y? < ro} mit Q/ ry | 7o
U(x,y):ul (.’E,y) €F17

u(z,y) =uz (z,y) €.

a(r, ¢) hangt nicht vom Winkel ab:

d*u  10a

877’7; ;(97? = 0, ’EL(Tl) = ui, 'EL(TQ) = ug.
Die allgemeine Losung lautet @(r) = aln(r) + b. Die Konstanten a,b bestimmt man mit Hilfe
der Randbedingungen. Die spezielle Lésung ist dann:

Uy — u2

a(r (Inr —Inr) +w

lnrp —1Inry

Beispiel 3.3 (Einspringende Ecke).

Lose das Modellproblem in

Q={(r,p|0<r<1,0<p<d}

\/4 (0,0) (1,0)
mit den Randdaten (in Polarkoordinaten)

i(r,p) =0, ¢ € {0, @},

) (T _

u(r,go)—sm(q)gp), r=1.
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3.2 Fundamentall6sung

Allgemein 16st @(r, ¢) = r* sin(ky) die Laplacegleichung in Polarkoordinaten. Die Wahl k = 7/®
erfiillt die Randdaten.

Fiir die Ableitung in radialer Richtung gilt dann
oru(r, p) = %r%_l sin (%gp) .

Fiir & > 7 (nichtkonvexes Gebiet!) wird die Ableitung in (0,0) unendlich! Dies nennt man eine
Singularitdt. O

3.2 FundamentallGsung

Wir untersuchen nun Eigenschaften der Losung von
" 0%u

Au = —
2
P Ox;

=0 (3.4)

ohne Randbedingungen.

Definition 3.4 (Harmonische Funktionen). Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion w, fiir
die Au = 0 gilt, heifst harmonisch. O

Wir wollen nun versuchen nichttriviale Funktionen (d. h. nicht etwa u = 22) zu finden fiir die
Au = 0 gilt.
Da (3.4) invariant unter Rotation ist (sei Aw(&,n) = 0; Setze u(x,y) = w(ax + by, cx + dy) mit

(‘cl Z) = ( g _Cgisnaa) eine Rotationsmatrix so gilt Au = 0), sucht man harmonische Funktionen

in radialsymmetrischer Form der Form:

u(z) =v(r(z)) mit r(z) = (Z xf)
i=1

Berechnen wir die partiellen Ableitungen von u mittels Kettenregel:

aT‘ 1 2 2—l Ly
O st -2 @poy

5“ (2) =/ (r@) 2, g” =" (r(@) (2) v/ (r(a)) <1 - )

und damit erhalten wir fiir Aw:

also:

771@ - Y U//T-fﬁ o' (r(x 1_&2
Au_i:1ax? = ;[ (())r2+ (())<r T3>]
T2 T2
= V() + (@) (@)
gl
n—1 T

27



3 Zur Theorie elliptischer partieller Differentialgleichungen

Nehmen wir an, es sei v/(r(z)) # 0 Vo dann muss fiir die Funktion v(r) gelten (auflésen):

v"(r)  1-n

v (r) r

Da dies fiir alle r(z) gelten muss kénnen wir  nun auch als unabhéngige Variable betrachten!
Beachte, dass v von der Raumdimension n abhéngt.

Wie sieht so eine Funtion v aus? Fiir die Logarithmusfunktion beobachten wir

Nachdifferenzieren

(no/() = L) <Wegen Lz = i) . (3.5)

Integration liefert den Zusammenhang

/(lnv’(r))/ dr—lnv’T(r)—/lzn dr—(l—n)/i dr:(l—Tn)-lnr

und somit hat v'(r) die Gestalt
'(r)=r'" (wegen Ina® = blna).

"

1—

Wegen U—I S — (3.5) ist mit r'=™ auch b-r!=" + ¢ zulissig, siehe auch [Eva98].
v T

Dies motiviert folgende Definition:

Definition 3.5 (Fundamentallésung).

_%. In7(z) n=2) (=)= %, also v(r) =Inr)
mee (n —12)wn ' r(x;n—2 (n=3) (5v'(r)= rnl—l U= r"l—Q)

jeweils so eingerichtet, dass die Singularitét +oo ist!

heifst Fundamentallésung. Dabei ist w,, die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel:

Wy = / dr; w3 =d4nw
r(z)=1

Nach Konstruktion gilt A®(z) =0 Va # 0.
Entsprechend ist ®(2 — y) harmonisch in R™\ {y}. O

Damit kénnen wir auch schon praktische Probleme 16sen.
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3.2 Fundamentall6sung

Beispiel 3.6 (Elektrostatik). Die Fundamentallosung kann man sich auf ganz R™ erweitert
vorstellen, wenn man zu Distributionen iibergeht. Man stellt sich ®(x) als Losung der Gleichung

—AdD = § in ganz R"
vor, wobei dg die Deltafunktion an der Stelle 0 ist, welche folgende Eigenschaften hat:

50(95):{0 z#0

00 r=0

/n do(z) de =1

Man kann sich §g als Grenzwert entsprechend skalierter Pulse vorstellen:

0 x| > e i E

(=1 =1 el 1,
() g
€ € € €

Es beschreibt dann
—Au = ido(l‘ —y) in R?
€0
das elektrostatische Potential einer Punktladung ¢ am Punkt y € R3.
E = —Vu ist das elektrische Feld dieser Punktladung (g¢: elektrische Feldkonstante, 8.854 - 1012 [NC—IZHQ} ,

EB: [g], @ [5))-

|E|| zeigt fiir n = 3 wegen u ~ L ein % Verhalten (Coulombsche Gesetz). Bei einer Dimen-
sionsreduktion muss man also vorsichtig sein. Fiir n = 2 wiirde [[E|| ~ 1 gelten und dies ist
qualitativ falsch!

Als weitere praktische Anwendung betrachten wir die Gravitation.

Beispiel 3.7 (Gravitationsfeld einer Kugel). Und zwar interessieren wir uns fiir das Gravitati-
onsfeld in und um eine Kugel.

(i)  Zunéchst das innere: Mit r(x) = \/2?21 z? setzen wir
QF = {z e R®|r(z) < R}, TF=00F

Das Gravitationsproblem im Inneren einer homogenen Kugel mit Radius R lautet dann

V.- Fi(z) = —4mp in QF, (3.6a)

Fi(x) = —V;(x), (3.6b)

di(x) = g auf T (3.6¢)

Die Kraft auf eine Punktmasse m am Ort x berechnet sich dann mittels Z*j'lm(a:) = -—mVd,;(zx).

1 Charles Augustin de Coulomb, 1736-1808, frz. Physiker
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3 Zur Theorie elliptischer partieller Differentialgleichungen

Als Losung setzen wir an ®;(z) = ar?(x) + b mit Konstanten a,b € R.

Zunéichst rechnet man
O, ®i(x) = Oy, [a(a] + 23 + 23) + ] = 2az;, O, 0z, Pi(x) = 2a

und somit 5
—A®;(x) = —6a=—4myyp = a= 7r37p.

Aus der Randbedingung fiir das Potential erhalten wir
2 2
<1>i(R):¥R2+b:q>R - b:@R—%RQ.

also insgesamt

21 2
O(z) = %ﬂ(x) g — %RQ.

Fiir das Kraftfeld ergibt sich damit

- 47 4
Fi(z) = =V®,(x) = —7?:”)1' = 737/)7"(:13) .
—
Betrag  Richtung

(i)  Nun zum Kraftfeld im Aussengebiet QF = {z € R3|r(z) > R}.

Wir wollen 16sen

V- Fy(z)=0 in QF, (3.72)
Foy(z) = =Vd,(x), (3.7b)

Fy(z) - va(z) = Fg auf T, (3.7¢)
D,(z)=0 fir r(z) — oo. (3.7d)

Die Normierungsbedingung fiir r — oo ersetzt die Randbedingung fiir das unendlich grofie
Gebiet. v, ist die dufsere Einheitsnormale am Kugelrand.

Da 1/r(x) die Laplacegleichung auch im Kugelaussengebiet 16st setzen wir an: ®,(x) = ¢/r(x)+d.

Man rechnet nach, dass &Ej D, (z) = T

ri(z)
Wegen lim,.(;) o ¢/7(2) + d = d gilt also d = 0.
a erhalten wir aus der inneren Randbedingung:

ﬁ(xGFR)-Va:—VCI)a($)-Va:%%-%:FR = c¢=—FRR?
-1

(#i7)  Es liegt nahe die beiden Losungen miteinander zu verbinden. Dazu beobachten wir:

1. Das Potential sollte stetig fiir z € I'p sein (sonst wére ja V® undefiniert).
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3.3 Grenzen des klassischen Losungsbegriffes

2. Die Kraft F sollte stetig sein (denn man spiirt ja keine plétzliche Anderung wenn man die
Hand in die Erde steckt).

Aus der zweiten Forderung schlieffen wir fiir die Konstante ¢ im Aussengebiet

. 4
c=—R*F(r(z) = R) vy = — §R37rp’y.

~——
Masse M

Damit gilt im Aussengebiet

_f@, Fo(z) = V() = 00—

D, (x) =

Damit haben wir das Gravitationsgesetz fiir Punktmassen zuriickerhalten.

Umgedreht kénnen wir nun das Potential im Inneren bestimmen indem wir die Stetigkeit aus-
nutzen (erste Bedingung oben)

M~

@i(a) = 0 (a) 4 0ol R) - TR = TP (a) - B -

3 3 3

Das Gesamtpotential sieht also etwa so aus:

£

3.3 Grenzen des klassischen Losungsbegriffes

Koénnen wir das Potential im Innen und Aussengebiet einer Kugel auch mit einem Problem
berechnen?
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3 Zur Theorie elliptischer partieller Differentialgleichungen

Es liegt Nahe zu schreiben

V- F(z) = f(z) in 0, (3.8a)
F(z) = -V®(2), (3.8Db)
D,(x) =0 fiir r(x) — oc. (3.8¢)

wobei (@)
| —Amyp falls r(x) < R,
f(z) = { 0 sonst.

Halt! Das ist aber nun keine klassische Losung mehr, da ®(x) fiir r(z) = R nicht zweimal stetig
differenzierbar ist.

Der sogenannte ,,schwache Losungsbegriff umgeht diese Schwierigkeit indem er die Gleichung
geschickt integriert.

Eine Idee liefert die folgende Betrachtung.
Es sei w ein Gebiet das in zwei nichtiiberlappende Teilgebiete w1 und we zerlegt sei.

Nehmen wir an, Au sei in w integrierbar (Bem.: das setzt einen erweiterten Integralbegriff
voraus). Dann gilt mit dem Satz von Gauss

/Auda:: Vu-vds.
w Ow

Andererseits kdnnen wir zerlegen und dann Gauss anwenden:
/Audac: Auq dx—l—/ Aus dx
w w1 w2

= Vuy -1 ds + Vug - v ds

Ow1 Owa

= Vu-yds—i—/ (Vuy — Vug) - vy ds.
ow Ow1Ndwa

Hierbei ist u; = uly, und ug = ul,,.

Gleichsetzen beider Ausdriicke liefert die Stetigkeit der Normalenkomponente Vu - v auf dw; N
Ows. Das entspricht der Stetigkeit der Normalenkréfte am Kugelrand.

Somit haben wir (sinnvoll) das Gravitationspotential und Feld im Innen- und Aussengebiet einer
Kugel mit Masse M und Radius R bestimmt.

Interessant ist dann noch folgende Beobachtung: Hat man nun N Kugeln mit Radien R;, Massen
M; und zugehorigem Potential ®;(z) so ist

eine Losung des Gravitationsproblems mit N (nichtiiberlappenden) Kugeln.

Denn:
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3.4 Separation der Variablen

e Ad = 0 ausserhalb aller Kugeln,

A® = 47yp; innerhalb der Kugel 1,

® ist stetig da die Einzelpotential stetig sind,

V& hat stetige Normalenkomponenten auf den Kugelréandern.

3.4 Separation der Variablen

Eine weitere einfache Methode zur Losung der Laplacegleichung nennt sich ,,Separation der
Variablen®, siche [RR93| p. 16].

In zwei Raumdimensionen machen wir den Ansatz u(z,y) = X (x)Y (y). Eingesetzt in Au = 0
ergibt sich
X"(@)Y (y) + X (2)Y"(y) = 0.

Unter der Annahme u(z,y) = X (z)Y (y) # 0 (erreicht man evtl. durch Verschieben der Losung)
ergibt sich
X'x) _ _Y"(y)
X(x) Y(y)

=XeC,
denn: Wire X" (x)/X (x) nicht konstant wieso sollte es dann genau gleich der vollig unabhéngigen
Funktion —Y”(y)/Y (y) sein?

Die Funktionen X (z) und Y (y) erhélt man durch Losen der gew6hnlichen Differentialgleichungen

X'(z) =X (z),  Y'(y)=-AY(y).

Die allgemeine Losung dieser Gleichung mit 4 Parametern ist:

u(z,y) =A (eﬁx + Be*‘f/\x> (eﬁy + C’e*\/j’\y) .

An dieser Stelle muss man nun die Randbedingungen einflieflen lassen. Sei Q = (0,1) x (0, 1).
Als Randbedingungen betrachten wir

u=0 firz=0,y€(0,1), u=0 firz=1,y€(0,1),
u=0 firze(0,1),y=0, u=f firxze (0,1),y=1.

Setzt man die Parameter A = ﬁ, B=-1,C=—1und A = —n?z? so ist

1

- (eimra: _ e—inﬂx)

2 (e"™ — e = sinnrx sinh nry
i

| =

fiir alle n = 1,2, 3, ... eine Funktion, die die Nullranddaten auf den drei Randern erfiillt. Auch

alle Linearkombinationen erfiillen diese Eigenschaft.
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3 Zur Theorie elliptischer partieller Differentialgleichungen

Hat f die Gestalt f(x) = 27]1\[:1 oy, sinnmx so lautet die Losung

N

Qp . .
u(z,y) = E L ST sinh nmy.
1

Was macht man nun bei allgemeinen Funktionen f7

Fourier hat behauptet, dass ,jede Funktion (hier mit Nullrindern) in eine moglicherweise un-
endliche Reihe entwickelt werden kann:

oo
f(z) = Z ap, sinnre.
n=1

Allerdings ist die Klasse der so darstellbaren Funktionen nicht C°[0, 1] sondern die grofere Klasse
L5(0,1) der quadratintegrierbaren Funktionen.

Die so ermittelten Losungen sind somit keine klassischen Losungen der Laplacegleichung.

3.5 Mittelwerteigenschaft und Folgen

Harmonische Funktionen haben eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften, die wir in diesem
Abschnitt betrachten wollen.

Satz 3.8 (Mittelwerteigenschaft). Sei v harmonisch im Gebiet U C R™ und B(z,r) C U sei die
offene Kugel mit Radius » um den Punkt x. Dann gilt

() = —— / wds = —— / ul€) d (3.9)
WnT 8B(z,r) \aﬁbr B(z,r)
Oberflache Volumen
der Kugel der n-dim.
Einheitskugel
Beweis: [Eva98, S. 25, Theorem 2]. O

Als Folge der Mittelwerteigenschaft gilt das

Satz 3.9 (Starkes Maximumprinzip). Seiu € C?(U)NC®(U) harmonisch im beschrinkten Gebiet
U.

1. Dann ist

max u = maxu.
U oUu

d. h. das Maximum wird auf dem Rand angenommen.

2. Ist U zusammenhdngend (sind unsere Gebiete immer) und es gibt zy € U (also im Inneren)
so dass

u(xp) = maxu
U
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3.6 Losungsdarstellung mittels Greenscher Funktion

dann muss
u konstant in U sein!

Umkehr: u nicht konstant = das Maximum liegt echt am Rand.
Beweis: [Eva98, S. 27, Theorem 4].

Ersetzt man u durch —u (ist auch harmonisch!), so erhilt man dieselben Aussagen fiir min statt
max. O

Das Maximumprinzip ist eine wichtige qualitative Eigenschaft der Losung mit physikalischer
Bedeutung: Ohne innere Quellen/Senken wird das Maximum /Minimum der Temperatur im sta-
tiondren Fall am Rand angenommen.

Auch eine numerische Losung sollte eine solche Bedingung erfiillen.

Aus dem Maximumprinzip folgt ausserdem sofort die Eindeutigkeit der Losung.

Satz 3.10 (Eindeutigkeit). Sei g € C°(9Q), f € C°(Q) und Q ein beschriinktes Gebiet. Dann
gibt es hochstens eine Lésung u € C2(2) N C%(Q) des Problems

—Au = f in Q2
u = g auf 0€).

Beweis: Angenommen u, % wéiren Losungen, dann setze w = u — 4. w ist harmonisch und w = 0
auf 0. Da Maximum und Minimum nicht im Inneren liegen diirfen, bleibt nur w = const = 0.
O

Bemerkenswert ist auch die folgende Aussage:

Satz 3.11 (Glattheit). Erfiillt v € C°(U) die Mittelwerteigenschaft ((3.9)) fiir alle B(x,r) C U,
dann gilt v € C*°(U), d. h. harmonische Funktionen sind automatisch unendlich oft differen-
zierbar!

Beweis: [Eva9d8, S. 28, Theorem 6] O

Achtung: Wir wissen also, dass harmonische Funktionen automatisch unendlich oft differen-
zierbar sind und dass Losungen des Modellproblems eindeutig sind. Die Ezistenz einer Losung
u € C?(2) N C°(2) des Modellproblems zu zeigen bereitet aber Schwierigkeiten!

3.6 Losungsdarstellung mittels Greenscher Funktion

Satz 3.12 (Losungsdarstellung mittels Greenscher Funlition). Ist © ein Normalgebiet (partielle
Integration ist erlaubt), so erlaubt die Lésung u € C?() von

—Au=f in Q, u=g auf 9

die Darstellung

u(z) = /8 RGN CORGE S /Q G(&, 1) f(€) dé. (3.10)
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3 Zur Theorie elliptischer partieller Differentialgleichungen

Dabei heift G(&, x) Greensche{ﬂ Funktion erster Art (d. h. fir Dirichlet-Randbedingung).

Diese muss einmal fiir ein Gebiet ) gefunden werden und erlaubt dann eine Losung fiir verschie-
dene f,g. G existiert fiir sehr allgemeine Gebiete, ist nur im Allgemeinen schwer zu finden.

Beweis: [Hac86l Satz 3.2.5]. O

In der Kugel kennt man die Greensche Funktion B(y,r). Eine Anwendung des obigen Satzes ist
die

Satz 3.13 (Poissonsche Integralformel). Die Funktion

ey © o
u(z) = /8 dg € B(y.r)

rwn By Iz — &I
16st
Au = 0 in B(y,r)
u = ¢ auf 0B(y,r).
Beweis: [Hac86l Satz 2.3.9]. O

Die Charakterisierung der Losung iiber die Greensche Funktion erlaubt auch einen Existenzan-
satz:

Satz 3.14 (Existenzsatz). Es existiere eine Greensche Funktion erster Art in €, es sei g €
CY(0Q) und f € C°(Q) Holder-stetig zum Exponenten A € (0,1), d.h. |f(z) — f(y)| < Clz —
y|* Vo, € Q (und C unabhingig von z,y).

Dann stellt die Losungsdarstellung mittels Grenn’scher Funktion (3.10) eine Losung u € ()N
C%(Q) (= klassische Losung) dar.

Beweis: [Hac86l, Satz 3.2.13|. O

Die Existenz einer Losung ist damit auf die Existenz der Greenschen Funktion fiir das Gebiet
zuriickgefiihrt.

Eine wesentlich allgemeinere Losungstheorie erhélt man iiber sog. ,Energiemethoden, die auf
einer sog. ,schwachen Formulierung aufbauen. Dies ist aber einer Vorlesung iiber die Finite
Elemente Methode vorbehalten.

3.7 Stabilitat

Existenz und Eindeutigkeit der Losung ist nicht genug. Zusétzlich bendtigt man noch, dass das
Problem sachgeméf gestellt ist.

12George Green, 1793-1841, engl. Mathematiker und Physiker.
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3.8 Zusammenfassung

Definition 3.15 (Sachgeméf gestelltes Problem). Eine Aufgabe der abstrakten Form
A(z) =y, reX, yeY

heifst sachgeméft gestellt, wenn
1. Zu jedem y € Y gibt es ein eindeutiges = € X, so dass A(z) = y.
2. z = A~!(y) hiingt stetig von y ab. (Stabilitit)

D. h. man kann zeigen, dass

IA™ (y1) = A7 (w2)llx < Cllys — welly

(bei linearem A geniigt [|A~(y)|| < C|lyl). |I-llx, ||-]ly sind Normen auf den Rdumen X, Y.
(]

Satz 3.16. Laplace- und Poissongleichung sind sachgeméfs gestellt. Hier zeigen wir die stetige
Abhéngig von den Randdaten g.

Sei Au; = Aug = 0 in € mit den Randdaten uw; = g1 auf 02, us = g9 auf 9€2,. Dann gilt
Aw = A(u; —ug) =01in Q, w = g1 — go auf Q.

Wegen dem Maximumprinzip gilt ||w|e < ||g1 — 92]/cc mit C' = 1. O

Stabilitét ist wichtig, damit kleine Fehler (z. B. Rundungsfehler) auch nur kleine Fehler im
Ergebnis bewirken.

Bemerkung 3.17. Die Angabe von Rand-/Anfangswertvorgaben wie in Abschnitt fiihrt zu
sachgemaf gestellten Problemen zu den aufgefithrten Typen. U

3.8 Zusammenfassung

e Mittels Transformation der Laplacegleichung in Polarkoordinaten konnten wir spezielle
Losungen in einem Kreisring und einem Kreissegment konstruieren.

e Fundamentallosungen sind Losungen der Laplacegleichung im R™ \ y. Man kann sie auch
als Losungen zur Deltafunktion als rechter Seite interpretieren.

e Das Maximumprinzip stellt eine wichtige qualitative Eingenschaft von Loésungen der La-
placegleichung dar. Daraus folgt auch Existenz und sachgeméfe Gestelltheit des Rand-
wertproblems.

e Mittels Greenscher Funktionen lassen sich Losungen fiir verschiedene rechte Seiten und
Randdaten darstellen. Allerdings muss man die Greensche Funktion fiir das vorliegende
Gebiet erst mal bestimmen.

e Neben Existenz und- Eindeutigkeit fordert man ausserdem, dass partielle Differentialglei-
chungen sachgeméf gestellt sind. Dies bedeutet, dass die Losung stetig von den Daten
abhéngt.
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4 Differenzenmethode fiir elliptische Gleichungen

4.1 Der eindimensionale Fall

Wie betrachten zunéchst die eindimensionale Randwertaufgabe
—u'(z) = f(z)  x€(0,1)
u(0) = o, u(l) = 1.

(Im Gegensatz zur Anfangswertaufgabe u(0) = ug, u/(0) = uq).

Aus der Taylorentwicklung fiir u(z £ h) erhalt man

uw(z + h) = u(x) + hu'(z) + h;u"(x +97h) 9T € (0,1)
= u(z) = u(x + h})LU(ZL') _ gu/1($+19+h) 9t € (0,1)
bzw.
h2
u(x —h) = u(z) — h/(z) + —u"(z — 97 h)
/ . u(x) —u(x — h) 1" —
— u'(x) = N + 5 (x =Y~ h)
(0T u)(x) == [u(x + h) — u(z)]/h heiftt Vorwértsdifferenz und
(0" u)(x) == [u(x) —u(z — h)]/h heiftt Riickwartsdifferenz.

sowie h Schrittweite.

Entwickelt man bis zur 4. Potenz (bzw. 3. Potenz),

/ h2 " h3 n h4 "
w(x 4+ h) = u(z) + h'(x) + Su (z) + " (z) + 21t (z+97h)
h? h3 ht
w(z — h) = u(z) — hu'(z) + 71/’(:6) — Fu”’(ﬂ:) + ﬂu"”(x — 97 h)

so erhélt man die Formeln

w(x 4+ h) —u(z — h) = 2hd(z) + l? {u"(@+9Th) +u" (x =9 h)}

u(z 4+ h) —u(x —h)

h?
/ — n + "
= u(x) = 57 ~ 13 {u (x4+97h)+u" (z -0 h)}

(4.1)

(4.2)

(4.3)
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bzw.

1
u(z + h) +u(z — h) = 2u(z) + R (z) + % {u"(x +9"h) + " (x — 97 h)}

u(z —h) — 2u(x) +u(x +h)  h?

— u'(z) = _

- sl (4.4)

Damit erhalten wie das folgende Lemma.

Lemma 4.1. Es gilt

1
7 [u(x + h) —u(z)] =u'(x) + hR 1 .,
1 mit |R| < 5”“”02(@) == supu’(z)
L) —u(e — ) = () + bR et
1 / 2 . 1
%[u(a:—i—h) —u(x —h)] =u'(z) +h°R mit |R| < 6”““6‘3(@)
1 1
3 [u(z — h) — 2u(z) + u(z + h)] = " (z) + h*°R mit |R| < EHU\|C4(Q)

O

Zur ndherungsweisen Losung des Randwertproblems unterteilen wir 2 = (0, 1) in N Teilintervalle

1
[wi,$i+1] 1=0,...,N—1 und x; =1th mit h:N.

und setzen

0 N=8 4

Tyl T2 I3 T4 Ty Te T7

Qp={ih|ieNy und 0<i< N}

bzw.

_ 0 1
Qp={ih|ieNy und 0<i< N} o T1 Tg 23 T4 T3 Tg T g

Ist u € C*(Q) ergibt einsetzen der Differenzenformel in die Differentialgleichung:

1
=
Streichen des Resttermes ergibt #Q; = N — 1 lineare Gleichungen

u(z — h) — 2u(x) + u(z + h)] = f(z) + O(h?) Vo € Qp.

(e — )~ 2u(a) +un(e )] = f() Vo e O (4.5)

fiir die #Q5 = N + 1 unbekannten Werte uy,(x), x € . Die restlichen zwei Gleichungen liefert
die Randbedingung;:

up(0) = o, un(l) = ¢1. (4.6)
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4.2 Der n-dimensionale Fall

up, : Qp, — R nennen wir eine Gitterfunktion. Wahlweise fassen wir uy, auch als Vektor u;, € RV !
un = (un(h), un(2h), ... up(1 = h))"

auf. Hierbei beschrénken wir uns auf die unbekannten Werte up(z), = € Qj, (also exklusive der
Randwerte).

Eliminiert man u(0), (1) in (4.5 mittels (4.6)), so erhélt man das lineare Gleichungssystem

2 -1 up(h) f(h)+ %3 i
-1 2 -1 up(2h) f(2h)
-1 2 -1 up (3h) f(3h)
2 : N :
—1 2 =1 | up(l—2h) f(1—2h)
i -1 2 | [ up(l=h) | f(1=h)+ %5 ]
Lh Up = gp

mit der Tridiagonalmatrix Ly,.

4.2 Der n-dimensionale Fall

Die Differenzenformel fiir die zweite Ableitung gilt auch fiir partielle Ableitungen:
02, 0pu = h2[u(o sy — hyoo ) = 2u(e gy .. ) Fuloo 2 + by )]+ O(?)

Lemma 4.2. Sei v € C*(Q), dann gilt

Au(z) = % {Z [u(z — he;) + u(x + he;)| — 2nu(x)} + h’R

=1

mit |R|§%||u|]c4@) und e = (0,...,1,...,0)%. (4.7)

i-te Position

Man definiert

Apu(z) = Z [u(z — he;) + u(z + he;)| — 2nu(z).
=1

Speziell fir n = 2 wahlen wir wieder das Gitter

1
Qp ={(z,y) € Q| x/h,y/h € Z} mith:Nund
U ={(z,y) €Q|z/hy/heL}.
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Weiter sei I'y, := Qp, — Q. o
Fiir die Gitterfunktion up : Q5 — R erhalten wir
unter Vernachlissigung des Fehlerterms die (N —1)2  [# H H F o
Bedingungen

o
O
o
O

@ H
(1—2h| (1—h,

—Apup(x) = f(x) Vo € Qy, 1—h) |1-n)

und die (N +1)2 = (N —1)2= N2 +2N +2 - N? +
2N — 2 = 4N Bedingungen

(h,h) | (2h, h)

up(z) = g(z) Vo € T'y,.

™ £ £ £ £]

Elimination der Randbedingungen liefert wieder ein lineaeres Gleichungssystem
Lpup, = gp
fiir den unbekannten Vektor
up = (up(h, h), up(2h,2), .. up(1 = 2,1 — ), up(l — h, 1 — h)T e RN-1?,

Dabei gilt wieder folgende Konvention:

o wuy : ), — R ist eine Gitterfunktion. Da sind die Randwerte mit dabei.

o up € R(N=1? ist ein Vektor. Da sind die Randwerte nicht mit dabei.

Nun zur Gestalt des linearen Gleichungssystemes.

4 -1 -1 T
-1 4 -1 -1
-1 4 -1 .
-1 4 -1
-1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1
1
Ly = e
-1 —1
-1 4 -1
-1 4 -1
-1 4 -1
i —1 -1 4
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4.2 Der n-dimensionale Fall

[ f(hh) + [g(h,0) +g(0,h)]/h? |
f(2h,0) + g(2h,0)/h?

f(h,2R) + g(0,2h)/h?

dh

L FA-h1-h) + g1 - h)+g(1— k1))

Die Struktur des linearen Gleichungssystemes héngt von der Nummerierung der Gitterpunkte

ab.

Hier haben wir die sogenannte ,lexikographische Anordnung* der Gitterpunkte im Vektor uy
gewahlt.

Dann hat die Matrix L;, Bandstruktur. Fasst man die den Zeilen im Gitter entsprechenden
Unbekannten zu Blocken zusammen, so ergibt sich eine Matrix mit Blocktridiagonalgestalt:
[T —1 i [ 4 —1 i
-1 T -1 -1 4 -1
Ly=h"? ; T = T
-1 T -1 -1 4 -1
—1 T | -1 4

I steht fir die Einheitsmatrix.

Den Differenzenoperator Ay, schreibt man gerne als ,,Differenzenstern®
-1

—Ap=h72| -1 4 -1
-1
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Allgemein steht das bei beliebig groffen Sternen fiir

c-11  Co1 €11 oo
c-10 coo €10 .- | up(z,y) = E cijun(z +ih,y + jh)

C-1,-1 €0,—-1 C1,-1 1,j=—00

Idee: Zentriere cq iiber einem Gitterpunkt x € €2, dann gibt der Stern die Verkniipfung mit
den Nachbarn, also eine Matrizzeile an.

Das lasst sich auch auf n Raumdimensionen erweitern. Bei n = 1 schreibt man etwa

—Ap=h7?-1 2 —1]

4.3 Neumann Randbedingung

Wir wenden uns nun der Aufgabe mit Neumann Randbedingungen zu:

—Au=f in Q= (0,1)%
U=y auf I'p C 092

ou

i 'y =00Q\T
o ¥, auf 'y = 0Q\ I'p

Da 2 das Einheitsquadrat ist, gilt

B ) d)T((l))

U U . R

a) o ox furx—(O,y) : :” b
ou  Ou . - a<_ N

b) ™ fiir z = (1,y) (—01)‘ . . (1)
ou ou

c) —=-—— fir z = (x,0) .
81/ 83/ C)l(—ol)

q du_0ou fitr & = (2, 1)
ov  Ox urE =i,

Entsprechend benutzt man in den vier Fillen die O(h) Approximationen

W) ey by = e oh)  w=(0)

b) 7 fu(ey) —ule—hy) = e+ OB)  w=(Ly) "
O T luley) —uleyh)= S0t Om)  a=(2,0) |
Q) 3 luey) —uley B = gerom)  w= (o)
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4.4 Allgemeine elliptische Gleichung

Wie bei der Dirichlet Randbedingung kann (4.9)) benutzt werden, um die Randpunkte aus dem
LGS zu eliminieren, z. B. am rechten Rand (b):

% [w(l,y) —u(l =hy)l=9l,y) = ul,y)=he(l,y)+ul-hy)

Einsetzen in die Gleichung am Punkt (1 — h,y)

=1~ 2h,) — u(l — Ay — )+ 4u(l — )~ u(l,y)
_u(l_h7y+h)] :f(l_h7y)

liefert

L w1 = 2h, ) — u(1 — by — h) 4 3u(1 — hy) — u(l — b,y + B)]

h2
= f(1=h,y)+h"e(1,y)

Der Sternist also | =1 3 0

4.4 Allgemeine elliptische Gleichung

Um die allgemeine elliptische Gleichung

0%y 9%y 9%u
axx(xu y)@ + 2axy(x7 y)a?ay + ayy(xa y)TyQ

ou ou
- ax(x,y)afx + ay(z, y)afy +a(z,y)u = f(x,y)

zu diskretisieren, benétigen wir noch Differenzenformeln fiir die gemischte Ableitung ;;gy.

Diese wollen wir nun erst einmal mittels Taylorentwicklung herleiten.

Taylor nacheinander in « und dann in y anwenden liefert:

u(z +h,y+h) =
h? h3 h*
“(x7 Y+ h) + hu:c(x)y + h) + Euxw(x)y + h) + Eux;mz(my Y+ h) + i“mxmr(&l)

2 3 4
u(z,y) +huy(z,y) +h7“yy($»y) +%3“yyy(mvy) +}2§“yyyy(52)
bhuia(a,y) Py (55) iy (00) e (€)
+h7UM($:y) +h§“wzy($vy) +h7”zzyy(§4)

4
+%ux:tac($7 Y) +%Uxxa:y(§5)
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ensprechend erhélt man in die andere Richtung:

u(z —h,y —h) =
h? h3 ht
u(x,y - h) - huz(xvy - h) + ?uzz(xyy - h) - Fuzzm(xzy - h) + ﬂuzzzz(fﬁ)

u(z,y) —huy(z,y) +h—22uyy(x,y) —%uyyy(o&y) ""%“yyyy(g?)
_ g (2,y) AP ey (1,y)  — B ey (2y) ey (&)
(@) ~uaay(@.y) ey (€9)

B tara(@,y) 1 amay(€0)

Bei Addition der Ausdriicke fallen die ungeraden h-Potenzen heraus:

2u($7 Z/) + hz[uxw(xa y) + 2umy(x7 y) + “yy(iﬁ; y)] + O(h4)

Nun sind noch die Ableitungen u,, und w1y, zu eliminieren was mit den Punkten x£h und y £h
moglich ist:

uw(@+h,y+h)+u(x—hy—nh)
— [u(x + h,y) + u(z — h,y) + u(z,y + h) + u(z,y — h)]
= —2U(1', y) + h22uxy(337 y) + O(h4)

Auflésen nach ugy liefert die Differenzenformel

0 -1 1
—1 2 —1|up(z,y)+ 02 . (4.10)
1 -1 0

O*u (z,y) = 1
0xdy DY = o2

Man rechne auch nach, dass ebenfalls folgende Formel gilt:

0%u 1 -1 10

=— |1 -2 1 2y 4.11

Dies zeigt nebenbei, dass es im allgemeinen verschiedene Differenzenformeln (gleicher Ordnung)
zu einer Ableitung gibt.

Welche man nun wéhlt, hdngt vom Vorzeichen der Koeffizienten ab.

Aufgrund der Elliptizitdt der Gleichung gilt ag, - ayy > a,?ty, also haben a;, und ay, in jedem

Fall gleiches Vorzeichen. O. B. d. A. seien a,, und ay, im folgenden als positiv angenommen.

Zusatzlich fordern wir noch

|azy (2, y)| < min{azs(z,y), ayy (2, )} (4.12)

(dies folgt sofort aus der Elliptizitét falls az, = ayy.)

Dann wahle
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4.5 Zusammenfassung

a) falls azy > 0 den ,rechts oben“-Stern (4.10) und
b) falls azy < 0 den ,links oben“-Stern (4.11)).
Mit dieser Wahl und der Bezeichnung

a;, = max{agy, 0} Oy = Min{ gy, 0}
erhélt man dann:
0%u 0u 0%u
e T gaay T g2
X —0gy Ayy — |Qgy] a;“y
=3 |t — |y 2(|azy| — Qo — ayy) Gz — |agy|| + O(R?)
a;:_y Ayy — |azy| _ax_y

Bemerkung 4.3. Mit dieser Konstruktion gilt: Diagonalelement ist negativ und Nebendiago-
nalelemente sind positiv. Warum dies sehr wichtig ist wird die nun folgende Theorie zeigen.
O

Schlieflich noch die Terme der Ordnung kleiner 2:

0 a O 000
1
ax?;+ay?;+au:% —a; 0 az|+ |0 a 0| +O0(h?.
0 —a, 0 00 0

Beachte, dass die Vorzeichenbedingung fiir die zentralen Differenzen erster Ordnung nicht erfiillt
sind.

4.5 Zusammenfassung

e Mit Hilfe der Taylorentwicklung lassen sich Differenzenformeln herleiten, die partielle Ab-
leitungen an einem Punkt durch Funktionswerte an Nachbarpunkten ausdriicken.

e Einsetzen in die DGL und ignorieren der Fehlerterme liefert ein lineares Gleichungssys-
tem. Bei strukturierten Gittern und geeigneter Anordnung der Gitterpunkte hat das LGS
Bandgestalt.

e Die maximal mogliche (lokale) Fehlerordnung im Falle kompakter 9-Punkte-Sterne (in 2d)
betragt 2. Hohere Ordnung léasst sich im Prinzip mit Sternen grofserer Reichweite erzielen.
Dann gibt es aber zusétzliche Schwierigkeiten am Rand.

e Ein kompaktes Verfahren der Ordnung 4 fiir die Poisson-Gleichung ist die Collatzschelg
Mehrstellenformel (siche Ubung).

e Die hergeleiteten lokalen Fehlerordnungen basieren auf dquidistanten Gitterweiten (zumin-
dest in jede der Koordinatenrichtungen) und strukturierten Gittern.

e Eine weitere wichtige Voraussetzung der Herleitung war u € C*(Q).

3L othar Collatz, 1910-1990, dt. Mathematiker.

47



Inhaltsverzeichnis

48



5 M-Matrix-Theorie

Die Konvergenztheorie fiir das Finite-Differenzen Verfahren basiert auf den Eigenschaften einer
speziellen Klasse von Matrizen, den sogenannten M-Matrizen um die es in diesem Abschnitt
gehen soll. Eine weitere Anwendung der M-Matrix Theorie sind iterative Losungsverfahren fiir
lineare Gleichungssysteme.

Dieses Kapitel ist stark an [Hac86, Kap. 4.3-4.5] angelehnt.

5.1 Einfiihrende Definitionen
Sei A € R™" eine Matrix mit den Elementen ang, o, € I = {1,...,n} (d. h. wir verwenden

in diesem Abschnitt A und I statt Ly und €2). I nennt man eine Indexmenge.

Man schreibt
A>B falls  ang > bag Ya, [ € 1.

Analog verwendet man A > B, A > B, A < B. 0 bezeichne die Nullmatrix.
Definition 5.1 (M-Matrix). A heift M-Matrix, wenn

(i) ana > 0 fiir alle o € I sowie aqg < 0 fiir alle a # 8

(ii) A nicht singulir und A= > 0.

(i) kann man einfach an der Matrix ablesen (,Vorzeichenbedingung®), jedoch braucht man weitere
Kriterien, um (ii) einfach nachzuweisen. O

Definition 5.2 (Graph von A).
G(A)=(I,BE), ECIxI
(a,8) € E <= aqg #0

heifst Graph der Matrix A. Ist («, 5) € E, so heifst a direkt verbunden mit 8. o heilt verbunden
mit G, falls es eine Kette

a=aqp,ar,09,...,0, =0 mit (aj—1,0;) € E
fiir i =1...k gibt. (]

Definition 5.3 (Irreduzible Matrix). Eine Matrix A heift irreduzibel, falls jedes o € I mit
jedem ( € I verbunden ist. O

Beispiel 5.4. Sei A= Ly zu h = %.

Graph von A:
Qd@ﬁ e Da L) = LE, sind alle Verbindungen bidirektional
<.>va<.L o L ist irreduzibel
)/\Q/\Q o G(A) entspricht dem Gitter (da wir nur néchste
C—5—9 Nachbarverbindungen haben).
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5 M-Matrix-Theorie

Eine Folgerung der Irreduzibilitat ist: Es gibt keine Permutation der Indizes (beschrieben durch

eine Permutationsmatrix P), sodass

PTAP = [

0 Ay | (das ist schon der Beweis).

Die Invertierbarkeit von Ly, folgt aus dem nun folgenden Satz.

5.2 Gerschgorin Kreise und Regularitit

Ay Apg ] Y d.h. « € Iy ist nicht mit 8 € I; verbunden

Satz 5.5 (Gerschgorin-Kreise). Sei B(z,r) ={{ € C | |z — | < r} der offene Kreis um z mit

Radius 7 in C und B(z,7) = {£ € C | |z — £| < r} der abgeschlossene Kreis.
(a) Alle Eigenwerte von A liegen in

U B(aaa;Ta) mit ro = Z|aa5|.

ael B#a
Bel
(b) Ist A irreduzibel, so liegen die Eigenwerte in

U B(aga,ra) U (ﬂ 8B(aw,ra)> )

ael offener ael

Kreis! Schnitte aller Réander

Beweis:

(a) Sei (A, u) ein Eigenpaar, d. h. Au = Au. O. B. d. A. sei ||ulcc = max{|ua| | @ € I} =1 (mit
u ist auch c-u ein Eigenvektor fir alle ¢ € R, ¢ # 0). Wegen ||ul|s = 1 gibt es mindestens

ein v € I mit |uy| = 1. Fiir dieses v gilt

Z aypUg = AUy (v-te Zeile von Au = \u)
Bel

= (A—ayy)uy = Z a3ug
B#y
Bel

Betrége bilden liefert

Dreiecksungleichung

~~
A= anl il = D aygus| =D lassl u
-1 B#y B#

{3

also

A € Blayy,74)

| < Z|avﬂ’ =Ty
B#Y

und damit auch A € |J,c; B(@aa, 7o) (man kennt y nicht, deshalb nimmt man alle; A war

ja auch beliebig).
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5.2 Gerschgorin Kreise und Regularitét

(b) A sei nun zusétzlich irreduzibel. Wegen (a) gilt weiterhin

AE U B aaoura U B aaaﬂ“a U aB(aaaara)

acl acl acl

Ac A=

Ist nun A € A so gilt klar A € A_. Es ist nun zu zeigen, dass aus A € A sogar \ €
Nacr 9B(aaa, o) folgt.

Sei dazu wie oben (A, u) Eigenpaar und [Jus| = 1. Weiter sei wie oben |u,| = 1 und
zusitzlich a,g20. (5.1)) aus (a) zeigte |\ — ayy| < ry. Da nun nach Voraussetzung A ¢ A<
muss also |\ — ay,| = 7y gelten und damit werden in (5.1) alle < zu =, also

—ayy| = Z|avﬁ||uﬁ| Z|a7ﬁ| =Ty.

B#y B#y

Dies geht nur, wenn |ug| = 1 fiir alle a,g # 0.

Somit haben wir mindestens ein weiteren 3 € I gefunden mit |ug| = 1. Darauf lasst sich
das selbe Argument anwenden und man findet wegen A € A einen weiteren Index, nennen
wir ihn §, so dass |us| = 1. Da A irreduzibel ist, erreicht man von 7 aus also alle anderen
Indizes und es gilt

lua| =1, A — Gaa| = Ta Vo e I.

Da |\ — Gaa| = 7o fiir alle Indizes gleichzeitig haben wir also A € (,c; 0B(daa,7a). O

Folgerung 5.6 (L ist invertierbar). Lj ist irredzuzibel, was man sofort am Graphen von A
sieht (Gitter, Bidirektionalitét).

Die Differenzensterne (Zeilen von A) lauten fiir den 5-Punkte-Stern

innere Knoten: Randknoten (siid):
-1 -1 -1
m -1 4 -1 | -1 4 -1 | -1 4 0
-1 0 0

Damit gilt fiir die verscharfte Form der Gerschgorin-Kreise:
4 4 4 3 4 2
ven (L) un(A2)un(42)
4 4
cB <h2 hz)

also A e B (% %) und damit insbesondere 0 ¢ B (% i). O
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5 M-Matrix-Theorie

5.3 Diagonaldominante Matrizen

Definition 5.7 (Diagonaldominanz). A heifit diagonaldominant, falls
(i)
D laagl < laaal Vo el

Ba
Bel

und irreduzibel diagonaldominant, falls
(ii) A irreduzibel und
(iii)
D laapl < laaal Vo el

BFa
(iv) und (i) fiir mindestens einen Index « € I gilt. O
Bemerkung 5.8. L, ist irreduzibel diagonaldominant, aber nicht diagonaldominant. (]

Definition 5.9 (Spektralradius). Unter dem Spektralradius einer Matrix versteht man den
betragsméfig grofsten Eigenwert:

0(A) := max {|A| | A ist Eigenwert von A} .

Um die M-Matrix-Eigenschaft nachzuweisen, brauchen wir folgenden

Satz 5.10. Spalte A auf in A = D — B mit der Diagonalmatrix da3 = { aga g ; Z Ist A

diagonaldominant oder irreduzibel diagonaldominant, so gilt o(D~!B) < 1 (Bemerkung: D~ B
ist genau die Iterationsmatrix von Jacobi).

= d —
Beweis: Setze C := DB mit Cap = { _gﬂ g# z a bopa =0

Ao

e Sei nun A diagonaldominant, so gilt

Diagonaldominant

l
_— Z|aaﬂ| <

l9aal 522

Gap

ra =Y leagl =)

B B

|aaal
=1 (5.2)
|aaal

Gaq

Nach Gerschgorin Satz [5.5(a) gilt

A€ U B(caa,Ta) = U B(0,r4) mit r, < 1, also |A| < 1.
acl a€el
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5.3 Diagonaldominante Matrizen

e Sei A irreduzibel diagonaldominant, so gilt

rg<1 VBel (wie (5.2)) und 7, <1 fiir mind. ein o € I.

Nun ist aber Gerschgorin Satz [5.5(b) anwendbar und somit

re Y BO,ry) u<ﬂ 3B(0,7‘g)> C B(0,1)U <ﬂ 3B(O,r5)>

pel offen Bel pel

Wir unterscheiden zwei Falle

I) alle rg sind gleich, d. h. rg =r V@ € I. Da ro < 1 fiir ein @ € I, muss also r < 1
gelten und damit (g, = 9B(0,73) = 0B(0,7) C B(0,1)
IT) die 7 sind nicht alle gleich, dann gilt (s, 0B(0,75) =0

In jedem Fall also A € B(0,1), also o(D™'B) < 1. O

Schliefslich zweigen wir

Lemma 5.11. Sei A = D — B wie in Satz und A erfiille die Vorzeichenbedingung (s. [5.1f(i)).
A ist eine M-Matrix genau dann, wenn o(D~'B) < 1.

Beweis:

«
S

Sei C := D7'B und o(C) < 1.
Dann konvergiert die geometrische Reihe S :=3"°° ' C” und es gilt S = (I — C)~L.
Dies sieht man so ein. Betrachte die Partialsumme

(I-0)> cv=> (c"-c"tYy=1-C"+C'—...4+C"—C™' =1 -C"M.
v=0 v=0

Fiir lim, . gilt nun C" — 0, da o(C) < 1 (schreibe C = QRQT, @ unitir, R eine
untere Dreiecksmatrix, zeige ||C” || < K[o(C)]"; Spezialfall: C' diagonalisierbar, also C' =
QD'QT).
Weiter gilt D > 0 (da aqe > 0) und B > 0 wegen der Vorzeichenbedingung und damit
auch C =D 'B>0und C” >0 und S > 0.
Schlieflich ist

I=I-0)'01-C)=SI-D'B)y=SD'(D—-B)=8D""'A,

~————
S C A A1

also ist A='=SD"1>0,daS>0und D! >0.

Sei A eine M-Matrix und D~'Bu = Au, (\,u) Eigenpaar mit u # 0. Definiere |u| fiir
u € R™ als |u|q = |uq| (Betrdge der Komponenten).
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5 M-Matrix-Theorie

Dann gilt:
gilt wegen D™1B >0
Eigenpaar (VorfeiChen) Dies ist ein
l
Al Jul = [ = |D'Bu| < D'B |y System  von (5.3)
NN N Ungleichun-
|
Vektor!  Vektor! Vektor!! gen:
mit Betrag der mit den Betriagen
Komponenten
Nun rechne
u| = A Alu| = A7Y(D — B)|u| = A7'D(I — D7'B)u|
—~
Vektor!
mit Betrag der
Komponenten
aus
Mlul < D' Blul (5.3)
= A™'D|u| — A"'DD ! B|u|
folgt
—[A|Ju| > =D 'Blu| !
< A7'Dlu| — AT DI\ |ul
~~
komponentenweise,
da A™1D >0
— (1= A)A~' Dl
also |u| < (1 — |A\])A~!DJ|u| als komponentenweises System von Ungleichungen.
Angenommen |\ > 1, dann folgt |u| < 0, was nur fiir |u| = 0 bei nicht singuldrem
A71D > 0 geht. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung u # 0.
Also folgt |A| < 1, also o(D™1B) < 1. O

Damit erhalten wir den

Satz 5.12. Erfiillt eine Matrix A die Vorzeichenbedingung [5.1{i) und ist A diagonaldominant
oder irreduzibel doagonaldominant, so ist A eine M-Matrix.

Beweis: Folgt sofort aus Lemma [5.11] zusammen mit Satz [5.10] O
Bemerkung 5.13. Damit ist Lj auch eine M-Matrix. O

Es gilt sogar noch die Verscharfung

Satz 5.14. Ist A eine M-Matrix und irreduzibel, so gilt A~! > 0. Beweis: [Hac86l Satz 4.3.11].
U

Bemerkung 5.15. Dies erklirt die Behauptung , Alle Randwerte beeinflussen die Losung im
Punkt x € QO fiir elliptische Gleichungen im diskreten.

Denn bei f = 0 tauchen in g nur die Randwerte auf. O
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5.4 Zusammenfassung

5.4 Zusammenfassung

e In diesem Abschnitt zeigten wir, dass Lj invertierbar, irreduzibel diagonaldominant und
M-Matrix ist.

e Dies dient als Vorbereitung auf die im ndchsten Abschnitt folgende Konvergenztheorie.
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6 Konvergenz des Finite-Differenzen-Verfahrens

In Abschnitt [f] wurde die Poissongleichung

~Au=f in Q=(0,1)2 (6.1a)
u=g auf 00 (6.1b)

mit dem Finite-Differenzen-Verfahren diskretisiert. Dies fiihrte auf eine Differenzengleichung

—Ahuh(x) = f(:L‘) Va € Qp (6.2&)
up(x) = g(x) Ve ey, (6.2b)

fiir die Gitterfunktion uy: Q, — R und Qp = {(z,y) € Q| #/h,y/h € Z} und h = +. Elimina-
tion der Randbedingung (6.2b)) in (6.2a]) lieferte das lineare Gleichungssystem

Lpup = qn (6.3)

mit invertierbarem Lj, (da irreduzibel diagonaldominante M-Matrix). Dabei besteht der Vektor
up, aus den Werten an den Punkten Q) = {(z,y) € Q | /h,y/h € Z} (innere Punkte).

Wir untersuchen nun die Frage, in welcher Beziehung v und wy, stehen.
Dazu sei Uy, = {f | f: Q, — R} der Vektorraum der Gitterfunktionen und
Ry: C°(Q) - U,

definiert durch (Rpu) (x) := u(z). Weiter ist dann
——

Gitterfunktion
en(z) == (Rpu)(z) — up(z) Vr € Qp (6.4)

der Fehler in der Finite-Differenzen Losung wuy,.

6.1 Konvergenz

Zu jeder Gitterfunktion vy (x) € Uy gehort ein Vektor v, € R#% der durch Weglassen der
Randwerte vy, (z), x € T'j, und Wahl einer Anordnung entsteht.

In diesem Sinne sind up, e, € R#% die zu den Gitterfunktionen uy,(z) und ey, () gehdrenden
Vektoren.

Setze nun
Linearitat

!
N = Lncyp = Lin( Rpu —up) = L Ryu — Lyup,.
~—

Vektor!

Ly, ist eine nichtsinguldre Matrix und daher gilt

ey = L;lnh.
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6 Konvergenz des Finite-Differenzen-Verfahrens

Nun nehmen wir die Maximumnorm auf beiden Seiten

llenlloe = 1L, 1.

Mit Hilfe der zugeordneten Matrixnorm

Au
Al = sup L {501
acl
pel

»Zeilensummennorm®

werden wir in diesem Abschnitt zeigen, dass gilt

lenlle < ||L}:1||oo 78] 00
yd
Stabilitét Konsistenz
L7 o < K 170 llc0 < Ch2[|ullcsay
K unabh. von h C' unabh. von h
und damit Konvergenz
lenlloo < O(R?).

D. h. der Fehler |u(x) — up(z)] = 0 Vz € Qp und h — 0.

6.2 Konsistenz

Unter Ausnutzung der Fehlerabschétzung fiir die Differenzenformeln aus Abschnitt [4 erhélt man:

Lemma 6.1 (Konsistenz). Mit den Bezeichnungen von oben gilt
10llso = [ Lrenlloo = |Ln Rt — Lyup|loo < CB?|Jullcr o (6.5)

Der Vektor np, = Lpep, heilst lokaler Abschneidefehler und ey, ist die Losung des LGS Lyep, = np.

Beweis: Wir zeigen das konkret fiir zwei Raumdimensionen. Betrachte zunéchst einen randfernen
inneren Punkt (z,y) € Qp, so dass (z £ h,y £ h) ¢ T',.

Dann gilt fiir die (z,y) entsprechende Zeile in Lyep unter Zuhilfenahme von Lemma

% [—u(z — h,y) —u(z,y — h) + du(z,y) — u(x + h,y) — u(z,y + h)]

[La Ryl (z,) = —Apu(z,y) = Au(z,y) + h°R

mit |R| < §llullcaa)

) 1
~ fwy) = BB wit |R < clullosa).
~——

Element von Lpup = qp
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6.3 Stabilitat

Fiir einen randnahen Punkt, z. B. x = (z, h) erhilt man entsprechend:

1 g(z,0
b [l — ) 4 (e, ) — (e 4 b ) —u(a, 20)] ~ 250
[Ln Rrt] (z,n)
:7Ah(x,h)=AU(m,h)+h2R
=u(z,0)
(z,0) (z,0)
9\x, g\z,
+ 12 - (f(fl:,y) + h2 )
(qn) (z,h)
=h?*R  mit |R| < 1|yuu
= =5 C4(Q)-
Da ||.||ec die Maximum-Norm, gilt (6.5) mit C' = . O
6.3 Stabilitat

Wir brauchen eine Abschiitzung fiir || L, ' ||o. Hier geht wieder entscheidend ein, dass Ly, eine
M-Matrix ist.

Zunéichst beweist man den

Satz 6.2. Sei A eine M-Matrix und es gebe einen Vektor w mit Aw > 1 (d. h. komponentenweise
> aqgwg > 1 Vo). Dann gilt
147 loo < flelloc-

Beweis: Wie in Lemma sei |u| der Vektor mit den Komponenten |u,|. Fiir jedes u ist dann
ul <l < fluflocAw
[ua| < llulls Vor.

Wegen A~ > 0 (M-Matrix) gilt

A | < A7Hu| < A7 HjulsoAw = [Juf|ow (Vektorungleichung!)
——
Vektor

mit Komp. |(A™ u)q|

Wegen || A7 [loo = I|A™ | |loo < [|©]|oo||w]|oo gilt unter Ausnutzung der Definition ||A~!||so
Vektor!
_ A1y U w
wr0  |[ulloo [[fl oo
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6 Konvergenz des Finite-Differenzen-Verfahrens

Damit gilt dann der

Satz 6.3 (Stabilitét). Ist Ly die Matrix aus der Diskretisierung von —A mit dem Fiinfpunktes-
tern, so gilt

_ 1
125" e <

Beweis: Wahle wy, = Rpw mit w(z,y) = z(1 — z)/2. Dann gilt fiir (x,y) randfern:
1] (x=h)(1—=z+h) z(1-2x) z(1—x)
(Lhwh)(az,y) = ﬁ - 9 - B +4 B
(x+h)(1—xz—h) z(l-—2x)

2 2
1
~ gl — ST+ BT — o+ 1P + 21—~ 1]
bl BT+ %) = 1
Dies gilt auch fiir x = h,z = 1—h,dadort t —h bzw. z+h =0, alsow =0. Firy=h,y =1—h

bleibt 5 (202 + 22| =14 2052 > 1 und damit also Lyw > 1.

Nach Satz[6:2)gilt dann | Z; oo < [|t]oc und oo < w(}.5) = L.

Damit ist die Konvergenz des Finite-Differenzen-Verfahrens gezeigt. U

Bemerkung 6.4.

1. Der Konvergenzbeweis
len]l < CR?[lullcaa)

erfordert u € C*(Q). Dies ist eine sehr starke Forderung, da eine klassische Losung ja nur
u € C*(Q)NCY(Q) erfiillt. Es zeigt sich {iber den Umweg des Finite-Elemente-Verfahrens,
dass die Diskretisierung auch bei u ¢ C*(Q2) anwendbar bleibt. Dies lisst sich eben auf
dem hier gezeigten Weg aber nicht beweisen.

2. Die Konvergenzordnung h? basiert auf dquidistanten Gittern in jeder Richtung. Bei nicht
dquidistanten Gittern gilt nur h'.

3. Es gibt Verfahren (Finite Elemente, bestimmte Finite Volumen), die auch auf nicht &qui-
distanten Gittern optimale Konvergenzordnung erreichen.

4. Der Konvergenzbeweis lasst sich auf allgemeinere PDGL’s z. B. mit nichtkonstantem Ko-
effizient sowie gemischten und niedrigeren Ableitungen iibertragen. Wesentlich ist, dass Ly,
eine M-Matrix bleibt. O

6.4 Diskrete Mittelwerteigenschaft und Maximumprinzip
Die Losung der Laplace-Gleichung erfiillt ein Maximumprinzip. Wir wollen in diesem Abschnitt

zeigen, dass die M-Matrix Eigenschaft ein Maximumprinzip fiir die diskrete Losung liefert (dis-
kretes Maximumprinzip).
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6.5 Eigenwerte, Figenvektoren

Fiir f(z,y) = 0 (Laplace-Gleichung) liefert Auflésen der Differenzengleichung (6.2al)

1
Uh(l’,y) = Z [uh(x - hay) + uh(x,y - h) =+ Uh(x + hv y) + Uh(ﬂl',y + h‘)]

V(z,y) € W, (6.6)
also eine diskrete Mittelwerteigenschaft.

Damit folgt wie im kontinuierlichen Fall ein Maximumprinzip:

Satz 6.5. Sei up(z) eine nichtkonstante Losung der diskreten Laplacegleichung. Die Extrema
max{up(z) | x € Q,} und min{uy(z) | z € Qi } werden nicht auf €2, sondern auf I'j, angenom-
men.

Beweis: Wére up, maximal in (z,y) € Qp, so muss wegen auch up(z £ h,y £ h) = u(z,y)
gelten. Wegen der Irreduzibilitdt von Ly (alle Punkte sind verbunden) folgt uj = const im 4
zur Voraussetzung. O

Die Beziehung ldsst sich auf allgemeinere Diskretisierungen iibertragen. Fiir aqq # 0, € 1
gilt
keine Quellen/Senken

!
1 Qo
Vo : =0 <— - — — _
« E aap8Ug Uy o E aa8Ug E = ug
pel B B

Ist A M-Matrix, so gilt
— >0 (aap < 0,000 > 0).

Ist A irreduzibel diagonaldominant, so gilt

ji:-—gfﬁrg 1.

Ba ¢

Diskretisierungen mit irreduzibel diagonaldominanter M-Matrix erfiillen also ein diskretes Ma-
Ximumprinzip.
6.5 Eigenwerte, Eigenvektoren

Sei Lj, wieder die Matrix aus dem Fiinfpunktestern fiir —Au = 0 in = (0,1)2. Dann hat L,
die (N — q)? Eigenvektoren Rju“* mit

uM(x,y) = sin(vmx) sin(umy) firl <w,u <N —1.

Die dazugehorigen Eigenwerte sind
4 h h
AH = 72 <sim2 (V;T) + sin? </u2r>> :
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6 Konvergenz des Finite-Differenzen-Verfahrens
Beweis: Zeige nur 1d: u” = sin(vmz).

—Ap-u’ = % [—sin(vm(z — h)) + 2sin(vrz) — sin(vaw(z + h)))
1

— ﬁ{ — [Sin(mm) cos(vmh) —W + 2sin(vrz)
_ [sin(mrx) cos(vmh) +W }

= ﬁ2 sin(vrx) [l — cos(vmh)]
—_——
1—cos(vmh)=2 sin2(”"2r—h)

_ 4 sin? <th> sin(vrz) = 1 sin? <V7Th) u”
T h2 2 T h 2

Multiplikation mit sin(umy) liefert die z-Richtung, und die y-Richtung geht analog.

Wie sehen aulierdem:

e Alle Eigenwerte sind rell und positiv — Lj, ist symmetrisch und positiv definit (dies kann
man auch algebraisch zeigen, ohne die Eigenwerte zu kennen. Symmetrie ist ohnehin klar.

e Esist
sinx € T
l
4 8
Amae = max A\'* < —(1 4+1) = — A
v 2 2 max —
# h h A(Ly) = T = O(h™?)
. ) 4 ' -h min
/\mm—rrl}}ln/\“ZhQ<2sm2 <2>> — oo fir h — 0.
8 w2h?
> .
Z 3 C>0

6.6 Zusammenfassung

e In diesem Abschnitt haben wir die Konvergenz des Finite-Differenzen Verfahrens bewiesen.
Wesentlich war dabei die Aufspaltung in (lokale) Konsistenz, die aus der Taylorreihenent-
wicklung folgt, sowie Stabilitat, die wesentlich auf der M-Matrixeigenschaft fusst.

e Schlieklich kann man aus der M-Matrixeigenschaft auch ein diskretes Maximumprinzip

folgern.

e Obwohl wir uns hier im wesentlichen auf den Filinfpunktestern aus der Diskretisierung des
Laplaceoperators in zwei Raumdimensionen beschrankt haben lésst sich das auf allgemeine

M-Matrizen und n Raumdimensionen verallgemeinern.
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7 Zellenzentrierte Finite Volumen

In der Praxis (z. B. bei der Stromungssimulation in porésen Medien) trifft man haufig auf
Gleichungen mit ortsvariablen Koeffizienten. Wollen wir das Finite-Differenzen Verfahren auf

-V Ak(x)Vu} = f in Q, u = g auf 0§,

mit einer skalaren Koeffizientfunktion k(x) anwenden, so konnen wir die Differenzenformeln fiir
u zunachst nicht direkt einsetzen.

Die eben aufgefiihrte Gleichung ist in sog. Erhaltungsform wie sie {iblicherweise in der Model-
lierung auftritt. Durch Anwendung der Produktregel erhalten wir

d

d
=V -A{k(@)Vu} = —k(z) Z Ou,0,u = Y (O, k(@) (0z,),

=1

also eine Gleichung mit Termen erster und zweiter Ordnung auf die nun das Finite-Differenzen
Verfahren angewendet werden kann.

Diese Vorgehen erfordert die Differenzierbarkeit der Koeffizientenfunktion k(z). Oft hat man in
der Praxis aber nur ein stiickweise konstantes k.

In diesem Abschnitt wollen wir ein Verfahren welches auf stiickweise konstante Diffusionskoeffi-
zienten anwendbar ist und welches auch einige weitere Vorteile besitzt.

7.1 Problemstellung und Gitterkonstruktion

Wir schreiben die Diffusionsgleichung mit isotropem aber ortsabhingigem Diffusionskoeffizienten
in der Form

V-o=f in
= —k(z)V
o (x)Vu (71)
u=gq auf I'p C 092
ov=0 auf 'y =90 —T'p

mit k(z) > ko > 0.

Wie bei den Finiten Differenzen sei nun Q = (0,1)% mit einem #quidistanten Gitter der Schritt-
weite h = %, N € N iiberzogen.
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Wir betrachten nun die inneren Gitterpunkte

X, ] ] ] -
Q0 :{ Q‘—Z—f Z} e
h (xl xd) € 3 5 €

sowie die Gitterpunkte am Rand

Fh:{(ml,...,xd) 689’

;1
3ie{1,...,d};‘%—§ez}

und setzen g g = =
ﬁh =Q,uUly,.
Wir definieren die Indexmenge
I, ={1,...,#Q,}

und numerieren damit die Gitterpunkte
x: I, — Qp, x;=x(i) Vi€ .
Die Indexmenge kann partitioniert werden in innere Punkte und Randpunkte:
L=0uln, L'={icl|zecQ}, I ={icl,|zcdQl.
Jedem Gitterpunkte wird nun eine Zelle C; zugeordnet und zwar getrennt fiir Rand- und innere
Gitterpunkte:

iel}: Ci={z € Q|lz — x| < ||z — | Vjie I} cQ,
iell: C;={x€0|||r — x| < ||z —=z;|| Vjel}coQ.

Die Zellen zerlegen also sowohl € als auch 0€2. Fiir jede innere Zelle C;, i € I ;} bezeichne

[ oc;nac;  falls j € I
T T\ ac,ne;  fallsj eIV

den Schnitt zweier Zellen. Fiir unser strukturiertes Gitter gilt

/ldx:hd und /1dx:hd_1.
C; ot

ij
Damit konnen wir die Nachbarzellen definieren. Zu jeder innere Zelle i € I }? sei
N; = {i € I} | ~;; hat Dimension d — 1}
die Menge der inneren Nachbarn und
B; = {i € I}, | ~;; hat Dimension d — 1}
die Menge der Randnachbarn. Die Randnachbarn kénnen wir noch partitionieren in

BP =jeBilz;eTp ud BN =j¢cB|zjcly.
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7.2 Finite Volumen

Schliefslich bezeichne v;; noch fiir jede innere Zelle die Einheitsnormale auf ;;, die von Zelle C;
nach aussen zeigt.

Alle Definitionen sind nochmal in folgender Zeichnung zusammengefasst:

C;
T; Lig Lj
° n—
I/ij
Vij
T
Cr = ik T
Vik

7.2 Finite Volumen

Damit kommen wir nun endlich zum Finite-Volumen Verfahren, genauer zu seiner ,zellenzen-
trierten* Variante.

Wir integrieren die erste Gleichung in (7.1]) iber jede innere Zelle:

(3

/V-adx:/ fdz  Viel. (7.2)
C; C;

Fiir die linke Seite rechnen wir:

/V'deGgﬂg/ o-vds

C,
:Z/ U'Vijd3+2/ O"Vijds

JEN; Vi jeB; ’ i

Mittelpunktregel Z hils. Vij + Z hi-lg. v;j + Fehler
JEN; JEB;

Diffegnzen Z hd_l [—k:(m])u(x]) ; U(JCZ):|

JEN;
de u(xj) — u(z;) de
+ > ht! [—k(xj)]hﬂl + > h¥l(a;) + Fehler.
J€BP jeBN

Fiir die rechte Seite wendet man auch die Mittelpunktsregel an:

/ fdx = hf(z;) + Fehler.
C;
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Unter ignorieren der Fehlerterme und kiirzen entsprechender h-Potenzen erhalten wir folgende
diskrete Gleichung fiir die unbekannte Gitterfunktion uyp : Qp — R:

(D k) + 3 2hay) Junlw) = D klwg)un(e;) = > 2 )un(a) =

JEN; jeBP JEN; jeBP
R f)—h > elz) i€l (7.3)

BN
JEB;

Dies entspricht wieder einem linearen Gleichungssystem fiir die unbekannten Werte diesmal in
den Zellmittelpunkten (deswegen zellenzentrierte Finite Volumen).

Die Matrix ist bei mindestens einem Dirichletrandpunkt irreduzibel diagonaldominant und er-
fiillt das Vorzeichenmuster. Mithin ist die entstehende Matrix eine M-Matrix.

Leider ist die Konvergenzanalyse des Verfahrens nicht so einfach wie bei Finiten Differenzen. Eine
simple Analyse des Konsistenzfehlers in obiger Herleitung (Mittelpunktsregel, zentrale Differenz
fir erste Ableitung) fithrt nur auf O(h) in randfernen Zellen und gar nur O(1) in randnahen
Zellen. Trotzdem ist die Konvergenzordnung des Verfahrens O(h?) auf dquidistanten Gittern.
Dies erfordert allerdings andere Beweistechniken als wir sie hier kennengelernt haben.

Im Fall k(z) = 1 und zwei Raumdimensionen fiihrt das Verfahren bis auf den Faktor h=2 (der
sich nun auf der rechten Seite befindet) auf den bekannten Stern

Am Rand ergeben sich allerdings andere Sterne. An den Réndern links unten und unten ergibt
sich fiir Dirichlet Randbedingungen

0 -1 0 0 -1 0
0 6 —1], -1 5 -1
0 0 0 0 0 0

und fiir Neumann Randbedingungen

7.3 Zellweise Permeabilitat

Wir betrachten nun den Fall, dass die Funktion k(z) stiickweise konstant auf jeder Zelle C; ist.

Im Finite-Volumen-Verfahren ist k(x;;) genau auf den Zellrédndern, also den Unstetigkeitsstellen
auszuwerten. Welchen Wert von £ soll man dann nehmen?
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Betrachte die 1D-Situation:

7.3 Zellweise Permeabilitdt

Lénge [
!
j—g =0 in Q= (0,1)
du
= —k(z) —
o (x) =
U(O) = U ’ k‘(l’) ‘
u(l) = uo i
Aus d—‘; =0 in Q folgt o(x) = X € R (das gilt nur in einer Raumdimension).

Also gilt fiir die zweite Gleichung

du du E

l
1

<— = = —E/ —— dz
/ O pl pO 0 k‘(.ﬁU)

l _
_ D lpo
fO k(z) dz ~——
Fluss —
effektive Gradient
Permeabilitat
harmonisches Mittel
Speziell fir den Fall
l
kl €T S 5
k(z) = z Lk | R
0
k?r T > 5

ergibt sich
l

/
hess =0 = =
GO R S A S

ki
(harmonisches Mittel).

Deshalb wahlt man bei zellweise konstanten Permeabilitdten
2
k(i) =
k(i) ' k(zij)

Zu den Mittelwerten: Die drei geldufigsten Mittelwerte von n Zahlen sind das harmonische,

geometrische und arithmetische Mittel:

— n
kharm(kla ey kn) = Wa
i=1 k;

Tgeom (K1, - - hon) = /Ky a - - on

Earith(kla ceey kn)

n

ki+ko+...4+ky,
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Es gilt

Eharm(kla ey kn) § kgeom(kla ey kn) S karith(kla ey kn)

. Das arithmetische Mittel entspricht der Parallelschaltung von Widerstanden und das harmo-
nische Mittel der Reihenschaltung von Widerstédnden (und ist deshalb hier das geeignete).

7.4 Diskrete Erhaltungseigenschaft

Die diskrete Losung up(x) erfiillt nach Konstruktion ein diskretes, lokales Erhaltungsprinzip:

Fluss iiber Rand Zufuhr iiber Q/S in C;
e N

———
/V-ahdx:/ Uh-VdSZ/fdx i€ I
C; aC; Cy
I
Z/ O'h-Vide
jENi Yij

Bei der Herleitung der Erhaltungsgleichung haben wir so eine Bilanz fiir beliebige w C €2 erhalten
und daraus nach Anwendung des Gauftschen Integralsatzes auf die partielle Differentialgleichung
geschlossen. Bei Finite-Volumen-Verfahren macht man diesen letzten Schritt wieder riickgéngig
und fordert die Bilanz der physikalischen Grofe (z. B. Masse oder Energie) auf einer diskreten
Menge von Volumina, den Zellen Cj.

In diesem Sinne gilt also fiir die diskrete Losung auch ein Erhaltungsprinzip, man spricht von
diskreter Erhaltung. Praktisch bedeutet dies, dass in einem Finite-Volumen-Verfahren (bis auf
Rundungsfehler) keine Masse, Enerie, Impuls, . .., ,,verloren“ gehen kann. Bei Finite-Differenzen-
Verfahren gilt dies nur bis auf den Diskretisierungsfehler.

Die weitere Bedeutung des diskreten Erhaltungsprinzips wird sich uns erst bei den hyperboli-
schen Differentialgleichungen (erster Ordnung) erschliefen.

Summiert man iiber mehrere zusammenhéngende Zellen so heben sich alle internen Fliisse her-
aus. Betrachte zwei Zellen ¢, j, 7 € N, dann gilt:

/V'O’hdl‘—l-/ V.o dx
Ci C;

= / Op -V
a(C;uCy)

da v;; = —vj; und oy, in gleicher Weise auf beiden Seiten bestimmt wird. Dies ldsst sich rekursiv
auch auf eine grofere Menge von Zellen erweitern.

Jh-l/z‘jds—i-...—i-.../ Uh'Vjid3+---
yii

ij ji
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7.5 Erweiterung auf unstrukturierte Gitter

7.5 Erweiterung auf unstrukturierte Gitter

Das beschriebene Verfahren lésst sich unmittelbar auf unstrukturierte Gitter verallgemeinern.
Dazu sei

Ty = {tl,...,t]\[}

ein konformes Dreiecksgitter, d. h. :

1. Der Schnitt von zwei verschiedenen Dreiecken ¢; N ¢; ist entweder leer, ein gemeinsamer
Knoten oder eine gemeinsame Kante.

Und der Delaunaﬂ—Eigenschaft:

2. Alle Innenwinkel der Dreiecke sind hochstens 90 Grad.

Die Zellen konnen dann auf die oben beschriebene Weise definiert werden und werden in diesem
Zusammenhang VoronoilE-Digramm genannt. Hier eine Zeichnung;:

1Boris Nikolajewitsch Delone, 1890-1980, russ. Mathematiker.
5Georgi Feodosjewitsch Woronoi, 1868-1908, russischer Mathematiker ukrainischer Herkunft.
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In diesem Zusammenhang wird das Verfahren auch Boxmethode oder Methode der integralen
Finiten Differenzen genannt. Auch viereckformige Zellen sind unter gewissen Einschriankungen
an die Innenwinkel mdoglich.

7.6 Zusammenfassung

e In diesem Abschnitt haben wir ein Diskretisierungsverfahren kennengelernt, das sich fiir
die Diffusionsgleichung mit ortsvariablem, insbesondere stiickweise konstantem Diffusions-
koeffizienten eignet.

e Es lasst sich einfach auf gewisse unstrukturierte Gitter verallgemeinern, was die Losung
der Differentialgleichung in komplizierteren Gebieten ermdglicht.

e Eine Schwierigkeit bei dem vorgestellten Verfahren ist die Erweiterung auf allgemeine
Diffusionstensoren K (z). Eine Losung sind sog. ,,multipoint flux approximations”.
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8 Relaxationsverfahren

8.1 Diinn besetzte Matrizen und direkte Lésungsverfahren

Wir untersuchen die Anwendung der Gauf-Elimination auf
Ax = b, A e RV*N regulir, z,beRY,
wobeil A = L;, unsere Matrix aus dem FD-Verfahren sein soll.

Bei lexikographischer Anordnung ist A eine Bandmatrix. Dabei entstehe A aus einem Gitter mit
n Zeilen zu je m Gitterpunkten. Die Matrix hat also N = nm Zeilen und die Bandbreite betrégt
m.

N=n-m

n Stiicke :'))' élll e A ldsst sich ohne Pivotisierung eliminie-

_om._omm ren, da s. p. d.

* K *
* : :’k‘ - * : - e Es werden im Laufe der Elimination neue
* % *|* Nichtnullelemente erzeugt —, Fill in“.
2 — [RDRDR xR [ ]

* I * ok : I I * |k - e Diese entstehen nur innerhalb der dufers-

¥ oy o * ten Diagonalen.

k EES
* . * I i - e Das Bild zeigt die Situation wenn ¢ die Pi-
* * % votzeile ist.
. Lol
m

Die Anzahl der Nichtnullelemente von A ist O(N) = O(n-m) (denn nm ist die Anzahl der
Zeilen in A mal eine konstante Zahl von Eintrdgen). Daraus werden nach der Elimination
O(n-m-m) = O(nm?) Matrixeintriige, da jede der nm Eintriige dann bis zu 2m Eintrige
hat. Falls n = m (quadratisches Gitter) sind dies also O(n?) entsprechend O(N %) (N ist die
Anzahl der Unbekannten).

Der Aufwand A in FlieRkommaoperationen fiir die Elimination ist

nm
A< g mo - m = nmm? = nm?>.
=1 T

# zu eliminierende  untere Schranke fiir
Elemente bis zur Diagonale  Elimination eines Elements
in Zeile (eigentlich 2m ... m)

Fiir n = m (quadratisches Gitter) ist der Aufwand fiir die Elimination also O(n?) entsprechend
O(N?) mit N der Zahl der Unbekannten. Immerhin ist das besser als O(N?) fiir die LU-Zerlegung
vollbesetzter Matrizen.

Diese Betrachtung gilt nur fiir zwei Raumdimensionen. In drei Raumdimensionen findet man

den Aufwand O(N®/3 fiir den Bandloser.

Bemerkung 8.1. Es geht auch in O(N %) in zwei Raumdimensionen wenn man die Numme-
rierung optimal wéhlt. Dies ist die sog. Nested Dissection. Siehe auch die Grundlagenvorlesung
,Modellbildung und Simulation®. U
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8 Relaxationsverfahren

Iterative Losungsverfahren konstruieren ausgehend von z(®) € RY dem sog. ,Startwert®, eine
Folge von ,Iterierten

x(o), m(l), e ,a:( Yo mit klim )

— X.

Der Schritt von z(k) nach z"*1 hat dabei typischerweise Aufwand O(N), dafiir ist die entschei-
dende Frage nach wievielen Schritten man die Iteration abbricht, man also den , Iterationsfehler*
|z — 2(®)|| akzeptiert.

8.2 Relaxationsverfahren

Relaxationsverfahren sind eine einfache Klasse von Iterationsverfahren.

In Az = b isolieren wir die i-te Gleichung

N
Z QL5 = bz‘
j=1
und 16sen nach x; auf.
1
Ty = — <bz - Zaijx]) (81)
Qij —
J#i
Voraussetzung: offensichtlich a;; # 0.

Hiermit ergeben sich verschiedene Verfahren:

gedampftes Jacobi- oder Gesamtschrittverfahren:

nur Werte aus der
letzten Iteration
(k+1) (k) w ,75 ;
x; = (1 -w)z, —i—w(bi—Zaijxj > i=1,...,N
alter Wert " i#]
,neuer Wert nach (8.1))

und w € (0,1]. w = 1: Jacobi-Verfahren.

SOR-Verfahren (successive overrelaxation)

moglichst neue Werte

(k+1) _ (k) o @ [y ekt )
Z = (1 -w)z; +CLT'Z' z_;au Zj _gazjxj
7<t >t

und w € (0,2). w = 1: Gauk-Seidel-Verfahren

w < 0: Unterrelaxation

w > 1: Uberrelaxation
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8.3 Matrixschreibweise der Relaxationsverfahren

8.3 Matrixschreibweise der Relaxationsverfahren

Eine kompaktere Schreibweise und der Zugang zu Analyse der Iterationsverfahren ergibt sich
mittels Matrixdarstellung.

Dazu zerlege

A= L + D + U
_— [ o

strikte untere Diagonale strikte obere
[ — Qij 1> di — Qi 1= N Qij 1< ]
ij = . ij — . Uij = .
0 sonst 0 sonst 0 sonst

Fiir das geddmpfte Jacobi-Verfahren erhalten wir:

(']H‘l): 1_ (k) i bA_ .. (k) ‘:1
x; (1—-w)x; +aij<Z ;awa;] i=1,...,n

— "D = (1 - w)a® + wD™? (b — (L + U)ﬂﬁ(k))
=2® —wD 'D2® 4 uD! (b - (L+ U)x(k)>
— 2% 4 wp! (b - Am(k))

=:d®)  Defekt*

und so die SOR-Iteration:

(k+1) (k) w o (k1) . (k)
x; =1 -wz, '+ - (bZ Zawxj Zawscj )

1<t 7>

i=1,...,N

— w Z aijxékﬂ) + aii$§k+1) = an‘(l — w)xgk) +w <bZ — Z a”x;k)> 1= 1, . ,N
j<i 3>

— wLe™ ) 4 D+ = (1 —w)Dz® 4w (b - Ux(k))
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8 Relaxationsverfahren

— 2D = (1 - w) (WL + D) 'D2® 4 w(wL + D)~ <b - Ua;(k))

= (1 —w)(wL + D) ' Dz®
+w(wL + D)L + D)2 — w(wL + D)Y(L + D)z
=0
+w(wL + D)t <b - Ua:(k)>

= (wL+ D) (1 —w)D +w(L+ D)|z®
D—wBh+wL+wh

+w(wL + D)™ (b - A:):(k))
—_————
(+2p)

1 —1
= z® 4 (L + D> (b - A:z(k))

w
Folgende Herleitung zeigt, dass die Formulierung kein Zufall ist.
Definiere den Fehler

(k) .— x — k)
e\ = x
/ \
Losung von Az = b Iterierte nach Schritt k.

Es gilt

Ae®) = A (x — x(k)> = Az — Az™) = b — Az® = d*)  (Defektgleichung).

Gegeben 2™ | so kénnte man durch
1. Losen von Ae®) = dk) = k) = g4-1q(k) = A-1 (b — A:z;(k))
2. und korrigieren mittels (8.2) x = k) 4 k) = p(k) 4 g-1 (b — Ax(k))

(8.3)

die Losung = berechnen. Nun ist natiirlich Losen von (8.3) nicht einfacher als Az = b selbst.

Idee: Ersetze A in (8.3) durch M € R¥*VN sodass
1. M~ A
2. M einfach invertierbar.

Dies liefert die Iterationsvorschrift

g+ = gk 4 1 (b — Aa:(k))

Bemerkung 8.2. Falls A und M regular sind, ist z der einzige Fixpunkt dieser Iteration.

Wir erkennen:
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8.4 Konvergenz von linearen Iterationsverfahren

1
1. M = —D liefert das gedampfte Jacobi-Verfahren.
w

1
2. M = L + —D liefert die SOR-Iteration.
w
Weitere Verfahren sind

1
1. M= E(L + D) gedampftes Gaufs-Seidel-Verfahren.

1
2. M = — I gedédmpfte Richardson-Iteration.
w

Einheitsmatrix!

8.4 Konvergenz von linearen Iterationsverfahren
Fiir die Fortpflanzung des Fehlers gilt:

g+ = g k) 4 1 (b — Ax(k))

= gkt — » k) —M_1<b — Aac(k)) —z—2® _ pt (A:n — Ax(k))
—— N——

e(k+1) e(k) T
Ax
et = (1 - M~1A4) e
S

S heifst Iterationsmatrix.

Wegen e(#+t1) = Selk) heiRen die Iterationsverfahren auch ,Jlinear. Offensichtlich ist

oB) — ghe(0)

und damit e®) — 0, falls S® — 0 fiir & — 0.
Satz 8.3. Ein Iterationsverfahren der Form z(*t1) = z() 4 pr—1 (b — Az:(k)) konvergiert unab-
héngig vom Startwert genau dann, wenn o(S) < 1.

Beweisskizze:

,<=" Fiir eine zugeordnete Matrixnorm gilt ||| < ||S]|™(|e(?|. Man kann zeigen, dass, falls
0(S) < 1, es immer eine Matrizennorm ||.||c gibt mit [|S||: < o(S) + & < 1 und somit
||| — 0, also |le¥|le — 0.

Der Beweis ist konstruktiv: sieche [Ran06, Satz 6.1].
=" Verfahren konvergent unabhéingig vom Startwert.

Sei w # 0 ein Eigenvektor von S zum betragsgrofiten Eigenwert A. Wahle den Startwert
20 =g —w=e0 =g — 200 =,

Also gilt e®) = Sk = N\,
Aus e®) — 0 (Voraussetzung) und m # 0 folgt \¥ — 0, was |\| < 1 impliziert. O
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8 Relaxationsverfahren

Aussagen iiber das Spektrum von S gelingen z. B. im symmetrisch positiv definiten Fall.

Besonders einfach ist die Richardson-Iteration zu analysieren.

Satz 8.4. Sei A symmetrisch und positiv definit. Dann konvergiert die gedampfte Richardson-
Iteration, wenn w < Apax(A4). Amax(A4) und Apin(A) bezeichnen den groften bzw. kleinsten
Eigenwert von A.

Beweis: A s. p. d.: J(A) = {)\min(A) =AM < A< <A1 < Ay = )\max(A)} mit 0 < )\i e R.
Iterationsmatrix Sgichardson = I — wA

Somit ist o (SRichardson) = {,ui eR ‘ Wi =1 —wl, \; € O’(A) }

1
Amax(4)
Amin Sic ardsonw*) = 1 — =0
Shictardsoncsr) =125 ()
)\min(A)
Sic ardson,w* = Amax Sic ardsonw*) =1 — T 1
0 (SRichardson,w*) (SRichardsonw*) /\max(A)<
—_——
w Z(iw*f w* |
o(5): — i
-1 0 1
O
Bemerkung 8.5. Mit der Konditionszahl x(A) = ;‘:‘nz‘((:)) = O(h™?) erhalten wir
Amin(4) 1
ichardson,w* =1l-—=1- .
¢ tatorteonsst =15 ) TR
d.h. der Spektralradius nahert sich quadratisch der 1. O

Bemerkung 8.6. In der Praxis bendtigt man fiir den Einsatz der Richardson-Iteration eine
Schétzung fiir den grofiten Eigenwert. Die Erhélt man leicht mittels des Satzes von Gerschgorin:

Amax(4) < max <\a¢¢] + Z’Chj’).

i=1,....N —t
J#i

O

Bemerkung 8.7 (Aufwandsabschitzung). Wieviele Iterationen benotigt man, um den Anfangs-
fehler um den Faktor € zu reduzieren?

Sei w # 0 ein Eigenvektor zum betragsgrofsten Eigenwert A von S, also

Sw = (1_ @)“’

A
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8.4 Konvergenz von linearen Iterationsverfahren

Weiter nehmen wir an, dass e(?) = w. Somit ist

oB) — Gko(0) — \k,(0)

— le®) | = [AF[le ]
le™] k
<— = A" =
e =M=
= E loglA| =loge
——

<0 wegen |\|<1
€ < 1, also negativ

1 1 1
— k=B oge ~ =85 _ (A loge]
log|A| 1 ( 1 > Y
og|ll——+ K
R (A) Taylorentw.
——
klein
—Ch—2
WAk Ch™2|loge|

Fird=2und h = \/% gilt also k = O(N). Aufwand fiir eine Iteration ist ebenfalls O(N), also
ist der Gesamtaufwand O(N?) in d = 2.

Fird=3ist h= 1 = k=O(N3)

N3
= Gesamtaufwand O(N §), besser als Band-Gauk! Hier verbessert sich also die Komplexitat mit

steigender Raumdimension im Gegensatz zu den direkten Losern. Man iiberlege sich woran das
liegt? (]

Nun wollen wir noch die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens untersuchen.

Satz 8.8. Seien A und 2D — A (D wie immer die Diagonale von A) symmetrisch positiv definit.
Dann konvergiert die Jacobi-Iteration.

Beweis:
e Bezeichne (z,y) = S-N | z;y; das euklidische Skalarprodukt.
e Fiir jedes symmetrisch positiv definite C' gilt

(x,Cx)

)\max(c) = sup ) Amin = inf <w7 Cw) .
w#£0 (T, ) a20 (z,7)

Die Ausdriicke werden jeweils von den Eigenwerten zu den grofiten /kleinsten Eigenwerten
maximiert /minimiert (Raleigh-Quotienten).

e Sjope=1-— D~ 1A ist nicht symmetrisch, aber es gilt mit D% = diag (\/@) (asi > 0):
0(Sjac) =0 (D%SJaCD_%> =0 (I _ D_%AD—%>

e Die Vor. 2D — A positiv definit bedeutet

(z,(2D — A)z) >0 = ‘2<x,Dx> > (x, Ax) ‘
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8 Relaxationsverfahren

e Nun rechne fiir den grofsten Eigenwert der Iterationsmatrix

Amas (I - D—%AD—%> — sup <$’ (I 7 Di%AD?é) $>

x#0 <$,$>
<x,D_%AD_%:L‘>
=1—inf
x#0 (x, )

<1
:L":D%y;ﬂ) <y7 Dy>

> 0,da As. p.d. und D s. p. d.

e Und fiir den kleinsten Eigenwert der Iterationsmatrix

A

)\min <I — DiéAD7%> =1 <ya y>

v#0 (Y, Dy)

—_———

<supy TPB =2
>1-2=-1
also o (SJac) - ( -1, 1)
71
exklusive!

O

Bemerkung 8.9. Man kann auch zeigen, dass die geeignet geddmpfte Jacobi-Iteration fiir alle
symmetrisch positiv definiten Matrizen konvergiert.

8.5 Zusammenfassung

e Fiir die Losung der bei Finite-Differenzen und Finite-Volumen Verfahren auftretenden
linearen Gleichungssysteme eignen sich direkte Verfahren wegen des unvermeidlichen Fill-
in nur bedingt.

e Besser geeignet sind iterative Verfahren, allerdings ist hier entscheidend ob und wie schnell
das Verfahren konvergiert.

e Wir haben einfache lineare Iterationsverfahren kennengelernt und die Konvergenz des
Richardson- und Jacobiverfahrens fiir symmetrisch positiv definite Matrizen bewiesen.

e Hinsichtlich des Auwandes zeigt sich, dass selbst diese einfachen Verfahren den direkten
Verfahren bei dreidimensionalen Problemen schon tiberlegen sind.

78



9 Abstiegsverfahren

Einen weiteren Zugang zu Konvergenzbeweisen fiir lineare Iterationsverfahren liefern diagonal-
dominante Matrizen.

9.1 Diagonaldominante Matrizen

Aufgrund der Fehlergleichung
e+l — go(k)

gilt fiir beliebige vertragliche Normen
le™ D) <[5 [le™).

Kann man [|S|| < 1 zeigen, so konvergiert das zugehorige Iterationsverfahren (geometrische
Reihe).
Fiir diagonaldominante Matrizen ist die Maximumnorm besonders geeignet.

Wegen Sy, = I — D7'A = D7!(—L — R) haben wir die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

=:B
bereits gezeigt.

Wie zeigen nun die Konvergenz des Gaufi-Seidel Verfahrens.

Satz 9.1. Sei A diagonaldominant oder irreduzibel diagonaldominant. Dann konvergiert das

Gaufs-Seidel Verfahren.
Beweis:

S=I-(L+D)'A <= (L+D)S=L+D—-A=-U

— DS=—-(U+LS) < |S=-DYU + LS)

in Komponenten gilt also fiir (Sxz); die Rekursionsformel:

(Sz)i = (- D YU+ LS)z), = —(Zazm +) " ai(Sz) )

7>t i<t

also fiir den Betrag:

(Sa)il < (Zw 25+ 3 s |(S2); )

7> 7<i
diagonaldominanter Fall: 3, ., |ai;| < |ail:
Per Induktion zeige |(Sz)| < ||z]|lcc 7=1,...,N.

Der Fall : = 1.
1
()il < = > Haglles] < lzlloo = > _laij] < |zl
il >0 | ”’ G>i
j<i ist leer N e’
<1
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9 Abstiegsverfahren

Der Fall i — 1 — 1.

1
\(S:c»rgm,(Daij\ ol +Zraz~jr|<3x>jr)

P Lalee T <l

1
< 2]loo WZI%I S [F

i

| ——

<1
S
damit gilt ||.S]|cc = sup 152100 < 1.
220 |7l oo

irreduzibel diagonaldominanter Fall: 3, ,;|aij| < |ai]
obiger Beweis zeigt dann zunéchst nur ||Sz||e < [|2]/c0, also o(S5) < 1.

Wir fithren nun ¢ = 1 zu einem Widerspruch mit den Annahmen:

Sei also ¢ = 1, dann gibt es einen normierten Eigenvektor ||Sz||oo = ||Z]cc = 1 und ein i, sodass
1
= [0 < o (Slallesl + Xlas (82 ) < el =1
|aiil j>i j<1 —

= zj, da x Eigenvektor zu A =1

= Y laiglleg + Y laijlle] = lail. (9-1)

7> 1<

Diese Gleichung kann nur erfiillt sein, wenn

|zl =1 wenn a;; # 0 und j > i
|(Sx);| =1 wenn a;; # 0 und j <1
und Z|aij| = |a;| (d. h. in der Diagonaldominanz wird gleich angenommen.

J#i
Da A irreduzibel ist kann man von i aus alle Komponenten erreichen und somit gilt Gleichheit

(9.1)) fiir alle Zeilen. Dies ist aber ein Widerspruch zu Z\aij\ < |aj;| fiir mindestens ein . O
j=1

9.2 Praktische Realisierung; Abbruchkriterium

Wann bricht man die Iteration ab?

Wegen Ae®) = b — Az(®) = () erscheint der Defekt als geeignete Grofe:
e® =0 = d¥ =0,

weil A invertierbar.

Aber [[e®)|| < [|A~1[||d®) |, insofern muss kleiner Defekt nicht unbedingt kleiner Fehler bedeuten
wenn |[A7Y| > 1.
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9.3 Abstiegsverfahren

Idee: Verwende relatives Fehlerkriterium:

Akzeptiere (®)| falls
1d®) || < elld @

mit vorgegebenem ¢, z. B. gekoppelt an Diskretisierungsfehler.

Algorithmus:
geg. x,b; /) x =z zu Beginn
d=0b— Ax;
do = ||d|[; // z. B. euklidische Norm
di, = dP;

while(dy, > edp){
Lose Mv =d; // nur hier kommt das verwendete
Iterationsverfahren ins Spiel

=+,
d=d— Av; /) wegend =b— A(x +v) =b— Az — Av
di = |dl|;

9.3 Abstiegsverfahren

Satz 9.2. Ist A symmetrisch positiv definit, dann nimmt das Funktional

1
F(z)=zzTAz — b1z
2

sein eindeutiges Minimum in z* = A~!b, der Losung des lineaeren Gleichungssystems Az* = b,
an.

Beweis: Fiir beliebiges x setze © = x* + v und rechne

F(a:):F(x*+v):l(x*+v)TA(x*+v)—bT(x*+v)

2

1

=3 o TAx* + 2T Av + 0T Az* 10T Av| — T2 — Ty
21}1?,1490*

1 1
= 2T Az — pTa* 10T (Ax* — b) + o Av

2 ~—— 2

=0

1
=F(z%)+ B v Ay > F (z%)

>0 firv#0

FEindeutigkeit: Sei F' in z* und 2/ # z* minimal, so gilt fir 2’ = 2* + v, v # 0: F(a/) =
F (z*) + $vTAv > F (z*), also 4 zu F minimal in /. O
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9 Abstiegsverfahren

Gegeben ein z(®) | eine Naherungslosung von z*, so kann man z(*) in Richtung einer ebenfalls
gegebenen Suchrichtung p® € RN verbessern, indem man

F (a:(k) + ozp(k)> — min
16st.
Das optimale « lasst sich wie folgt berechnen. Zunéchst rechne aus:

F (x(m i apuc)) —F (x(k») Ta <p<k>)T ( Azx®) _ b) I 0;2 <p<k)T Ap(ko)

(setze z* = ) und v = ap® in obiger Rechnung).

Eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist das Verschwinden der Ableitung

diF <x(k) - ap(k)> = <p(k)>T <Ax(k’) — b) + ap(k)TAp(k) L0
T
Defekt!
- !
o 6" (= As)

ARG
(p ) Ap

# 0 wg. pos. definit und p # 0

Die zweite Ableitung ist gerade

d? T
5 F (xuc) 4 apuf)) — p®T gp®

also positiv und es liegt tatsachlich ein Minimum vor.

Wihle nun die spezielle Suchrichtung p*) = —VF (x(k)) (negative Gradientenrichtung). Ausge-
schrieben gilt

1 N N N
F(.%') = 5 Z Z xiaij:vj — Z bi-%'i
i=1

i=1 j=1
und damit
F 1
((icm = 2{2ammxm + Z Amj%j + Z xiaim} = (Az — b)py,.
j#m i#m
also gilt p®) = —VF (l‘(k)) = b — Az® und es ergibt sich der folgende Algorithmus, das

sogenannte ,,Gradientenverfahren‘:
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9.4 Vorkonditioniertes Gradientenverfahren

geg. x,b;
d="b— Ar,
do = ||d|l;
dy, = dp;
while(dy > edp){
q = Ad;
_ d%d.
- qu7
r =z + ad;
d=d— ag;

}

Problem:

(10 (0 9 2
A—<0 5>’ b—<0> = F(z) =z] +ex3

o 7Zickzackkurve = langsame Konvergenz®
Hohenlinien von F' sind Ellipsen um

den Ursprung e Man zeigt:

A)+1
Optimalpunkt He(k)HA < H()—i_lHe(kl)HA-

k(A) —

e  Energienorm® ||z||4 = VaT Az,

@

X e Energieskalarprodukt®

2©

(z,y)a =z Ay.
Wir lernen zwei Moglichkeiten zur Verbesserung des Gradientenverfahrens kennen, die auch
kombiniert werden koénnen.

9.4 Vorkonditioniertes Gradientenverfahren

Idee: Wende Gradientenverfahren auf das transformierte System
M~ YAz =M"1p (9.2)

an.

Problem: M~'A ist im allgemeinen nicht symmetrisch, selbst wenn M~ und A symmetrisch
sind.

Ist M symmetrisch positiv definit, so gibt es aber ein T mit M = TDT~! und D = diag(dy;),
d;; > 0. Man definiert dann formal

denn damit gilt M2 M3 = M.
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9 Abstiegsverfahren
Damit ist M~ A dhnlich zu M2 M~ AM~3 = M—3 AM 3, also

o(M™YA) = o(M™2AM™2).

Nun multipliziere (9.2) von links mit M > und setze # = M3z

M~3AM™2 M2z = M~ 2b

—_—
A P b
— Az =b

Das transformierte System Az = b is symmetrisch positiv definit und hat die Eigenwerte von
M~'A.

geg. T, b;
d=0b— fl:ﬁ;
while(...){
g = Ad;
Das Gradientenverfahren ist formal anwendbar: & — drd,
R
_ i+ ad

}

Allerdings mochte man das Verfahren in dieser Weise nicht praktisch durchfiihren, da A im
allgemeinen nicht mehr diinn besetzt ist.

Die Idee ist nun die Transformation in jedem einzelnen Schritt des Gradientenvefahrens zu
bertiicksichtigen aber nur die untransformierten Grofen zu spreichern.

Gegeben seien also x, b

Beachte: z = M_%i" und b= M_%b sowie A = M_%AM_%
=Mz b= M3b
d=b— Az = M~ 3p— (M*%AM*%) (M%x) — M3 (b — Ax)
~——

d

berechne d = b — Ax;

while(...) {
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9.5 Konjugierte Gradienten Verfahren

berechne nur ¢ = Av; v = M~ d;

Lodmd (0 )( )ttty _dt
o™ (k) (k)
sind identisch.

S | ~oaf—Lo_ arl S
T=Z+ad=Mz2x+a&-M"2d M2<x+on d)

speichere nur das « und seine updates.

Z taucht nirgendwo anders auf!

d=d—aG=M"3d—aM 3= M 2(d - aq)
——

speichere nur d und seine updates.

}

Das sogenannte vorkonditionierte Gradientenverfahren lasst sich damit folgendermafen algorith-
misch realisieren:

geg. T, b;
d="b— Ar;
do = ||dl|;
dy, = do;

while(dy > edo){
Lose v = M~'d; // M ist sym. pos. definit

q = Av;

T
a:ZT—Z;
r =+ av;
d=d— agq;
di = ||d]];

9.5 Konjugierte Gradienten Verfahren

Die Vorkonditionierung behebt nicht das Problem der langsamen Konvergenz des Gradienten-
verfahrens, d.h. das Verfahren ist nicht schneller als die Basisiteration o (I -M *1A).

Die liegt daran, dass das Gradientenverfahren die Optimalitdt beziiglich einer Suchrichtung
wieder verliert.
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9 Abstiegsverfahren

Sei p*®) eine Suchrichtung. Die Iterierte z(*) ist in Richtung p*) bereits optimal, falls

N
o= M =0, was nur fiir (d(k)>Tp(k) =0 mdglich ist.
(p®) " Ap®

Nach einem Schritt des Gradientenverfahrens gilt zwar

(d(k))T dk=1 _ ¢
—

aktueller letzte

Defekt Suchrichtung

(nachrechnen!), aber leider im allgemeinen bereits

(d(k‘))T a2 £,

aktueller vorletzte

Defekt Suchrichtung

d. h. die Optimalitédt beziiglich aller Suchrichtungen geht verloren.

Seien p®) die im Laufe eines Abstiegsverfahrens verwendeten Richtungen (nicht notwendiger-
weise die Gradientenrichtung).

Minimierung in Richtung p*) im Schritt k liefert den neuen Defekt
d*+1) = qk) — o (B) gp(k)

Damit gilt dann natiirlich

_ (d(k)>Tp(k) _ ((d(k))Tp(k)) <p(k)>TAp(k) —0

k—1)

Damit 2**Y zusdtzlich noch optimal beziiglich aller alten Richtungen pO o pl ist, muss

gelten
T
(d<k+1>) D=0 Vvo<i<k
also

4B _ o ® 450 50 — (@) 50 _q® (4,0 — g
( p9) 0 = (4V) 0 —a® ()

| |
=0 =0
per Induktion im Schritt im Schritt (k)
— 1) fiir sichergestellt sicherzustellen
k fiir d(®) sich 11 ich 11

Wihlt man also die p®) so, dass (p(k))TAp(l) V 0 <1 < k, so bleibt die Optimalitat beziiglich
aller alten Richtungen erhalten.
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9.6 Zusammenfassung

Dies nennt man ,,Verfahren der konjugierten Richtungen®.

Die Verbindung mit Gradientenverfahren liefert das ,,Verfahren der konjugierten Gradienten®.
Fiir dieses Verfahren zeigt man die Konvergenzrate

el < VEE IOl
R p—

Auch hier kann wieder die Technik der Vorkonditionierung eingesetzt werden.

Zum Schluss noch eine Tabelle mit ein paar Zahlen.

Q=(0,1)2, —Au = 0, u = g auf 9, Fiinfpunktestern, Abbruch: ||[7™|| < 10~4||T||

1 1 1
Jacobi 1203 3967 T=15s 12444 T=36.2s
SSOR(l) 0Gs = Qﬁac
(sym.GS) 303 S8 — 9 G 994 7055 3113 7=102s
ILU(0) 178 elber Aulvend 583 pigss | 1824 psqs
Grad + Jac 1268 4240 13579 71—46.9555
CG + Jacobi 60 116 7—005¢ 224 71085
CG + SSOR(l) 22 42 79 T—031s
CG + ILU(0) 19 36 7=0.0235 68 T=026s

ILU: ,Incomplete Lower Upper‘-Zerlegung.

9.6 Zusammenfassung

e In diesem Abschnitt haben wir Abstiegsverfahren eingefiihrt.

e Details zum Verfahren der konjugierten Gradienten findet man in der Grundlagenvorle-
sung.

e Abstiegsverfahren kénnen durch Vorkonditionierung verbessert werden
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10 Mehrgitterverfahren

Die Konvergenzrate aller bisher behandelten Iterationsverfahren hingt von h, der Gitterweite,
ab.

Nun fithren wir ein Verfahren ein welches eine h-unabhingige Konvergenzrate besitzt. Dies be-
deutet, dass bei vorgegebener Genauigkeit eine feste Anzahl von Iterationen unabhéngig von der
Zahl der Unbekannten benotigt wird.

10.1 Glattungseigenschaft

Die gedampfte Richardson Iteration besitzt die Iterationsmatrix

S=1-—wA.
Fiir eine symmetrisch positiv definite Matrix A mit Eigenvektoren \; < --- < Ay lauten die
Eigenwerte der Iterationsmatrix
pi =1—wh
bzw. bei w = /\i
N
Ai
=1- L
223 AN

Zusétzlich gilt: Jeder Eigenvektor e; von A ist auch Eigenvektor von S.

Fiir den Fiinfpunktstern sind (A\"#, e”#) explizit bekannt (Abschnitt [6.5)).

e = sin(vmih)(umjh)

4 vmh umh
Vi 2 s 2
A 72 (sm <2 ) + sin (2 )
1 1 v

Pt =1—- A" =1 (sm2 (—E + sin? (Mﬂ)>,
72 2 n 2
1 n
<- firv<—
2 2
1 . n
> - fiirv>—
2 2
wobei n = vV N.
Wir sehen:

e Niederfrequente Fehler werden schlecht gedampft:

worst case

n
v o i
> fir 1§1/,u<2 €0 1 fiir h— 0
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10 Mehrgitterverfahren

“l“\ ‘

‘M

i ' ’
m”{',{”f il m’w i
QW ’W "J “ \l\
il f i “‘ ,”{1‘ M}l Hl" il

Abbildung 4: Beispiel fiir die Fehlerentwicklung. Anfangsfehler links, nach einer Iteration mitte
und nach fiinf Iterationen rechts.

e Hochfrequente Fehler werden durch die (gedampfte) Richardson-Iteration gut reduziert:

. n best case
pt < = fiir 5 <rv,u<n el — O(R2)

Abbildung zeigt anschaulich die Reduktion der hochfrequenten Fehler nach einer und fiinf
Iterationen mit der Richardson-Iteration.
Mehrgitterverfahren nutzen die Diskretisierung des kontinuierlichen Problems
—Au=f in Q= (0,1)2
U=y auf 02

auf unterschiedlich feinen Gittern:

Gitter: QQ Ql QQ
) 7 f1 r; Ly 7 7 £ [r s s s 1
i:; 1]
i 1] i:; 1]
i:; 1]
i 1] i 1] i:; 1]
i:; 1]
i 1] i:; 1]
H—o—9o—99099¢ o1
i =) £] £ =) =) 55888858
h ! h L h L h L h ! h L
0= 5 1= 5 o=~ 2= h1 =3 e = oy
2 2 4 2 8 20+1
Louo = fo Liuy = f1 Loug = fo o Ly = f
Index gibt

die ,Stufe” an

Fiir jede Stufe | = 0,1,... erhalten wir Gitterfunktionen aus der Menge U; = {f | f: Q; — R}.

10.2 Prolongation

Idee: Niederfrequente Fehler (also 1 < v, < 5) kénnen auf einem groberen Gitter sehr gut
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10.2 Prolongation

Abbildung 5: Darstellung einer niederfrequenten Gitterfunktion auf groberen Gittern.

dargestellt werden. Abbildung zeigt dies anschaulich fiir den Fehler nach fiinf Iterationen
aus Abbildung

Formal kénnen wir das folgendermafien schreiben:

P e = P ei—1 + Fehler
~
Fehler . / Darstellung des .
Prolongations- klein, falls
auf Stufe [ tri Fehlers auf e niederfrequent

niederfrequent matrx Stufe I — 1 ! d

Dabei ist
P:U_1—-U

eine Rechteckmatrix, genannt , Prolongationsmatrix®.

Fiir die Prolongation gibt es — je nach Diskretisierungsverfahren — verschiedene Mo6glichkeiten.

Eine Moglichkeit definiert die Prolongation durch bilineare Interpolation:

;

el_l(w%%) 1,7 gerade
4 8
7 1 7 ungerade
3 g : 2<€l($2517%)+6l(I14§17%)> j gerade
T
2 4 T 2 .
3 HE i (Plel—l) (331]) 1 (el(xi jfl) —|—el(aji j 1)) Z. gerade
L2 % Vs 2 33 372 J ungerade
1 Feingitterpunkt 1
0 (el (i1 j1) + ez j—1) 4, J ungerade
012345678 4 2072 2072
0 1 2 3 4 +€[(1’i;17]‘21)+€l($i;l’j21)>
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10 Mehrgitterverfahren

Bemerkung 10.1. Am Dirichlet Rand sind entsprechende Auswertungen von e;(z € 92) zu
ignorieren da am Dirichletrand der Fehler Null ist. Dies entspricht dem Nullsetzen der Werte.
Die Punkte sind ja gar nicht in €2; enthalten (siehe Definition von U; oben). square

10.3 Restriktion

Die Restriktion ist eine Abbildung, die Feingitterfunktionen in Grobgitterfunktionen tiberfiihrt.

Man setzt X
R:U — U~  mit R = ZPlT
4 8 | '
3 673 (Rdy) (zij) = 1 dy (w2;,25) + §(d1 (2i—1,25) + di (T2i41,25)
5 3 /
2 4 ENe +d; (z252j—1) + d; (.’1327;72]‘_;’_1))
3 ¥ 2y 1
12 1 (di (z2i—1,2j-1) + di (@2i41,2j—1)
1
0o +dp (22i-1,2j+1) + di (T2i11,25+1))

0123456178
0 1 2 3 4

Die hiermit definierte Restriktion ist fiir die Aufstellung der Matrizen L; jeder Stufe mit dem
Finite Differenzen Verfahren aus (4.8)) geeignet.

10.4 Grobgitterkorrektur

Lineare Iterationsverfahren basieren auf einer gendherten Losung der Fehlergleichung
Le® — d®) o5 Mo = gk
Nun entsteht der Defekt auf der Stufe J eines J mal verfeinerten Gitters: df]k) = f‘(]k) —L JUSk)
und es ist eine Korrektur vgk) gesucht.
Berechne diese in folgender Weise:

(1) df]k) = }k) —L Juf]k) Feingitterdefekt

ii d(li) =R Jd(k) Restriktion des Defektes
J—1 J
ili) Lose LJ,lv(k_) = d(k_) Lose Grobgitterproblem
J-1 J—1
(iv) ’U(Jk) = PJ’Ut(]k;)l Prolongation der Korrektur.
Dies ergibt die sogenannte Grobgitterkorrektur
W =W L Pyt Ry (fJ - Ljuf,’@) (10.1)
G
J
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10.5 Zweigitteriteration

Bemerkung 10.2. Diese Iteration ist alleine nicht konvergent, da Gj: U; — Uj nicht vol-
len Rang hat. Rang(Gy) = dimU;_;. D. h. es gibt eine Menge von Fehlervektoren, die nicht
korrigiert werden koénnen. square

Die Iterationsmatrix zu (10.1]) lautet:

Iy — PJL;ilRJ Ly W, = ,,M;l“ macht keinen Sinn!.
—_———

Wy

10.5 Zweigitteriteration

Ein konvergentes Iterationsverfahren (fiir geeignete Matrizen) ist das sogenannte Zweigitter-
verfahren welches die oben beschriebene Grobgitterkorrektur mit einem Relaxationsverfahren
kombiniert.

twogrid (I, ug, f7)

forl=11<wvyi=i+1)u= ulel (fi — L) ;
Gliitter” 1
Gauf-Seidel, Jacobi

,Grobgitter- di-1 =R (fl - Llul) ;
korrektur Lose Lj_1vj—1 = dj_q;

w = u; + Py

Mit der Iterationsmatrix:

Srq = (I — BL '\ R) S/ und S; = I, - M 'L,
—_————
Grobgitterkorrektur \
Glattungsiteration

Man zeigt:
o(Sra¢) < org <1 mit opg unabhéngig von h!

10.6 Mehrgitterverfahren

Idee: Ersetze die Losung des Grobgitterverfahrens rekursiv wieder durch Zweigitterverfahren.
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10 Mehrgitterverfahren

multigrid(, uy, f;)
{
if(l==0) {
Lose LoUo = f(];
} else {
Vorglittung® for (i=1i<wvii=i+4+1)uy=u+ lel (fi — Liw);
di—1 = Ry (fi — Liw);
v—1 = 0; // Startwert fiir Korrektur
for(i=1;i <vy;i=1i+1)
multigrid(l — 1, v;_1d;_1);
w = w + P
JNachglattung®  for(i =150 <wo;i=1di+ 1) uy = u; + Mfl (fi — Liw);

}
}

Bei v = 1 spricht man vom V-Zyklus, bei v = 2 vom W-Zyklus (grofere Werte von 7 sind nicht
in Gebrauch).

Auch die Konvergenz des Mehrgitterverfahrens ist unabhéngig von h, und das sogar schon fiir
den V-Zyklus mit einem Glattungsschritt, also y =1, v1 =1 und vp = 0.

Der Aufwand fiir einen V-Zyklus in zwei Raumdimensionen betrégt

N N AN
AN)SCN+C 5 +Cp+Cg
e 4 16 64
feinste Stufe \>rgr6berung5-

faktor in 2d

1 1 4
=CN|1l+-4+—=+... | <-CN
on (14345 +) £5C

Reihe konvergiert

Der Aufwand ist somit unwesentlich grofer als fiir ein Eingitterverfahren (d. h. fiir den Gléatter
auf der feinsten Stufe).

Entsprechend lassen sich auch Komplexitatsabschidtzungen fiir allgemeines v und Raumdimen-
sion d geben.

Mehrgitterverfahren gehoren zu den schnellsten bekannten Verfahren zur Losung diskretisierten
Poissongleichung. Es kann auf unstrukturierte Gitter und kompliziertere Probleme (z. B. variable
Diffusionskoeffizienten) verallgemeinert werden. Die Elliptizitat der Gleichung ist allerdings eine
wesentliche Voraussetzung fiir die Glattungseigenschaft.

Die hier beschreibene Variante nennt man geometrisches Mehrgitterverfahren. Hier setzt man
die Existenz einer Gitterhierarchie voraus auf denen man die Gleichung diskretisieren kann.
In der Praxis ist das oft ein Problem (z. B. bei komplizierten Geometrien), dann kann man
ein algebraisches Mehrgitterverfahren einsetzen bei dem die Hierarchie von Gleichungssystemen
direkt aus einem gegebenen Gleichungssystem erzeugt wird.
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10.7 Zusammenfassung

10.7 Zusammenfassung

e Mehrgitterverfahren kombinieren ein Relaxationsverfahren mit einer Grobgitterkorrektur.

e Voraussetzung hierfiir ist eine Reduktion hochfrequenter Fehlerkomponenten durch das
Relaxationsverfahren.

e Mehrgitterverfahren besitzen optimale Komplexitat O(N) fiir die Losung der diskretisier-
ten Poisssongleichung.
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11 Parabolische partielle Differentialgleichungen

11.1 Losung mittels Fourierreihe

Wie betrachten das Problem: Finde u(x,t) so, dass

ou  d*u .
a - w =0 m (0, 1) X (0,00) (111&)
u(z,0) = f(x) fir t =0 (Anfangsbedingung), (11.1b)
0,t) =0
Zgl, t; _ 0} (Randbedingung). (11.1c)

Eine Losungsmoglichkeit ist mittels Separation der Variablen. Setze an
u(z,t) = X(x)-T(t).

Damit ist 9
ou 0“u
L= XT und S = X"T.
ot e B2

Einsetzen in die PDE liefert

XT - X"T=0 < = (11.2)

vorausgesetzt, dass u(z,t) = X (x)-T'(t) # 0.

Linke Seite in (11.2) ist unabhéngig von z, rechte Seite ist unabhéngig von ¢t. Damit beide Seiten
gleich sind fiir alle z,t, kommt nur

in Frage. Daraus erhaélt man dann

T'(t)=\T(t) = T(t)=creM

das gleiche Al
X"z) = X(z) = X(z)=ce¥ + cze VA

Also
u(z,t) = eM (Aeﬁx + Be‘ﬁx) .

Um die Randbedingungen (11.1c) zu erfiillen, setzen wir

A=a-+1ib | .
) = A+B=2a==0 A—B=1i2b
B=a—-1ib

und A = —n?72, n € N (~ sinnnz).
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11 Parabolische partielle Differentialgleichungen

Dies gibt

VT
=~
Aeﬁm + Befﬁm — Ae NT oz + Befimrm
= A(cosnmx + isinnmz) + B(cos(—nmz) +i sin(—mrm))

~
=cosnmzx =—sinnnrx

= (A+ B)cosnmz +i(A — B)sinnnz

= 2acosnnwx — 2bsinnwx
~

0

erfiillt die RB
Losungen, die die Randbedingung erfiillen, haben also die Gestalt (mit einem neuen A):
u(z,t) = Ae "t gin nrra.

Um die Anfangsbedingungen (11.1b]) zu erfiillen, entwickeln wir f in eine Fourierreihe

[e.e]

f(z) = Z Ay sinnrz

n=1
und damit erfiillt

[e.e]

2.2
u(x,t) = Z Ape " ™ tsinnrr
n=1

Die Gleichung (11.1al).

Bemerkung 11.1. Das so definierte u(z, t) ist keine klassische Losung in C? (2 x (0,00)). Fiir
jedes ¢ ist u(-,t) eine Funktion in L?(€2), da es Grenzwert einer Fourierreihe ist.

Bemerkung 11.2.  Hochfrequente“ Anteile (grofes n) in der Anfangsbedingung werden sehr
viel schneller geddmpft als niederfrequente wegen des n?-Terms in der e-Funktion. Dies bezeich-
net man als ,Glattungseigenschaft parabolischer Probleme.

11.2 Finite Differenzen fiir Parabolische Probleme

Wir beschrianken uns auf die rdumlich eindimensionale Aufgabe

2
%_%:f in QxT, Q=(0,1),T = (0, Tena)

u=g auf 00

U = Ug fir t = 0.

(11.3)

Diskretisierung erfolgt mittels der sog. Linienmethode, d. h. man diskretisiert erst im Ort und
dann in der Zeit.
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11.2 Finite Differenzen fiir Parabolische Probleme

Ortsdiskretisierung: Finite Differenzen mit Gitter x; =i-h, h = %, 1=20,...,N.

Taylorentwicklung fiir % am Punkt (z;,t) liefert:
Ou(x;,t 1 .
U(gt) =72 [u(wiz1,t) — 2u(w;, t) + w(wipr, t)] + f(2i,t) + OMh?) i=1,...,N—1 (11.4)

F(:Ei,t)

Dies ist ein gekoppeltes System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir die NV — 1 unbekannten
Funktionen ,u;(t) = u(x;, t)*.

Fiir die Zeitdiskretisierung withlen wir nun das Gitter t* = k-7, 7 = T;?d, k=0,...,K.

Einschritt-6-Verfahren: Numerische Integration liefert:

W — F(zi,t)  i=1,...,N—1
tk:+1 thrl
ou(x;,t
~ u(@it) o :/ F(z;,t) dt
tk at tk

= u(zi, ) — u(zg, t¥) = 7 [(1 O F(w, %) + 0 H(zi, Y] + O(rP)

3 6 , Irapezregel”

1
mit p= 2 1
2 O§9§1,0#§

Etwas umstellen (setze F ein, bringe alle u(.,#*+1) nach links) liefert dann
=
I
—Oyu(wi_1, ") + (14 20y)u(zy, t*TY) — Oyu(zi, tFH) =
= (1 —0)yu(zi_1,t*) + (1-2(1- H)W)U(xi,tk) + (1= O)yu(wiy1,t*) i=1,...,N—1 (11.5)

+7 [(1 - Q)f(l'“tk) + 9f($i,tk+1):| + 0(71-\}12 + 7—19)‘

wegen 7 - F

mit der Abkiirzung 75 = 7.
Fiir jeden diskreten Zeitpunkt ¢* betrachten wir die Gitterfunktion u];;: Q, — R.

Die Gleichung fiir die Gitterfunktion erhélt man durch Weglassen des Fehlerterms in (11.5)) und
Einsetzen der Rand- und Anfangsbedingungen:

— Oy (1) + (14 207)upt () — Oy (2i1a)
= (1= O)yuf(zi1) + (1= 2(1 = O)y)up () + (1 = 0)yuji(wip1)
n T[(1 — 0) (x5, %) + Of(xi,tkﬂ)] i=1,...,N—1, k>0 (116a)
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11 Parabolische partielle Differentialgleichungen

up ™ (z;) = g(a, ") i=0,...,N, k>0 (11.6b)
ul () = ug(z;) i=0,...,N. (11.6¢)

Bemerkung 11.3. Dieses System hat folgende Eigenschaften.
1. (T1.6a)/(11.6D) ist eine Rekursionsgleichung fiir die Gitterfunktion zu den Zeitpunkten ¢*.

2. In jedem Zeitschritt ist ein lineares Gleichungssystem
Lhuz—i_l = Mhui + Tf;f

zu 16sen.

3. Ly, ist diagonal im Fall 8 = 0, bzw. tridiagonal sonst.
Beispiel 11.4 (Bezeichnung der Standardverfahren).

# = 0 bezeichnet man als explizites Eulerverfahren.

Wegen Lj, = I berechnen sich die Werte von uﬁ“ ohne Losen eines Gleichungssystems aus

denen von qu

f =1 ist das implizite Eulerverfahren.
Ly, ist tridiagonal (rdumlich 1D).

0= % heifst Crank-Nicolson-Verfahren. Dies entspricht der Trapezregel fiir gewohnliche Diffe-

rentialgleichungen.

Hier ist auch ein Gleichungssystem zu 16sen, aber das Verfahren ist genauer in der Zeit
(siche unten).

11.3 Fehleranalyse

Zur Fehleranalyse geht man dhnlich vor wie im elliptischen Fall.

Wir definieren die Fehlerfunktion zur Zeit t*:

e = Ry, u(.,th — uf
N —— ~~
Restriktions- exakte Losung durch das FD-
operator von Verfahren erzeugte
zur Zeit tF Losung

Fiir uffl gilt die Gleichung

k+1 k k
Lhuh+ = Mhuh + Tfh.

Wir definieren zf{“ durch die Gleichung

LhzﬁJrl = M}, Rpul( ., tk) —|—Tf,{f

exakte Werte

im letzten Zeitschritt
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11.3 Fehleranalyse

Fiir den Fehler in z’,fbﬂ (also nach einem Schritt mit exakten Werten) gilt:
Ly, (Rhu( . ,tk+1) — Z}Ij—H) = LpRpu(. ,tk+1) — Lhzi—H

_ k+1 k k
= LpRpu( ., t") — MpRpu(.,t%) — 7f;

das ist die exakte Losung, eingesetzt in die (11.7)
Differenzengleichung (11.6) Dies ist aber (11.5) bis

auf den Fehlerterm!

= slokaler Abschneidefehler

Aus (11.5) folgt
1
2 0<0<1, 0%~
flloe = O(rh® +77) mit p= 1 i

Nun zuriick zum globalen Fehler. Anwendung von Lj, auf e, liefert:
LhezJrl =Ly <Rhu( . ,tk'H) — u],frl)
= LpRyu( ., t"1) — Lyupt!

\ \Bem. I3

A

= My Ryu(.,t*) +7ff+ g —Myuy, —%‘f
= My (Rpu(.,t*) —uf) +nf
| —

k
€h

also:

LheiJrl = Myef +nf Rekursionsgleichung fiir den Fehler

und hieraus folgt nach Auflésen
et = L Mueh + L
Nun bilden wir wieder Normen und zwar wie gewohnt die Maximumsnorm:

k+1 — k -1 k
lle, ™ oo < 125" Malloclleklloo + L5, llocl k]l

also

z. B. Rundungsfehler

!

— -1
llenlloo < 1125 " Malloollehlloo + 125 oo 1110
_ -1 —1 —1
leqlloo = L5 Malloo (I1L5 Mallooll€hlloo + 11L7 oo b loo) + 127 oo Ik ]loo

= | L M2l [eR oo + 125 Mool Ly HlooIm8loo + 127 oo b oo

k—1
leilloo = 1L, MallS lleplloc + D I1L, Ml 1L Hloollnh oo (11.8)
=0
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11 Parabolische partielle Differentialgleichungen

Fiir die Matrixnorm gilt (Zeilensummennorm!):

1Moo = max (|1 —2(1 = 0)v] + |(1 = 0)9], |1 — 2(1 = 0)y] + 2[(1 — 0)7])

randnaher Punkt

0e0,1], vy>0 [1—a|+]a]>1, fallsa>1
=1-21-0)y+2(1—-0)y=1, falls2(1-0)y<1
also | Mp|leo = 1, falls

oo =1
T h? h2 op= 1
) . . h?
Zeitschrittbeschrinkung! LA R
2

|L;, ||oo: hier brauchen wir Satz

Wegen 6y > 0 ist Lj, eine M-Matrix (irreduzibel diagonaldominant, Vorzeichen). Weiter ist
Lp1 > 1 wegen

1420y — 6y =146~ randnah
(Lpl)i =
1420y —20y=1 randfern

= nach Satz[6.2] dass ||Lp[lec <1
Damit weiter bei ((11.8). Nutze Submultiplikativitit der Matrixnorm:

k—1
k - k - k—1—i| 7 — '
letlloo = 1L, " MallEllenlloe + D 15 Ml 5 1L oo Im oo
—_—— —
<1 =0 <1

< ”e(f)LHoo + k- mlchXH%Hm
[
L o(rh24rp)
-

Oh’+71) 6=0,0=1
< el 0+ 0 h2+7'p71 = ||ef oo T
el ( ) = lleall O +7%) 0:%

Es ist auch moglich, das beschriebene Verfahren in der Euklidischen Norm zu analysieren. Dann
ergibt sich:

0=1,0=— stabil in der || . ||2 Norm ohne Zeitschrittbeschrankung

1
0=0 erfordert wieder 7 < ihQ.

Konvergenzordnung ist wie oben. Insgesamt erhalten wir also das folgende Ergebnis:

6 =1 (impl. Euler)

uneingeschrinkt stabil in || . ||oc und || |2
Konvergenzordnung O(h? + 7)
erfiillt immer Maximumprinzip (= Stabilitat in ||. ||eo)
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11.4 Numerischer Vergleich der Verfahren

0 = 1 (Crank-Nicolson)
stabil in || . || fiir 7 < h?, uneingeschriinkt stabil in der || . ||2-Norm.
Maximumprinzip gilt nur bei Einhaltung der Zeitschrittbedingung.
Konvergenzordnung O(h? + 72)

6 = 0 (expl. Euler)
stabil in || . ||oo und || . ||z nur fir 7 < 2°
Konvergenzordnung O(h? + 7)

Bemerkung 11.5. Wegen der Glattungseigenschaft parabolischer Gleichungen wird die Losung
sich am Anfang schnell in der Zeit dndern. Mit fortschreitender Zeit sind (bei geeigneten Rand-
bedingungen und rechter Seite) nur noch die ortlich langwelligen Anteile vorhanden, die sich
entsprechend langsamer in der Zeit dndern.

Dementsprechend mochte man zu Beginn der Simulation kleine Zeitschritte und mit fortschrei-
tender Zeit immer groRere Zeitschritte verwenden. Die Einhaltung der Bedingung 7 < Ch? beim
expliziten Euler (und auch bei Crank-Nicolson wenn man auf das Maximumprinzip Wert legt)
verhindert dies. Das explizite Zeitschrittverfahren ist also ungeeignet.

Die ortsdiskretisierte parabolische Gleichung stellt ein steifes System gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen dar. GroRter zu kleinster Eigenwert wiichst wie O(h~2) (dies ist ein diskre-
tisierter elliptischer Operator). Daher ist auch versténdlich, dass A-stabile Zeitdiskretisierungs-
verfahren erforderlich sind. O

11.4 Numerischer Vergleich der Verfahren

Wir 16sen (11.1]) mit At = ~-h% und der Anfangsbedingung;

Anfangsbedingung Sinus
15 T T T T

u(t)

1.5 1 1 1 1
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11 Parabolische partielle Differentialgleichungen

15

-15

15

0.5

u(t)
o

-1.5

Zur Zeit t = 2*h*h, gamma = 0.5 (vier Schritte)

Expliziter Euler
Crank-Nicolson
Impliziter Euler

0.2 0.4 0.6 0.8
t
Zunichst mit y = 1/2 und den drei Verfahren ¢ = 0,1/2,1 nach 4 Schritten.
Zur Zeit t = 2*h*h, gamma = 2 (ein Schritt)
| | Expliziter I'Euler
Crank-Nicolson --------:
Impliziter Euler ---------
] ,,.""
1 L ) I
02 0.4 0.6 0.8

Jetzt mit v = 2 und einem Schritt. Stabilitat verletzt fiir § = 0,1/2.
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11.4 Numerischer Vergleich der Verfahren

Expliziter Euler, gamma = 2

u(t)
o

Schritt 0 ——
Schritt 1 --------
Schritt 2 -+
Schritt 3 e

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Der explizite Euler bei v = 2: instabil.

Zur Zeit t = 100*h*h, gamma = 0.5 (200 Schritte)

0.8

0.6

u(t)
o

Expliziter Ilzuler
Crank-Nicolson ---------
Impliziter Euler ---------- :

v =1/2 und 200 Schritte.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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11 Parabolische partielle Differentialgleichungen

0.8

Zur Zeit t = 100*h*h, gamma = 2 (50 Schritte)

0.6

04 r

u(t)
o

Crank-Nicolson
Impliziter Euler

v = 2 und 50 Schritte: § = 1/2 doch stabil?

Anfangsbedingung Step

=0 ——

0.8

0.6

u(t)

0.4

0.2

Nun testen wir diese Anfangsbedingung.
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11.4 Numerischer Vergleich der Verfahren

Expliziter Euler, gamma = 0.49

T T T It — 0
1F 7 3 t=2*h*h - .
RS t=20*h*h -----eee
t = 100%h*h e
0.8 b
0.6 N
Ef
0.4 8
0.2 N
ol A L e e
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
Expliziter Euler bei v = 49/100: Stabil.
Expliziter Euler, gamma = 0.5
T T T It — 0
1t ; v t=2*h*h - b
_/ \ t = 20*%h*h ------eee-
Lo b t = 100%h*h e
08 f i :
0.6 .
Ef
04 .
o2t i Lo 1
0 Bt e [ O T
Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Expliziter Euler bei v = 1/2: Das ist die Grenze.
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11 Parabolische partielle Differentialgleichungen

Expliziter Euler, gamma = 1

r i ot t=1%hh ]
' 2K t=2%h*h -
i t= BHh*h e

T TR

u(t)

Expliziter Euler fiir v = 1: instabil.

Crank-Nicolson, gamma = 2

T T T ;
t=Q0 ———
Ly t = 50*h*h (Schritt 25) -~ ]
t = 300*h*h (Schritt 150) -

08 f 1

/
K \
K \
\
/
\
,
06' ’ Y N
. K \
K \
\
/

u(t)

\

\
\

ll *,

04 ; \ .

ar \

2 I —

4 — \

\ e
. . .~
. \ .
B \ .~
. r s 3, .. 1
R \, .
. / \, .
. % s, .
. . .

Crank-Nicolson fiir v = 2: Sieht gut aus.
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11.4 Numerischer Vergleich der Verfahren

Crank-Nicolson, gamma = 10

t=0 ——
o t = 50%h*h (Schritt 5) - -

t = 300*h*h (Schritt 30) -+
08 | |
0.6 | ] :g: |

5

04 r [ e |
02} ’ |
ol L e T |

...auch noch fiir v = 10 (bis auf die seltsamen Zacken).

Crank-Nicolson, gamma = 10

| | I Scﬁritto _
ol Schritt 1 -------- i
Schritt 2 ----------
Schritt 3 e
0.8 |
0.6 |
=
04 |
0.2 |
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
Crank-Nicolson fiir v = 10: In den ersten Zeitschritten unphysikalisches Verhalten um die
Sprungstelle.
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11 Parabolische partielle Differentialgleichungen

Impliziter Euler, gamma = 2

0.8

u(t)

t=0 ——

t = 50*h*h (Schritt 25) -------- N
t = 300*h*h (Schritt 150) -

Impliziter Euler fiir v = 2: Stabil.

Impliziter Euler, gamma = 10

T T T ;
t=0 ——
t t = 50*h*h (Schritt 5) -~ -
t = 300*h*h (Schritt 30) -
08 |
06 | |
5
04 [ IR e i TR .
02t ' |
B N - |
0 02 0.4 0.6 0.8 1

...und fiir v = 10 : Auch stabil.
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u(t)

0.8

0.6

0.4

0.2

11.4 Numerischer Vergleich der Verfahren

Impliziter Euler, gamma = 10

Schritt 0 ——
Schritt 1 --------
Schritt 2 -+
Schritt 3 e

0.2

0.4

0.6

Auch in den ersten Schritten zeigt der implizite Euler kein unphysikalisches Verhalten.

u(t)

0.8

0.6

0.4

0.2

Vergleich IE/CN, gamma = 10

t= IE 50*h*h (Schritt 5) - 1
t= CN 50*h*h (Schritt 5) -

T
t=0 —

t = IE 300*h*h (Schritt 30) -
t = CN 300*h*h (Schritt 30)

0.4

Aber: Crank-Nicolson hat asymptotisch eine bessere Konvergenzrate.
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11 Parabolische partielle Differentialgleichungen

11.5 Zusammenfassung

e Parabolische Gleichungen besitzen Losungen, die mit fortschreitender Zeit immer glatter
werden.

e Bei der Linienmethode diskretisiert man zunéchst im Ort, das dann entstehende System
gewohnlicher DGL wird dann in der Zeit diskretisiert.

e Zur Zeitdiskretisierung setzt man A-stabile und damit implizite Verfahren ein, da die-
se fiir steife Systeme geeignet sind. Explizite Verfahren erfordern bei hinreichend kleiner
Ortsschrittweite extrem kleine Zeitschritte.
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12 Finite Differenzen fiir lineare hyperbolische Gleichungen

Wir betrachten die mehrdimensionale, hyperbolische, lineare Transportgleichung

%—FV(UU):J(‘ mQxT

dufere Normale

u=muy firt=0

fiir ein gegebenes Geschwindigkeitsfeld v: Q x T — R,

Oft beschrinken wir uns auf den rdumlich eindimensionalen Fall mit konstanter Geschwindigkeit
a>0:

Ou  O(au) :
54_ o =0 in (0,1) x (0, 00)
u(0,1) = g(t) e

u(z,0) = up(z)

12.1 Methode der Charakteristiken

Unter Annahme von V-v = 0 (Quell-/Senken-freies Fliekfeld) und f = 0 folgt aus (12.1)):

)
N R

at Ju=0

V.o
~——
=0
ou

e +v-Vu=0

—

Dies nennt man die ,nichtkonservative’ Form der hyperbolischen Gleichung.

Sei (#(s),%(s)) eine Kurve in Q x T parametrisiert mit s.

Berechne Ableitung von u in Richtung der Kurve

d - ou
— [u(&(s), i(s)) | = > : - L= (12.3)
dS[ | o OTilewiey 951 Ol 95
Bis jetzt war die Kurve beliebig. Nun wéahlen wir eine spezielle:
% _ 1, £(0) = to
4 5 (12.4)
X o 2 N
15 = v; (:1:(8), t(s)), 2;(0) = o
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12 Finite Differenzen fiir lineare hyperbolische Gleichungen

Dies ist ein System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir die Kurve, das nur von den Daten
der Differentialgleichung bestimmt wird.

Auswerten der Ableitung entlang dieser speziellen Kurve liefert:

4 [u(@(s),f(s))} = Vu(a(s),i(s)) - v(@(s), &(s)) + W 1=0

dies ist die PDE

Folgerung: Entlang der ,Charakteristiken® (12.4)) ist die Losung u konstant.

Fin

Beispiel 12.1. Betrachte 2 =R, d. h. kein Rand, nur Anfangswert, sowie v = a = const.

Charakteristik:
di(s) . - wihle ¢ als unab-
— =1 t(0) =0 = |t(s) =
ds ’ (0) (s) = s héngige Variable
1D!
\

dA ~
W) i w0)-w o [fmmerad] @>0

/ tW ~Steigung a in (¢, a)
i) T

Wie bestimmt man nun u(z,t)?

wZuriickverfolgen der Charakteristik: Zu (z,t) bestimme xo(x,t) so dass

x = xo(x,t) +a-t
——

unbekannt

— zo(z,t)=z—a-t

also

‘u(:c, t) =up(x —a-t) ‘ ,Verschieben der Funktion ug nach rechts* (a > 0).
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12.2 Finite Differenzen

Dies funktioniert auch fiir unstetige Anfangsbedingungen!

uo(x):{1 z>0

0 sonst

Die Sprungstelle pflanzt sich mit Geschwindigkeit a nach rechts fort.

1 z>a-t
u(a:,t):{ -

0 sonst

Allgemein (mit Rand, mehrdimensional): Definiere den , Trackingoperator ®(x,t,t') € (Q iiber:
D. h. ®(x,t,t") verfolgt den Punkt (z,t) bis zur Zeit ¢/ und liefert dann die Position.

Lose (12.4)) fir to =¢, xz¢==.
Setze ®(x,t,t') = #(s*), sodass t(s ) t.

(w,t) = ug (®(2,,0)) falls &(z,t,0) € Q
u(x,t) = g(t*) furcb(a;t “) € 990

12.2 Finite Differenzen

Selber Ansatz wie bei parabolischen Gleichungen: Linienmethode.
Gleich die volldiskreten Versionen:

Zweite Ordnung im Ort (zentrale Differenz), Einschritt-6-Verfahren in der Zeit:

uf ™ () —uf (1 —0)a
“ . by T [ulﬁ(fﬂiﬂ) - ulf’;(fﬂi—l)}
fa
+2h[ k+1(xi+1)—uﬁ+1(xi_1)} =0 ]{ZZO, i:1,...,N—1
_7ba A1 k+1 Tia B4 (g,) =
o5 U (zic1) +up T () + 5 (Tip1) =
7(1—0)a 7(1—0)a
= T i) + (o) — T ()
Selbe Struktur wie im parabolischen Fall LhukH Mhui.
o Ly ist keine M-Matrix (pos. Vorzeichen) falls 6 > 0.
e [ ist nicht symmetrisch.
e [ diagonaldominant fiir 2 - T n <1
also =0 und 7, h, a beliebig, klar: Ly =1
h
0#0 und 7 < —.
fa
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12 Finite Differenzen fiir lineare hyperbolische Gleichungen

e Bemerkung: Wie behandelt man den rechten Rand bei a > 07 Wie haben bei der Herleitung
der Differenzenmethode den Rand noch nicht beriicksichtigt.

6 = 0, expliziter Fall

uft = Myu mit My, = tridiag (—% 1, %)
T|al .
= | Mplloo =1+ e > 1 fiir alle 7, h

= Verfahren ist uneingeschrankt instabil in der Maximumnorm

f = 1, voll impliziter Fall

keine M-Matrix mehr!

/
Lhui"'l = ulfl mit Ly = tridiag(%, 1, —%)

Numerische Resultate unten zeigen, dass Verfahren stabil fiir 7 > C(a), also 7 grof genug
(!), allerdings nicht in der Maximumnorm.

mit einseitiger Differenz im Ort (welche?).

uF () — ub (2 —0)a a
o ( )T i(Ti) n (1 he) [uﬁ(xi) —Ulﬁ(l‘i—n] —I—%[uﬁﬂ(fm) —Uﬁﬂ(%fl)} —0
= —Lzaufl“(a?i_ﬁ + (1 + Tff) up ™ (z;) = (1= 6)a ; e)auh(xi_l) + (1 _r(1=0)a ; 9)a> up(x;)

. k41 _ k
wieder Lpuy, ™ = Mpuy

Ly, ist eine M-Matrix, falls ¢ > 0. Im Fall ¢ < 0 wahlt man die andere einseitige Differenz

Ou, o u(@it1,t) —u(w,t)
O a1t) = —wD o)

under erhalt eine M-Matrix!

D. h. die Wahl der Differenz héngt vom Vorzeichen von a ab.

e [} ist unsymmetrisch, aber bi-diagonal.

e Randbedingung am rechten Rand entféllt nun wie im kontinuierlichen Problem!

0 = 0, expliziter Fall

Diagonale
|
uZJrl = Mhuz mit My, = bidiag(%, 1- T—:)
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12.3 Numerischer Vergleich

Ta Ta Ta
1Mo = ‘ﬂ + ’1 - ﬂ =1, falls 0 72 < 1
% >0 klar wegen a > 0, ansonsten wihlt man wieder die andere Differenz!
% <1 heift CFL-Bedingung nach Courant, Friedrich, Levy (1928)

anschaulich:
Steigung a < 7 (im -t Graphen)
tk+1
T g
ik /’/ erlaubt

f = 1, impliziter Fall
Lhui+1 = uf Ly, = bidiag (—E, 1+ H)
h h
| Lnlloo <1 fiir alle % nach Satz denn Lpl > 1

Verfahren ist uneingeschrankt stabil!

12.3 Numerischer Vergleich

Modellproblem, a = 1, h = 1/200.

Linearer Transport, expliziter Euler, upwind, gamma=0.5

1.2 ' Anfangsbedin'gung —_—

t=0.2 ( 80)
t=0.4 (160) -

u(t)
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12 Finite Differenzen fiir lineare hyperbolische Gleichungen

Expliziter Euler, upwind bei v = 1/2.

Expliziter Euler, upwind bei v = 4/5.

Expliziter Euler, upwind bei v = 1.

118

u(t)

u(t)

1.2

1.2

Linearer Transport, expliziter Euler, upwind, gamma=0.8

' Anfangsbedin'gung _—

t=0.2 ( 50)
t=0.4 (100)

0.8

Linearer Transport, expliziter Euler, upwind, gamma=1

' Anfangsbedin'gung —_—

0.2

0.6

0.8




12.3 Numerischer Vergleich

Linearer Transport, expliziter Euler, upwind, gamma=1.2

14 Anfangsbe'dingung —
t= 1*gamma*h --------
t= 3*gamma*h -

12

u(t)

Expliziter Euler, upwind bei v = 1.2: Courantbedingung ist scharf.

Linearer Transport, expliziter Euler, upwind, t=0.4

12 | gamma=05 (160) —— ' : :
gamma=0.8 (100) --------
gamma=1.0 ( 80) -
1 -
08
= 06
=}
0.4
0.2
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Expliziter Euler, upwind: Stabil fiir v < 1, wird besser mit steigendem .
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12 Finite Differenzen fiir lineare hyperbolische Gleichungen
Linearer Transport, impliziter Euler, upwind, gamma=0.5
1.2 ' 'Anfangsbedin'gung —
t=0.2 (80) --------
t=0.4 (160) ----------
% "' “ ""I‘. \“\ N
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
Impliziter Euler mit upwind bei v = 0.5.
Linearer Transport, impliziter Euler, upwind, gamma=1
1.2 IAnfangsbedin'gung —
t=0.2 (40) -------
t=0.4 ( 80) -----ee-
0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Impliziter Euler mit upwind bei v = 1.
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12.3 Numerischer Vergleich

Linearer Transport, impliziter Euler, upwind, gamma=2

1.2 'Anfangsbedin'gung —

u(t)

Impliziter Euler mit upwind bei v = 2.

Linearer Transport, impliziter Euler, upwind, t=0.4

ll " gamma=0.5 (160) —— -
gamma=1.0 (100) --------
gamma=2.0 ( 80) -

1 I -

0.8 |

= 06r
=}
0.4
0.2
0
° 02 0.4 0.6 0.8 1

Impliziter Euler mit upwind: Stabil fiir alle v aber diffusiv. Wird schlechter mit steigendem -
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12 Finite Differenzen fiir lineare hyperbolische Gleichungen

Linearer Transport, impliziter Euler, zentral, gamma=0.1

1.2 ' ' 'Anfangsbedin'gung —_—
t=0,2 (400) --------
=04 (800) -

5 '=.
0.6 0.8

Impliziter Euler mit zentraler Differenz bei v = 0.1.

Linearer Transport, impliziter Euler, zentral, gamma=0.5

1.2 IAnfangsbedin'gung —_—
t=0.2 (80) --------
t=0.4 (160) ----------

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Impliziter Euler mit zentraler Differenz bei v = 0.5.
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u(t)

1.2

12.3 Numerischer Vergleich

Linearer Transport, impliziter Euler, zentral, gamma=1

' Anfangsbedin'gung _—

N
A
Y
;N
/ \
“ 1 1
) " 1
! 1 ]
’ [} 1 .
i \ | . \
g ) R i i
i \ : / \
i / \
" 1 1 [}
\ 1 [y
: \
N \ !
| \
N N K
S, 1
! ’
\
‘“) ) FYPYYY .-
Antnan A N 1.
Framsphanininipativ)
o BALE L
A e AR
1 1 1 1

Impliziter Euler mit

zentraler Differenz bei v = 1.

12

0.8

Linearer Transport, impliziter Euler, zentral, gamma=2

u(t)

' Anfangsbedin'gung —_—

/
/
L '
/
/
\ / \
/ i
' . \
‘ \ / '
' \ ! \
] -1 \
4 1 L)
v 1 \
! ! 1 [}
! ' i [}
] “ 1 0}
1 \ ] [
1 \ ‘\
" \ 1
; | / \
J L) ; N
N / \
/ \
i ! Ve
N " ' K3
" \ ' \
' W] ’ \
N e \
" J \
' \
\
A\l
!
¥y < -
. :,\,‘}‘,‘."\f\".:\.’\{“""_ ==
OO
1 1 1

Impliziter Euler mit zentraler Differenz bei v = 2.
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12 Finite Differenzen fiir lineare hyperbolische Gleichungen

Linearer Transport, impliziter Euler, zentral, gamma=10

1.2 'Anfangsbedin'gung —

u(t)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Impliziter Euler mit zentraler Differenz bei v = 10.

Linearer Transport, impliziter Euler, zentral, t=0.4

1.2 + gamma=0.1 (800) —— ]
gamma=0.5 (160)
gamma=1.0 ( 80) ---------
1+ gamma=2.0 (40) -
gamma=10. ( 8)

u(t)

Impliziter Euler mit zentraler Differenz: Diffusiv, Oszillationen werden weniger mit steigendem
~.
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12.4 Numerische Diffusion

Linearer Transport, gamma=0.5

1.2 Anfangsbedingung —— A
expliziter Euler upw, t=0.5 (200)

impliziter Euler upw, t=0.5 (200) -+
impliziter Euler zen, t=0.5 (200) i

u(t)

Vergleich aller Verfahren bei v = 0.5: Expliziter Euler mit Upwind ist die Methode der Wahl.

12.4 Numerische Diffusion

Einen Hinweis darauf, warum die einseitigen Differenzen gut funktionieren, liefert die Interpre-
tation mit der ,effektiven Gleichung".

Wie analysieren die einseitige Differenz mit implizitem Euler:

Taylor liefert:

ET

1
@: u(x,t—i—T)—u(ac,t):@ _Zig +0(?)
ot T Ml irry 2 0 | ien)
T
entw. Punkt
!
! 1
@: u(m,t+7’)—u(m—h,t+7):67u _Qﬁz L o)
Oz h Or|(yryry 2 022 (414r)
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12 Finite Differenzen fiir lineare hyperbolische Gleichungen

Auferdem gilt fiir gentigend glattes wu:

= a2—u+a Ou =0
ou ou ot? oxot 92u ) 92w
o T ! , a2 o T
S T Ty
otor Vo2

also

0u 5 0%u

o2~ " 922

Fiir die exakte Losung eingesetzt in die Differenzengleichung erhalten wir:

u(z,t+71) —u(z,t) u(z,t +71) —ulzr —h,t+71)
+a "
-

ou  Ou 70%u  ahd*u 9 9
= (5 8y~ 558+ T ), o0
™~
2 2
_ <3u+a3“> _artahdu O +12)
8t 8I (m,t+T) 2 aﬂf (.’Z,t+7’)

Dies bedeutet:

e Der fithrende Term des Diskretisierungsfehlers wirkt wie ein Diffusionsterm. Beachte, dass
das Vorzeichen stimmt.

e Man kann das diskrete Verfahren auch als die Diskretisierung der Konvektions-Diffusionsgleichung

du_ ou_ar+ahdu
ot " Yox 2 0r2

mit zweiter Ordnung (!) auffassen. Der Diffusionskoeffizient ist ortsabhéngig.

e Die zentrale Differenz kann durch , kiinstliches* Hinzufiigen eines Diffusionstermes stabili-
siert werden.

e Der Diskretisierungsfehler des impliziten Euler in der Zeit kann wegen ‘?;T;‘ = aQ% als
Diffusionsterm im Ort interpretiert werden. Dies erklart die Stabilisierung der zentralen

Differenz fiir 7 geniigend grofs (!).

e Das upwind-Verfahren verschmiert steile Fronten in der Losung.
= Dies nennt man das Phénomen der ,numerischen“ Diffusion.
12.5 Zusammenfassung

e Hyperbolische Gleichungen erster Ordung erlauben (im Gegensatz zu elliptischen und pa-
rabolischen Gleichung) unstetige Losungen wenn man sie mit der Methode der Charakte-
ristiken 16st. Dies sind natiirlich keine klassischen Losungen.
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12.5 Zusammenfassung

e Die Linienmethode ist anwendbar, aber in der Kombination mit finiten Differenzen im
Ort nicht anwendbar. Bei diskretisierung erster Ordnung erhélt man stabile Verfahren mit
numerischer Diffusion, ein Verfahren zweiter Ordnung haben wir bis jetzt nicht kennenge-

lernt.
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12 Finite Differenzen fiir lineare hyperbolische Gleichungen
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13 Finite-Volumen-Verfahren fiir lineare, skalare, hyperbolische

Gleichungen

Wir halten uns im wesentlichen an [Lev02, Kap. 4].

13.1 Einfiihrung

Im folgenden behandeln wir die Gleichung

t

ou L of (u) -0 in (0?1) x (0,00)

ot ox

mit geeignetem Rand und Anfangsbedingungen.

Unterschied zu vorher: Einfiihrung der Flussfunktion f: R — R.

(13.1)

Fiir unser Modellproblem gilt f(u) = a-u mit R — a > 0 und mehr wollen wir in diesem

Abschnitt auch gar nicht betrachten.

Wie erinnern uns an die Physik hinter Gl. (13.1)): Sie beschriebt die Erhaltung einer Grofe (z.
B. Energie, Masse, Impuls). f beschreibt den Fluss der Erhaltungsgrofe an einer Stelle.

Zur Einfiihrung der Finite-Volumen-Verfahren (FV) bendtigen wir wieder ein Gitter, diesmal in

Raum und Zeit:

h+
-
tF } } }
\ Zo Ti—1 | ; | @it TN-1 |
r=0 il LTivd r=1
h
also:
th=k-r
h
2

1 1

Das Intervall w; = (:z:i_ 1,T, ;) heifst Zelle oder Kontrollvolumen (engl.: cell, control volume).
2 2
Aquistanz ist nicht unbeding notwendig. Durch Integration von ((13.1)) iiber eine Zelle w; erhalten
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13 Finite-Volumen-Verfahren fiir lineare, skalare, hyperbolische Gleichungen

wir die integrale Form:

ou of(w) .

vertauschen

— 4 T (13.2)
E /wz u(z,t) do +f(u(xi+%,t)) — f(u($i+%,t)) -0
———
,Masse, Energie in w; zur Zeit t*

Die (klassische) Losung von (13.1)) erfiillt (13.2) fiir beliebige Intervalle w (partielle Integration).

Um ein voll diskretes Verfahren zu erhalten, integrieren wir auch noch in der Zeit iiber das
Intervall (¢, tF+1):

1
h/wu(x,tk“) dz =

Zellmittelwert zu Zeit

th+1
k+1 $h+1
1 |1 [* 1
k
=— [ u(z,t”)der—— |- u(z, 1,t)) dt — — u(w, _1,t)) dt 13.3
h s ( ? ) h T tk f( ( ’L<‘r§’ )) T tk f( ( 1757 )) ( )
K3
Zellmitt?erlwert zu mittlerer Fluss iiber Grenze entsprehend an x, 1
2
Zeit tF x,, 1 im Zeitintervall
2

(th, ¢ )
Diese Gleichung beschreibt die Evolution der Zellmittelwerte in exakter Weise.
Finite-Volumen-Verfahren nutzen die Zellmittelwerte.

1
Uk = h/ u(x,t*) dz + Fehler

als Unbekannte. Die Approximation besteht darin, dass die mittleren Fliisse, z. B.
1 tk+1

Ll flulz, 1 t)) dt nur ndherungsweise berechnet werden (kénnen).

Betrachtet man nur explizite Verfahren, so liegt es nahe

(k1

1
T/tk f(ulw;y1,0) dt = F(UF,UL) +Fehler (13.4)
—_——
—rk
,FH%
zu nutzen, also:
tk+1
k
Fliy
Uk va+1
tk . : 4
X; :I}H_% Ti+1
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13.1 FEinfiihrung

JF wird als numerische Flussfunktion bezeichnet.

Das voll diskrete Verfahren erhélt man wie immer durch Ignorieren der Fehlerterme. (13.3)) und
(13.4) zusammen geben:

Ukt — Uk - %(F(U’“ Uk — FUF,UEY)) (13.5)
Man sieht: Wie im expliziten Finite-Differenzen-Verfahren hangt UikJrl nur von den drei Werten
Uk, UF, UL ab.

Beispiel Umstellen von ((13.5) und die Wahl F(Q, Q') = a-Q (bei a > 0) liefert:

UikJrl — Uzk +a- Uzk B Uz'k—l -0
T h ’

was nichts anderes als das explizite upwind-Verfahren ist. In diesem Fall sind also FD- und
FV-Verfahren dquivalent.

Finite-Volumen-Verfahren sind global konservativ:

-masse .
Gesamt . zur Zeit tPH1
-energie

N—-1 —
=3 n U’“+1 > n(vkF - T (FWE UL - FOE,UR))
=0 1=0

/‘ Zellmlttelwert!
iber

alle Zellen
Masse, Energie

in Zelle ¢

= ZhUk ( Tf UN,UN 1) f(U:fC—l“vUéﬁ)>
1 ]

A’—/ Dies sind spezielle Fliisse, die
Masse zur

ok iiber die Randbedingungen defi-
Zeit t
niert sind!

Alle internen Fliisse heben sich

weg.

FV-Verfahren geben die Erhaltungsgrofe im Gesamtgebiet ezakt wieder. Dies ist bei FD-Verfahren
im allgemeinen (d. h. bei nichtaquistanten Gittern, variablen Koeffizienten, Nichtlinearitdten)
nicht der Fall.

Diffusionsgleichung Wir betrachten nochmal kurz die Warmeleitungsgleichung:

ou 0 <ﬁ8u> L0 e ou  Of(u) 0

ot o0z \"ox ot Ox

mit f(u) = 05"
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13 Finite-Volumen-Verfahren fiir lineare, skalare, hyperbolische Gleichungen

Bei der Wahl der Flussfunktion

tk+1

Uk . — Uk 1 ou
Uk Uk ) = —p—H L Rv/ B ==
f( v Z+1) h T tk ﬁ 6-:U

ergibt sich nach Einsetzen in (|13.5|)

k k k k
B+l _ gk _ T [ _ Uiy —U; U = Ui,
Uir =U; h( B 3 + 3

=UF + T% (Uf_l Uk ¢ Uj;l)

also das explizite FD Differenzen Verfahren.

Implizite Verfahren sind auch méoglich durch F (Ui’“ ,U ﬁh Ukt Uﬁfll).

3 K3

(13.6)

13.2 Anforderungen an die Flussfunktion
Analyse der FD-Verfahren fiihrte auf Konsistenz (lokaler Abschneidefehler, lokale Approximati-
on) und Stabilitét (Fehlerfortpflanzung). Dies ist bei FV-Verfahren genauso.

Um Konsistenz sicherzustellen benétigt man zwei Bedingungen an die Flussfunktion:

F(Q,Q) = f(Q) Ist u konstant in x und ¢, dann sollte die Flussauswer-
fiir jedes Q! tung exakt sein.

2. Stetigkeit der Flussfunktion:
|F(Qs, Qiv1) — f(Q)] < Lmax(|Q; — Q|, |Qi+1 — Q).

Konvergieren Q;, Qi+1 — @, sp soll auch der numerische Fluss gegen den richtigen Wert
konvergieren.

Fiir die Stabilitdt von expliziten Verfahren ist die CFL-Bedingung eine notwendige (aber nicht
hinreichende, wie das uneingeschriankt instabile Verfahren zeigt) Voraussetzung.

In hyperbolischen Gleichungen breitet sich Information mit endlicher Geschwindigkeit aus. Dies
zeigt direkt das Verfahren der Charakteristiken.

t ng(t—to)—‘rl‘o

(20, to)

z=a(t—to) + zo

(m07t0) z . . . . JJ.
numerischer Einflussbereich in ei-

nem expliziten Verfahren
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13.3 Ein instabiler Fluss

Forderung: Charakteristik muss in numerischem Einflussbereich enthalten sein, d. h.

h
la| < — «— ‘ ‘<1
T

V= ‘%) heilst Courantzahl.

13.3 Ein instabiler Fluss

Zur Erinnerung:
1
k
FU;, Uerl) T/t f(u(xH%,t)) dt

Also wire (Trapezregel)

FUF UL =5 [#U8) + 1(UF)] (13.7)
eine naheliegende Wahl.
F ist konsistent (erfiillt [1} 2] von oben).

Fir f(u) = au erhalten wir das Verfahren

Ukt =t T (1 [oUF + aUt,] - & [aUt, +aUq>

=Uf —ar gp (UZ“ Uik—l)

zentrale Differenz

Dieses Verfahren haben wir in (12.2)) als uneingeschrankt instabil erkannt.

13.4 Lax-Friedrich-Verfahren

Das Verfahren ist definiert durch die Flussfunktion

fLF(Uikv Uﬁi—l) f(Uk) + f( z+1)} h <U1+1 Uk)

-~

wie oben K k
=TTl g =22
- h - 27

Diffusionsterm

Hier wird zu dem instabilen Fluss ein stabilisierender Fluss aus einem Diffusionsterm addiert.
Man 16st also eigentlich die Gleichung (mit einem Verfahren zweiter Ordnung)

8u+0f(u) &

et ar Pam ="

Wegen (§ = %ﬁ gilt B — 0 fiir h — 0 bei % fest (Courantbedingung). Aber: Die Methode hat
dadurch einen Konsistenzfehler O(h) statt O(h?).
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13 Finite-Volumen-Verfahren fiir lineare, skalare, hyperbolische Gleichungen

Bemerkung: Das Verfahren ist asymptotisch stabil fiir h — 0.
Ab welchem h z. B. ein Maximumprinzip erfiillt ist, hingt aber von a ab!

Das Lax-Friedrich-Verfahren addiert mehr Diffusion als eigentlich né&tig.

13.5 Upwind-Verfahren

Idee: Nutze Wissen iiber Charakteristiken und Informationsausbreitung in der numerischen
Flussfunktion.

Sei a > 0. Die Form der Charakteristik

% %‘ }

T

X; LEH_% Ti+1
legt nahe, dass F(UF, U, ;) nur von U; abhéingen sollte. Wir setzen also:

in unserem Modellproblem
k rrk k 4 k
F(U; an+1) =fU;7) = a- U
Wir erhalten fir diese Flussfunktion das Verfahren:

-
UF = Uf — 2a (Uf - Uf_l) . (13.8)

Das FV-Verfahren erlaubt eine weitere Interpretation.
Die Werte Uik stellen Zellmittelwerte dar.

Wir kénnen uns diese auch als stiickweise konstante Funktion vorstellen (Bild [a)):

Ul a-T
| ——
k
Uita
k
U; —
h—a- 7|
X —a-
Uit
t t t t t t t t
Ti—1  Ti o Tigl  Tit2 Ti-1 Ti  Titl  Tit2
Zeit t* Zeit t*T =15 4
(a) (Reconstruct) (b) (Evolve)

Nach der Methode der Charakteristik wird diese Funktion in dem Zeitintervall 7 um a -7 nach
rechts bewegt. Courant 5= < 1 <= a-7 < h bedeutet, dass maximal eine Bewegung um eine

Gitterzelle erlaubt ist (Bild [b]).
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13.6 Godunov-Verfahren

Die Zellmittelwerte zur Zeit t**1 ergeben sich nun als Mittelwerte iiber diese unstetige Funktion
in jeder Zelle:

Ukt = “'TTUZ-"?_1 + h;h‘”'TUf - “'TTUZ-"?_1 + (1 - “—T) Uk
L 1

Konvexkombination, da 4.+ <

1! = Maximumprinzip.

= Uf ~ Ta(UF - UL,

h
Das ist identisch zu ((13.8))!

Fiir a < 0 erhélt man ein entsprechendes Verfahren.

Fiir ein beliebiges a setzt man

T(Uika Uilfkl) = max(a, 0) ' Uzk + min(av 0) ' Ui]iH
{ ank a>0

G,Ul'k;]_ a < 0

13.6 Godunov-Verfahren

Das oben beschriebene Verfahren lasst sich verallgemeinern zum sogenannten REA (Reconstruct,
Evolve, Average) Verfahren:

1. Rekonstruiere eine stiickweise polynominale Funktion aus den Zellmittelwerten. Im ein-
fachsten Fall stiickweise konstant.

2. Lose die hyperbolische Gleichung mit diesem Anfangswert exakt, um eine Losung zum
Zeitpunkt ¢ + 7 zu erhalten.

3. Berechne aus dieser Losung neue Zellmittelwerte.
Dieses Verfahren lasst sich vor allem auf kompliziertere Gleichungen verallgemeinern und wurde
von Godunov 1957 erstmalig fiir die (nichtlinearen) Euler-Gleichungen der Gasdynamik vorge-

schlagen. Es ist auch der Anfangspunkt fiir Methoden hoherer Ordnung, die das Phé&nomen der
numerischen Diffusion vermindern.

13.7 Zusammenfassung

e Finite-Volumen-Verfahren basieren auf einer Integration der partiellen Differentialglei-
chung iiber Kontrollvolumen und entsprechende Approximation der Fliisse tiber Kontroll-
volumengrenzen.

e Beim Lax-Friedrich-Verfahren stabilisiert man den instabilen Fluss der sich aus dem Mit-
telwert ergibt durch einen kiinstlichen Diffusionsterm.

e Das Godunov-Verfahren nutzt eine einseitige Auswertung und entspricht den Upwind-
Verfahren bei Finiten Differenzen.
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13 Finite-Volumen-Verfahren fiir lineare, skalare, hyperbolische Gleichungen
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14 High resolution Schemata fiir lineare, skalare, hyperbolische
Probleme

Wir betrachten wieder 9 9
ai:Jraai;:o in QxT (14.1)

Da wir Randbedingungen erst einmal gar nicht diskutieren, lassen wir sie gleich weg. Der Para-
meter a ist in R, falls ¢ > 0 wird dies explizit erwéihnt.

14.1 Verfahren zweiter Ordnung

Die bisher ,erfolgreichen Verfahren (explizit, implizit upwind, Lax-Friedrich) waren alle nur
erster Ordnung.

Lax-Wendroff: ist ein erstes Verfahren zweiter Ordnung. Dieses leiten wir zunéchst als Finite-
Differenzen-Methode her und schreiben es dann in ein Finite-Volumen-Verfahren um.

Herleitung iiber Taylor:

Aus
ou u(z, t+7) —u(z,t) 7 0%u 9
- = - = =5 + O(77)
2
und
ou _u(z+h,t) —u(x—h) 9
e = o7 + O(h?)
(z,t)
folgt
ou ou u(z, t+7) —u(x,t)
—| e = +
ot (Z‘,t) ox (x,t) T
u(z +h,t) —u(lx—h) 7 % 9 9
- — O(ah . (14.2
+a 57 5 92 (m)+ (ah” +77). (14.2)
Nun nutze
0%u 5 0%u qu(z + h,t) — 2u(z,t) + u(z — h,t) 9
Y] =a a2 =a 2 + O(h )
8t (z,t) aflf (z,t) h
(fiir gentigend glattes u).
Einsetzen dieser Approximation fiir % liefert
u(z,t+7) —u(z,t) u(z + h,t) —u(x —h)
+a
T 2h
Lcﬁu(x—kh,t)—2u(x2,t)—|—u(a:—h,t):@ _’_a@ +O(h2+7'2)
2 h at (z,t) al‘ (z,t)
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14 High resolution Schemata fiir lineare, skalare, hyperbolische Probleme

und damit nach Umstellen das Verfahren von Lax-Wendroff:

2.2

Ukt = gk “; (UZ+1 Uf_l) ‘;hg (UZ+1 2k + Uk 1) (14.3)

stabllisierender Diffusionsterm

der exakt richtigen Grofe!

Durch Koeffizientenvergleich kann man das (fiir dquidistante Gitter) in ein FV-Verfahren um-
schreiben:

UF = U = L [F (UL Vi) = F (Ui, U]
mit
k _ Ok L7 k
F(ukuka) = 5 (UF + Uk = 5702 Uk, - UF) (14.4)
diffusiver Fluss* mit
B = %TCLQ

Lax-Wendroff ist eine zentrale 3-Punkt-Formel. Mittels der einseitigen Differenzen

Ou _ 3u(z,t) — 4u(x — h,t) + u(z — 2h,t) L o)
ox (@.8) 2h
g?t; :u(azjt)—2u(m—]f;27t)+u(x—2h,t)+O(h)
Tl t) e
s geniigt, damit
irijl gder ;ehler
O(th) wird und 7 ~ h
erhilt man das Beam-Warming-Verfahren:
2,2
k1 _grk 9T (arrk k k YT gk ok k
Ukt = vk - 2 (3U 4k +U1_2) T (UZ 2U,L_1+Uz_2> (14.5)

Die entsprechende Flussfunktion fiir das FV-Verfahren lautet:

(

zus. Argument

7, v UF,UEL) = aUf + 2 (1 - Ia> (Uf - Uf,l) . (14.6)

UkF
\,_/ h

41
+3

Der Lax-Wendroff-Fluss ist laut (14.4)) der instabile zentrale Fluss plus ein stabilisierender Dif-
fusionsterm.

Es geht aber auch anders:

F (Uik, Uik+1> = max(a,0) - UF + min(a,0) - Uz+1 =atUF +a UZ+1

at a
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14.2 Héhere Ordnung mit REA

Schreibe Lax-Wendroff nun als

Idee:

Frw (Uz'kaik+1) = (G+Uik + G_Uikﬂ) - (Q+U'k ta Uz+1)
o (U +ut) - G (v o)
U, (a—Qa —|—h2> U1+1<a—2a_ —TZQ)]
—a a>0 a a>0
{ a a<0 \ { —a a<0 \
e e =) I jal = 5

=atUF +a~ U+1+m‘<1 T‘“’) (v - Uf)
\—,_z

=atUf +a” U+1+

2 h

upwind-Fluss

> 0 wg. Courant

TV
iantidiffusiver Fluss, d. h.
diffusiver Fluss mit

entgegengesetztem Vorzeichen

,Blending“ zweier Fliisse:

Wahle
0 16sungsabhéngig

F (Uﬁ, U,+1) — 7L (Uf, U{;l) 40 [}"H (Uf, Ui’gl) _F (Uf, Ui’il)} (14.7)

Flussfunktion 1. Fluss 2.

Ordnung, z. B. Ordnung, z. B.
upwind Lax-Wendroff

0 heiflt Flux-Limiter

= Man miisste erst zeigen, dass LW oszilliert.

bzw. Flux-Limiter-Methode

14.2 Hoéhere Ordnung mit REA

Bisher: Lax-Wendroff, Beam-Warming: Gerleitung als FD-Verfahren, dann Uminterpretation als
FV-Verfahren iiber entsprechende Flussfunktion.

Was macht man bei nichtdqudistanten Gittern, ortsabhingigen Koeffizienten etc?

Im REA-Rahmen erhélt man zweite Ordnung Genauigkeit, indem man den Rekonstruktions-
schritt verbessert: lineare statt konstanter Rekonstruktion:
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14 High resolution Schemata fiir lineare, skalare, hyperbolische Probleme

u(z)

evolve
el /7/
}
}
}
1
1
a
T
a-T h—+ta-T1
371'7% xi+%
Zelle i

In Zelle 7:  Setze

Beachte:

1 xi+% k
E' Uik‘—FO'Z-(fL‘—l'i) dl’ZUzk‘

[N

i—

also: Steigung 0¥ beeinflusst den Mittelwert nicht = Verfahren ist konservativ.
Die Wahl der Steigungen o; diskutieren wir unten. Zunachst tun wir so als wiissten wir o;.

la|r

Evolve und Averaging liefert fiir ¢ 4+ 7 unter Courant 5~ <1 und a > 0:

. h—a-
h-UikJrl —a-T-ﬁ§_1<(aL‘i_;+(127—) —a-T> +(h—a-7)ﬂf(<xi+% —#) —a-T>
— — ~

~—— T
Fliche Auswertepunkt ¢  evolution x; + h_h_ax

des Profils 2 2 2

:$i71+%—%:$i,1+%(h—a~’r)
k k L
=a-T Ui—1+0¢—1<%4+§(h—a'7)—$44)

+(h—a-r)<Uf—af( 2_“;_%)>

:a'TUik_l+(h—a'T)Uik+a%(h—a'T)Ji_1 —(h—a-T)mTTaf

teilen durch h

S o mur ol (0F - ) - ST (- ST (b -t )| s

upwind + correction abhéngig von Steigungen
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14.3 Slope Limiter Verfahren

Wie wahlt man die o; 7 Drei offensichtliche Moglichkeiten sind

k k

zentral: op = % (Fromm)
Uk — Uk

upwind: ok = lTH (Beam-Warming!) oi-1 braucht U;_»! (14.9)
Uk . — Uk

downwind: oF = % (Lax-Wendroff)

(Ubung: Durchrechnen und Koeffizientenvergleich).
Damit kann man erklaren, wie die Oszillationen im Lax-Wendroff-Verfahren entstehen:

REA
Uiy1 - U;

1
Lax-Wendroff: of = — =

N

]
T

z 1
geg. Zellmittelwerte {0, 1}

Ein Negativresultat:

Satz 14.1 (Godunov, 1959). Alle monotonieerhaltenden, linearen Verfahren sind héchtens von
erster Ordnung genau.

Siehe [Lev02] O

Monotonieerhaltend = fiihrt keine neuen Minima/Maxima ein.

Godunov sagt: Es gibt kein lineares Verfahren (d. h. UF! = M, U k), das zweiter Ordnung und
monotonieerhaltend ist.

14.3 Slope Limiter Verfahren

Wie umgeht man Godunov? Durch nichtlineare Verfahren! (trotz linearen Problems)

Idee: Wiihle o ldsungsabhingig.
Da man die af begrenzen muss, spricht man von Slope Limitern.

Ein Weg, die Oszillationen zu messen, ist die totale Variation TV:

o0

TV (U’“) = 3 Uk - Uk

1=—00
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14 High resolution Schemata fiir lineare, skalare, hyperbolische Probleme

hier: unendliches Gebiet.

im unendlichen Fall: Reihe konvergiert, d. h. U; — const fiir i — +1 notwendig.

Definition 14.2. Ein Verfahren heiflt total variation non increasing (TVNI), falls in jedem
Schritt gilt
V(UMY <TV(U").

0

Satz 14.3 (Harten 1983). Ein TVNI-Schema erzeugt keine neuen Extrema in der Losung. Oder:
War U* monoton, so ist auch U**! monoton.

Beweis: gegeben U*, nehme an UF < UikJrl (geht auch in andere Richtung). Offensichtlich:

Z}U Uii| = Z Ui — Ui = UL -~ UF
T

i=—00 i=—00
Teleskop

Habe nun U1 in U Jk ein lokales Minimum, so gilt:

TV (UR1) = Ukt Ui’fjll‘ F U U+ Y U = Ui
—_————

i=j+2

1=—00 <0

okl prk4l k+1 k+1 k+1 k+1
=U; Ui + U7 UGS + UG U,

= Ukt UM Ukt - Uk <Tvut) 4 O

=TV (U¥) >0 nach Ann.
die konnen sich in einem Schritt nicht andern! Courant!
Es ist also sinvoll nach Verfahren zu suchen, die die totale Variation nicht erhéhen.

Im REA-Verfahren wird die totale Variation nur durch die Rekonstruktion bestimmt. Evolve
und Average vergrofern die TV nicht (ohne Beweis).

Eine mogliche Wahl fiir die Steigung ist:

Uk — Uk Uk - yk
Uf:minm0d< th L =1

downwind upwind
slope slope
(LW-d) (BW)

mit
a falls|a| <|bjund a-b>0
minmod(a,b) =< b falls |b| < |a] und a-b >0
0 falls a-b <0 (d. h. verschiedene Vorzeichen)

142



14.3 Slope Limiter Verfahren

Idee: Nehme die kleinere Steigung (Variation klein halten) bzw. 0, falls ein lokales Extremum
vorliegt.

Was passiert an einer Diskontinuitat?

Annahme: Cr = %

Cr=

N

Steigung 0 iiberall

Rekonstruktion
1

mit Steiging — 2 — ...

N

Beobachtung: Die rekonstruierte Steigung konnte eigentlich Faktor 2 grofer sein, ohne Mono-
tonie zu verletzen.

Tatséchlich erfiillt auch noch folgender Limiter mit Namen ,,Superbee die TVNI-Eigenschaft:
a falls |a| > |b|

gl’? = maxmod (051), 01(2)) , maxmod(a, b) =
b falls [b| > |a

mit

v h ’ h
Uilfl-l B Uzk Uzk - Uik—l
h ’ h

Uk . —uk Uk Uk
oM = minmod( ol L2t =

7

o¥ = minmod (2
Bemerkung: bei verschiedenen Vorzeichen gilt ai(l) = 052) =0=0F=0

Beispiel:
o) = minmod(0.8,2-0.2) = 0.4
o® = minmod(2-0.8,0.2) = 0.2

o; = maxmod(0.2,0.4) = 0.4

Sind die Steigungen sehr verschieden, wird zweimal die kleinere geliefert (sind beide Steigungen
%, bleibt es aber bei 1).
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14 High resolution Schemata fiir lineare, skalare, hyperbolische Probleme

e Es gibt viele verschiedene Limiter

e Die Kriterien an eine TVNI-Limiterfunktion sind genau bekannt werden in diesem Skript
aber nicht behandelt, siehe etwa [Lev02] und die Literatur dort.

14.4 Numerischer Vergleich

Wieder das Modellproblem, a = 1, h = 1/200.

Linearer Transport, expliziter Euler, upwind, minmod, gamma=0.8

12 ' ' IAnfangsbedin'gung —
t=0.2 ( 50)
t=0.4 (100) ----------

u(t)

Minmod bei v = 0.8.
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14.4 Numerischer Vergleich

Linearer Transport, expliziter Euler, upwind, Superbee, gamma=0.8

1.2 ' ' 'Anfangsbedin'gung —
t=0.2 (50) --------
t=0.4 (100) ----------

g flo 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Superbee bei v = 0.8.

Linearer Transport, Vergleich verschiedener Verfahren, gamma=0.8, t=0.4

I EE upwind L
1 IEupwind (gamma=1) -
minmod ---- ;
superbee -
0.8
0.6
=1
0.4
0.2
0 ,
0 0.2 0.4 06 o8 .

Vergleich verschiedener Verfahren bei v = 0.8.
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14 High resolution Schemata fiir lineare, skalare, hyperbolische Probleme

14.5 Zusammenfassung

e Mit Lax-Wendroff haben wir ein erstes Verfahren zweiter Ordnung fiir das linear hyperbo-
lische Modellproblem kennengelernt. Allerdings ergibt dieses Verfahren nichtphysikalische
Losungen bei unstetigen (oder sehr steilen) Anfangsbedingungen.

e Der Satz von Godunov zeigt, dass alle monotonen linearen Verfahren héchstens erste Ord-
nung genau sind.

e Dies fithrt zu den Slope-Limiter-Verfahren, die 16sungsabhéngig zwischen erster und zwei-
ter Ordnung umschalten (und somit aufgrund der Nichtlinearitdt den Satz von Godunov
umgehen).
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15 Nichtlineare Erhaltungsgleichungen

Wie betrachten die nichlineare hyperbolische Gleichung

u 01w _ iy g xR
ot Oz {z} {t} (15.1)
u(z,0)= zeR
Ein Beispiel fiir die Nichtlinearitit ist
2
u
flu) = o
Anwendung:  Verkehrssimulation (u : Dichte : ﬁfﬁge € [0, 1])

Mehrphasenstromung.

15.1 Schwache Lésungen

(15.1) macht keinen Sinn fiir unstetige Losungen (sondern nur fiir geniigend glatte).
Durch Multiplikation mit einer Testfunktion ® und partielle Integration erhalt man:

u ist eine schwache Losung von (|15.1)), falls

/000 /o; [u(x,t) . %(f(a:,t) + f(u(m,t)) . gi(x,t)} dx dt+

fiir alle ® € C3(R x RT) =
={®eC'RxR") | 3Ir>0s.t supp® C B, (0)N (R x R")}

Man zeigt: u glatte Losung von (|15.1) = w ist supp @
auch Losung von (|15.2)).

Die Umkehrung gilt nicht unbedingt.

Rankine-Hugoniot-Bedingung

ist eine notwendige Bedingung, die eine schwache Losung an einer Sprungstelle erfiillen muss.

Kontraktion:
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15 Nichtlineare Erhaltungsgleichungen

e (1 C R x RY offenes Teilgebiet.
o : (ic(t),t) eine Kurve, die  in zwei Teile Q, Q" zerlegt.

— = ()
Q
X
Fiir einen Punkt (z,t) € -y definiert man den Sprung
ul(z,t) = lim u(z' t) — lim u(a', '
[ ]( ) (2’ ,;t")—(x,t) in Q! ( ) (/)= (z,t) in Q" ( )

Satz 15.1. Sei u eine schwache Losung von ([15.1)) im Sinne von (15.2)) mit den folgenden
zusatzlichen Bedingungen:
1. w ist eine klassische Losung in Q' und in Q"
2. u ist unstetig entlang der Kurve v, d. h. [u](2(¢),t) # 0 V(z,t) € v
3. Der Sprung ist stetig entlang ~y, d. h. [u] (f(t), t) ist eine stetige Funktion in ¢.
Dann gilt
dz

E(t) W (2(0),t) = [f(w)](2@),¢) V(&)1 (15.3)

Zur lllustration: Wir erinnern uns an die Methode der Charakteristiken

linearer Fall:

ou N ou 0 () 1 <0

T~ a— = uglx) =

ot Ox 7 0 sonst

Charakteristik y=(%%) = (ﬂtt))
l s

u=1 Q wu=20 Q
w—1 t—"0

e 1/(t) = a ist die Geschwindigkeit, mit der sich die Unstetigkeit bewegt!
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15.1 Schwache Ldsungen

e Andererseits gilt:

nichtlinearer Fall:

u?  Ou  Of(u) 1 <0
f(u)—?, 9t " s =0 uo(@) = 0 sonst

nichtkonservative Form f'(u) = u

Oou Ou ou
+ f’(u(m,t))a—x =5 T u(z,t)- i 0

ot dxr ot

ou N Of(u)  Ou

Methode der Charakteristik: (Man stelle sich einen e-Ubergang vor!)

Warum ist Cha- o
rakteristiken- ’

Verf. ok? 4 1
1.) e-Ubergang e
2.) zwel getrenn- |

w=1, /M) =1uw=0 f(©=0  te Gebiete
Steigung: f'(u) = u! aneinander Rankine-Hugoniot
Rankine-Hugoniot kleben.
2 j/(t)_[f(u)] _g_g__%_l
Wl _3-% - =0-1 T T2
#'(t) = [f[(u})] = 21 _5 = % = Schockgeschw. [ul y 0 2
oy
&
g

Az

schwache Losung schwache Losung Verdiinnungswelle

physikalisch inkorrekt physikalisch korrekte

schwache Losung

Merke:

1. Schwache Losungen sind nicht eindeutig.

2. Rankine-Hugoniot ist eine notwendige Bedingung, die Auskunft iiber die Schockgeschwin-
digkeit gibt.

3. Man benétigt noch zusétzliche Bedingungen, um die physikalisch sinnvolle schwache Lo-

sung auszuwahlen.

Eine Moglichkeit:
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15 Nichtlineare Erhaltungsgleichungen
Lose

ou Of(u)  0%u
o o o2
——

Diffusionsterm

und betrachte ¢ — 0. ,vanishing viscosity* solution.

Bemerkung: Oft liefert das ,upwinding“ den entsprechenden Diffusionsterm.

Beispiel Wir l6sen die Burger’s Gleichung, d. h. die Flussfunktion f(u) = u?.

Burgers Gleichung, expliziter Euler, upwind, minmod, gamma=0.8

12 IAm‘angsbedinégung —_—
t=0.2 ( 50)
t=0.4 (100) ----=+--=-
1 W ------------------------ A
0.8
= 06F
=}
04 r
0.2
0_ L
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Sprung von oben nach unten: Schock.
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15.1 Schwache Ldsungen

Burgers Gleichung, expliziter Euler, upwind, minmod, gamma=0.8

1.2 ' ' 'Anfangsbedin'gung —
t=0.2 ( 50)
t=0.4 (100) ----------
1 - —'""""'"'"":.":-'""""'"""'""""""""""""""
0.8 i
= 06} _
=1
04 .
0.2 ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Sprung von unten nach oben: Verdiinnungswelle.

Burgers Gleichung, expliziter Euler, upwind, minmod, gamma=0.8

1.2 ' ' IAnfangsbedini;ung —
t=0.2 ( 50)
t=0.4 (100) ----------
1 - -
0.8 i
s 06 -
=}
0.4 .
O e
0 - .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ein sinusférmiger Puls: Ein Schock entwickelt sich.
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15 Nichtlineare Erhaltungsgleichungen

Burgers Gleichung, expliziter Euler, upwind, minmod, gamma=0.8

1.2 ' ' ' Anfangsbedin'gung —_—
t=0.2 ( 50)
t=0.4 (100) ----------

u(t)

Zwei verschiedene Pulse.

15.2 Bedeutung von FV-Verfahren

Wir betrachten folgendes FD-Verfahren zur Lésung der Burger’s Gleichung.
Fiir geniligend glattes u gilt

ou 8(%) ou ou {1 z<0

ot ox ot u@x ’ uo() 0 sonst
FD:
[ N Uk — Uk
it ZU +UFt =1 — 0  upwind, da UF >0
T h
k+1 E_ Trik(rrk k

Dies ergibt fiir die gegebenen Startwerte

152



15.3 Godunov Verfahren im nichtlinearen Fall

Falsche Schockgeschwindigkeit (0 statt )
e und das gilt unabhangig von 7 und h — keine Konvergenz
e In Abhéngigkeit der Startwerte ergeben sich andere (falsche) Schockgeschwindigkeiten.
e Naive Ansitze konnen im nichtlinearen Fall bose Uberraschungen liefern.
Satz 15.2 (Lax-Wendroff). Gegeben sei
e cine Sequenz von Gittern mit 7, h; — 0 mit [ — oo
e cine konservative Methode (=FV-Ansatz) mit konsistenter Flussfunktion.
Konvergiert dann die numerische Losung fiir [ — oo gegen ein u, dann ist dieses eine schwache

Lésung der Erhaltungsgleichung! O

Mit FV-Verfahren kann einem das nicht passieren!
Allerdings: Dies muss nicht die physikalisch korrekte Losung sein.

15.3 Godunov Verfahren im nichtlinearen Fall

FV-Verfahren:

Uik+l = Uik - %(‘F(Uzka Uik—:i-l) - ‘F(Uik_l’ UZ]C))

mit der Flussfunktion

UR) — f(UF
f(Ulk) Szf(é,z_égclJrl)Zo
. L ) +1
f(UZ ’ Ui+1) = S~ Burger’s
2 2
et s oo S o,
7 i+1
Dies ist konsistent mit dem linearen Fall: i i+
Uk — .Uk
P gz,k - ([lijz-&-l —a
[ i+1

Hoéhere Ordnung: Wieder mit linearer Rekonstruktion.

15.4 Zusammenfassung

e Hyperbolische Gleichungen kénnen unstetige Losungen haben, wie wir schon mit der Me-
thode der Charakteristiken gesehen haben. Bei nichtlinearer Flussfunktion kénnen sich
selbst aus stetigen Anfangsbedingungen zu spéterer Zeit unstetige Losungen entwickeln.

e Da diese nicht mehr vom klassischen Losungsbegriff erfasst werden entwickelt man eine
sogenannte schwache Formulierung als Erweiterung.

e Wieder sind Finite-Volumen-Verfahren sehr gut geeignet, da man hier zeigen kann, dass
diese gegen eine schwache Losung konvergieren (falls sie iiberhaupt konvergieren).
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15 Nichtlineare Erhaltungsgleichungen
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