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Vorwort

Die Losung linearer Gleichungssysteme Az = b, A € RY*Y st an sich nicht schwierig,
ein allgemeines Losungsverfahren (die GauB-Elimination) findet sich oft auf den ersten
Seiten eines Numerikbuches, siche z. B. (DEUFLHARD und HOHMANN 1993). Der Re-
chenaufwand fiir das allgemeine Verfahren steigt jedoch mit wachsendem N sehr stark
an. Fiir N in der GréBenordnung 10°...10? ist das Verfahren vollkommen ungeeignet.

Matrizen dieser Grofle treten etwa bei der Diskretisierung partieller Differentialglei-
chungen auf. Die Gréfle von N steht dabei in direktem Zusammenhang mit der Genau-
igkeit der numerischen Approximation der Losung der Differentialgleichung.
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4 lterative Losung schwachbesetzter
linearer Gleichungssysteme

Das definive Buch fiir Iterationsverfahren ist (HACKBUSCH 1991).

Direkte Verfahren, wie die bekannte Gaufl—-Elimination, liefern nach endlich vielen Re-
chenschritten die bis auf Rundungsfehler exakte Losung x eines linearen Gleichungssy-
stemes Ax = b. Die Frage ist nur: Wieviele Rechenoperationen sind notwendig?

Fiir ein Gleichungssystem der Dimension n x n benétigt die Gaufi-Elimination §n3 +
O(n?) Rechenoperationen (im wesentlichen Additionen und Multiplikationen).

Nun enthalten die Matrizen, die aus der Methode der Finiten Differenzen oder Finiten
Elemente resultieren jedoch eine grofie Zahl von Nullen. So hat die Matrix statt n? nur
O(n) Eintrage. Damit 148t sich einiges sparen. Es zeigt sich, dass man den Aufwand fiir die
GauB-Elimination in diesem Fall auf O(n'?%) reduzieren kann, wenn A die Diskretisierung
eines zweidimensionalen Problems darstellt (nested dissection ordering, sieche (AXELSSON
und BARKER 1984)). In drei Raumdimensionen ist der Gewinn nicht so grof: O(n?).

Unangenehm bei direkten Eliminationsverfahren ist auch, dass im Verlauf der Transfor-
mation auf obere Dreiecksgestalt Nullelemente der Matrix ungleich Null werden koénnen,
man spricht von , fill-in“. Geschickte Methoden minimieren dieses Auffiillen, kénnen es je-
doch nicht vollstandig vermeiden. So erhoht sich der Speicherbedarf bei dem oben erwihn-
ten O(n'®)-Verfahren von O(n) auf O(nlogn).

4.1 Klassische lineare lterationsverfahren

Iterative Verfahren zur Losung von Az = b gehen von einem beliebigen Startwert 20 € R"
aus und konstruieren eine Folge

die fir £ — oo (hoffentlich) gegen die Losung = konvergiert. Dies bedeutet, dass je-
des 2* nur eine Ndherung und somit mit einem Fehler, dem [terationsfehler, behaftet
ist. Auflerdem konvergieren Iterationsverfahren typischerweise nicht fiir eine beliebige
Systemmatrix A. Somit ist zu kldren unter welchen Voraussetzungen an A Konvergenz
sichergestellt werden kann.

Einige einfache Iterationsverfahren konstruiert man iiber Defektkorrektur. Sei a* die
Néherung im k-ten Schritt des Verfahrens. Dann ist

b =x— 2" (4.1)

der Fehler im k-ten Schritt. Fiir diesen Fehler gilt wegen Linearitit folgende Defektglei-
chung:
Aet = A(x — 2*) = Ax — Az® = b — A2 = d". (4.2)
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Die Grofie d¥ = b— Ax* heifit Defekt und 148t sich leicht ausrechnen. Nun ist natiirlich die
Losung von (4.2) genauso schwierig wie die Losung des urspriinglichen Gleichungssyste-
mes. Die Idee ist nun (4.2) nur niherungsweise zu losen, indem die Matrix A durch eine
leichter zu invertierende Matrix W ersetzt wird. Allerdings bekommen wir dann nurmehr
eine Niherung v* des echten Fehlers e*, also setze

Wk = d”. (4.3)

Wegen r = ¥ + eF ~ 2F + v¥ ist 2! = 2¥ + v* nun eine neue und hoffentlich genauere
Néherungslosung. Wir erhalten damit das Iterationsverfahren

" = 2F L W (b — AxF). (4.4)

Offensichtlich ist die exakte Losung x Fixpunkt dieses Iterationsverfahrens.
Geeignete Kandidaten fiir W sind:

1

Whrie = —1 Richardson-Iteration (4.5a)
w
Wee = diag(A) Jacobi-Iteration (4.5b)
Weas = L(A) GauB-Seidel-Iteration (4.5¢)
Bei allen drei Varianten erfordert die Auflésung von des Systems Wv = d nur O(n)

Operationen falls A nur O(n) Eintrdge hat. Der Gesamtaufwand fiir einen Iterations-
schritt ist somit O(n).

Sowohl beim Jacobi-Verfahren als auch beim Gauf-Seidel-Verfahrem miissen die Dia-
gonalelmente der Matrix ungleich Null sein.

Wir wollen nun einige Aussagen zum Konvergenzverhalten der Iterationsverfahren ma-
chen. Dazu machen wir zunéchst die

Bemerkung 4.1 (Fehlerfortpflanzung) Fir die Iteration aus (4.4) gilt
e = (I — W tA)e". (4.6)

S = (I —W™A) wird als Iterationsmatriz bezeichnet.
Beweis: ef*t = o — 2! = 2 —aF — Wb — A2F) = 2 — 2F — WA(z — A2b) =
(I — WTA)ek, O

Iterationsverfahren der Bauart (4.4) werden aus diesem Grund als lineare Iterationsver-
fahren bezeichnet. Zur Charakterisierung der Konvergenz linearer Iterationen benétigen
wir die

Definition 4.1 (Spektrum, Spektralradius) Es bezeichne
o(A) = {\ € C|\ ist Eigenwert von A } (4.7)
das Spektrum der Matrix A und
o(A) = max{|A[ [\ € 0(A) } (4.8)

ihren Spektralradius.
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Dann gilt der

Satz 4.2 (Konvergenz linearer Iterationen) Die durch (4.4) gegebene Iteration konver-
giert genau dann wenn

0(S) < 1 (4.9)
mit der Iterationsmatrix S =1 — W~ A.
Beweis: Idee: e* = S*e?, S* — 0, genauer siche (HACKBUSCH 1991). O

Fiir symmetrisch positiv definite Matrizen (z7 Az > 0 Vx # 0) gibt folgender Satz
Auskunft iiber die Konvergenz der Richardson-Iteration:

Satz 4.3 Sei A eine symmetrische und positiv definite Matrix mit kleinstem Figenwert
Amin(A) und groBtem Eigenwert Ayax (A), so konvergiert die mit w = 1/ Ay (A) geddmpfte
Richardson-Iteration mit der Rate

1
K(A)

Dabei bezeichnet k(A) = Apax(A)/Amin(A) die Konditionszahl von A.
Beweis: Wegen der Voraussetzung sind alle Eigenwerte von A reell und positiv, d. h. 0 <
Amin(A) < ... <A <100 < Anax(A). Fir die Eigenwerte p; der Iterationsmatrix S =
I —Amax(A) 1A gilt daher p; = 1—X\;/Amax(A) und daher max; | ;| = 1—Amin(A) /Amax (A).
0]

ol —wA)=1-

Beachte, dass die richtige Wahl des Dampfungsfaktors bei der Richardson-Iteration
(und auch beim Jacobi-Verfahren fiir allgemeines symmetrisch positiv definites A) ent-
scheidend ist. Wahlt man w zu grof3, so konvergiert die Iteration nicht. Wihlt man w
andererseits zu klein so konvergiert die Iteration zwar aber moglicherweise langsamer als
optimal wire (w = 1/Apax ist nicht ganz optimal!). Man bendtigt also eine hinreichend
genaue Schiatzung des grofiten Eigenwertes von A.

Fiir Finite-Elemente-Diskretisierungen von elliptischen Problemen zweiter Ordnung
kann man x(A) = O(h™?) zeigen. Somit besitzt das Richardson-Verfahren die asympto-
tische Konvergenzrate o = 1 — # Es zeigt sich, dass sich auch die Jacobi- bzw. Gauf-
Seidel-Iteration asymptotisch genauso verhalten (mit anderer Konstante C').

Frigt man nach dem Aufwand fiir die Losung eines linearen Gleichungssystemes so
findet man, dass die Anzahl der Iterationen, die man benotigt um den Fehler um einen
Faktor € (z. B. ¢ = 107'%) zu reduzieren proportional zur Konditionszahl r(A) ist. Fiir d =
2 gilt h = 1/4/n, eine Iteration hat Aufwand O(n), somit betrigt die Gesamtkomplexitét
O(n?).

Ziel dieser Vorlesung ist die Konstruktion von Iterationsverfahren, deren Konvergenz-
rate nicht oder nur sehr schwach von der Konditionszahl abhéngig ist und die sich effizient
auf parallelen Rechnerarchtiekturen umsetzen lassen.

4.2 Blockvarianten

Als Vorstufe zu den Gebietszerlegungsverfahren behandeln wir nun Blockvarianten der
Jacobi- und Gauf3-Seidel-Iteration.
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Da Indexmengen in der ganzen Vorlesung eine entscheidende Rolle spielen bringen wir
hier erst einige Definitionen, siehe hierzu auch (HACKBUSCH 1991, Abschnitt 2.1.1).

Grundsétzlich bezeichnet eine endliche Menge I C N eine Indexmenge. Ein Vektor
x € R enthilt fiir jedes i € I genau eine Komponente. Hierbei ist wichtig, dass

e die Indizes nicht bei 1 beginnen miissen und nicht konsekutiv sein miissen,

e und keine Reihenfolge der Indizes festgelegt ist (die Indexmenge ist nicht angeord-
net).

Die Komponenten des Vektors z € R’ werden mit (z);,7 € I bezeichnet. Dabei setzen
wir immer explizit Klammern damit Komponenten nicht mit Indizes verwechselt werden.

Eine weitere Schreibweise betrifft das Herausschneiden von Teilvektoren. Ist [ C I eine
Teilmenge der Indexmenge I und x € R’ so bezeichnet z; einen Vektor aus R? der auf
den Komponenten i € I die selben Werte wie x besitzt.

Dies iibertrégt sich alles analog auf Matrizen. So besitzen (im allgemeinen rechteckige)
Matrizen A € R’ fiir jedes Indexpaar (i,5) € I x J eine Komponente (A);; € R. Fiir
I cl, J C J bezeichnet Af, 7 die entsprechende Untermatrix von A.

A € R fassen wir als lineare Abbildung A : R! — R’ auf. y = A(x) = Az ist
natiirlich gegeben durch

j€J
(man beachte, dass keine Anordnung notwendig ist).

Wir weisen noch darauf hin, dass I hdufig auch als Symbol fiir die Einheitsmatrix
verwendet wird, jedoch sollte aus dem Kontext klar hervorgehen was gemeint ist.

Will man einen Vektor oder eine Matrix darstellen, so ist eine Anordnung der Index-
menge(n) notwendig. So definiert beispielsweise die lexikographische Anordnung, dass die
Indizes der Grofie nach geordnet werden.

Damit kommen wir nun zur Definition der Blockvarianten. Dazu sei I die Indexmen-
ge einer quadratischen Matrix A (z. B. wéren dies die Nummern der inneren Knoten
der Triangulierung in unserer Anwendung). Wir wéhlen eine Anzahl von Blocken p und
bezeichnen mit

B=A{1,...,p}

die Indexmenge der Blocke. Dann sei die Indexmenge I zerlegt in disjunkte, nichtleere
Teilmengen

I=|J5L LnI=0 Vi#j
icB
Das Block-Jacobi und das Block-GauB3-Seidel-Verfahren sind dann definiert durch die
Matrizen

A);; wenni,j € I fiir ein k € B

(WB.ac)ij { é o sonst I (4.10a)
A)yi wenni € I, j e [N <k

(Whas)ij = { E) & sonst S (4.10b)
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dabei wurde fiir das Block-Gauf-Seidel-Verfahren eine lexikographische Anordnung der
Blocke verwendet. Unter dieser Anordnung der Blocke haben die Matrizen Wy 4., Was
die Gestalt

Apg, 0 - 0 Apg, 0 - 0

0 E : A ' :
Wgjae = | , Waas=| ~h

: o0 : . 0

0 - 0 Apg, Apn 0 Ann., Ang,

(4.11)
Die Anwendung der Blockvarianten erfordert die Losung von p Gleichungssystemen der
Dimensionen |I1], ..., |],|.

Wir wollen nun die Blockvarianten noch in algorithmischer Form schreiben. Dazu de-
finieren wir fiir jedes i € B die lineare Abbildung R; : Rf — R’ als

Rix = xy,

oder mit anderen Worten
(Rix)o = (2)q Ya € 1.

R; ist eine Rechteckmatrix mit genau einer 1 pro Zeile und maximalem Rang.
Wegen zF+1 = 2% + W5 (b — AxF) erhalten wir fiir das Block-Jacobi-Verfahren die
Darstellung:

=gk + Y CRIALY Ri(b — A®).
i€B
Offensichtlich kénnen alle Korrekturen unabhéngig voneinander berechnet werden. Nicht
so beim Block-Gauf}-Seidel-Verfahren. Hier ergibt sich:

fori=1,2...,p '
o5 = 25 4 RTALY Ri(b— AdTT)

d. h. die Korrekturen entsprechend den einzelnen Blocken werden nacheinander berechnet.

4.3 Abstiegsverfahren

Satz 4.4 Ist A symmetrisch positiv definit, dann nimmt das Funktional

1
F(z) = §a:TAx — b

sein eindeutiges Minimum in 2* = A~!b, der Losung des lineaeren Gleichungssystems
Axr* = b, an.
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Bewers: Fiir beliebiges x setze x = z* 4+ v und rechne

Il
b

(" +v) —%(m*+v)TA(:c*+v)—bT(x*+v)

T T
" Azt 4ot Av + UTA.%'t +oTAv| — bl — b0
20T Ag*

1
T Ax* — b o7 (A:z:* — b) + ot Av
N—— 2

F(z)

O] — O] —

J/

g =0
F(z*)

* 1 T *
—F(x)+§v Ay > F (%)
>0 firv#0

Findeutigkeit: Sei F' in z* und 2’ # z* minimal, so gilt fir 2’ = z* + v, v # 0:
F(z') = F (z*) 4+ 0" Av > F (2*), also 4 zu F minimal in 2’ O

Gegeben ein ¥ eine Niherungslosung von z*, so kann man z*) in Richtung einer
ebenfalls gegebenen Suchrichtung p® € RY verbessern, indem man

F (:v(k) + ozp(k)) — min

16st.
Das optimale « ldasst sich wie folgt berechnen. Zunéchst rechne aus:

2
F (2™ + ap®) = F (2®) + a (p<k>)T (Az®) —b) + % <p(k)T Ap<k:>>

(setze 2* = ® und v = ap® in obiger Rechnung).
Eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist das Verschwinden der Ableitung

% F (2 4 ap®) = (o) (Az® — b) + ap® T 4p® L g

Defekt!

l
()" (b~ A1)
(p<k>)T Ap®
N———’

— o =

# 0 wg. pos. definit und p # 0
Die zweite Ableitung ist gerade

d? T

also positiv und es liegt tatséchlich ein Minimum vor.
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Wihle nun die spezielle Suchrichtung p*) = —VF ( ) (negative Gradientenrich-
tung). Ausgeschrieben gilt

Z Z LT 5 — Z b;x;

lel

und damit
oF 1
pr = {2ammxm + ; A Tj + ; x; azm} (Az — b) .
Jj#mM i#£m

also gilt p®) = -V F (x(k ) =b— Az® und es ergibt sich der folgende Algorithmus, das
sogenannte ,, Gradientenverfahren*:

geg. ,b;
d=0b— Ax;
do = ||d|;
dy, = do;
while(dy, > edp){
q = Ad;
_ d¥d.
- qu7
r =1+ ad;
d=d- agq;

}

Problem:
(10 (0 9 9
A_<O 5), b—<0> = F(x) =] +ex;

e Zickzackkurve = langsame Konvergenz*

Hohenlinien von F' sind Ellipsen um

e Man zeigt:
den Ursprung &

. (k) 1)
Optimalpunkt [e™]]4 < /Q(A) ||€ [ 4-

%) e _FEnergienorm* ||z||4 = VaTAx.
(S

va e _Energieskalarprodukt*
x

(r,y)a = 2" Ay.
Wir lernen zwei Mo6glichkeiten zur Verbesserung des Gradientenverfahrens kennen, die
auch kombiniert werden konnen.

4.3.1 Vorkonditioniertes Gradientenverfahren

Idee: Wende Gradientenverfahren auf das transformierte System

M 'Az = M'b (4.12)
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all.

Problem: M~'A ist im allgemeinen nicht symmetrisch, selbst wenn M ~! und A sym-
metrisch sind.

Ist M symmetrisch positiv definit, so gibt es aber ein 7" mit M = TDT~! und D =
diag(d;;), d;; > 0. Man definiert dann formal

=TT mit (DY) =V

denn damit gilt M2Mz = M.
Damit ist M~'A dhnlich zu Mz M~1AM~3 = M_%AM_%, also

=

M

o(M'A) = o(M™ 2 AM™3).

Nun multipliziere (4.12) von links mit M2 und setze & = M2z

Das transformierte System Az =bis symmetrisch positiv definit und hat die Eigenwerte
von M~1A.

geg. T, b;
d=1b— As;
while(...){
: . § = Ad;
Das Gradientenverfahren ist formal anwendbar: 4 — dtd
dg

}

) Allerdings mochte man das Verfahren in dieser Weise nicht praktisch durchfiihren, da
A im allgemeinen nicht mehr diinn besetzt ist.

Die Idee ist nun die Transformation in jedem einzelnen Schritt des Gradientenvefahrens
zu beriicksichtigen aber nur die untransformierten Gréflen zu spreichern.
Gegeben seien also x,b

~

Beachte: z = M_%f& und b= M_%b sowie A = M- 3AM™32
i = M b= M:zb

berechne d = b — Ax;
while(...) {
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berechne nur ¢ = Av; v = M ~d;

o dd _ (M%d>T (M*%d> aT(ula)dm

0 () (k) O
a und &

sind identisch.

i ad= Mzt a M dd= (et ay
rT=z+ad=M2x+a&-M 2d M<x+aM d>

=

speichere nur das z und seine updates.

Z taucht nirgendwo anders auf!

d=d—aG=M"2d—aM 2qg= M"2(d— éaq)
——

speichere nur d und seine updates.

}

Das sogenannte vorkonditionierte Gradientenverfahren lasst sich damit folgendermaflen
algorithmisch realisieren:

geg. , b;
d=0b— Ax;
do = ||d|[;
dy, = do;

while(dy, > edp){
Lose v = M~'d; // M ist sym. pos. definit

q = Av;
L
Tr =+ au;
d=d— agq,
dy, = [|d[;

4.3.2 Konjugierte Gradienten Verfahren

Die Vorkonditionierung behebt nicht das Problem der langsamen Konvergenz des Gradi-
entenverfahrens, d.h. das Verfahren ist nicht schneller als die Basisiteration o (I — M~'A).

Die liegt daran, dass das Gradientenverfahren die Optimalitat beziiglich einer Such-
richtung wieder verliert.
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Sei p®) eine Suchrichtung. Die Iterierte ) ist in Richtung p*) bereits optimal, falls

(d<k>)T P

(p)" A
Nach einem Schritt des Gradientenverfahrens gilt zwar

(d(k))T A&
——

letzte

=0, was nur fiir (d(k))Tp(k) =0 moglich ist.

aktueller
Defekt Suchrichtung

(nachrechnen!), aber leider im allgemeinen bereits
T g(k=2)
(d™)" d # 0,

aktueller vorletzte

Defekt Suchrichtung

d. h. die Optimalitat beziiglich aller Suchrichtungen geht verloren.

Seien p*) die im Laufe eines Abstiegsverfahrens verwendeten Richtungen (nicht not-
wendigerweise die Gradientenrichtung).

Minimierung in Richtung p® im Schritt k liefert den neuen Defekt

AR = g®) — o®) gpk)
Damit gilt dann natiirlich
T T
(d(k+1)) p*) = (d(k) _ a(k)Ap(k)) pk)

O
— (d(m)Tp(k) _ M (p<k>)T Ap® =0
(p(k)) Ap(K)
Damit z**t1) zusdtzlich noch optimal beziiglich aller alten Richtungen p®, ... pt—1

ist, muss gelten
(@*) p =0 vo<i<k
also

(k) _ &) An(B)) (D) — (k) (0 _ (k) (k) 0 —
(d o' Ap )p (d )Tp Q@ (Ap )Tp 0

—— ~—_—
=0 =0
per Induktion im Schritt im Schritt (k)
(k —1) fiir d(*) sichergestellt sicherzustellen

Wihlt man also die p® so, dass (p(k))TAp(l) V 0 <[ < k, so bleibt die Optimalitét
beziiglich aller alten Richtungen erhalten.

Dies nennt man ,, Verfahren der konjugierten Richtungen*.

Die Verbindung mit Gradientenverfahren liefert das ,, Verfahren der konjugierten Gra-
dienten“. Fiir dieses Verfahren zeigt man die Konvergenzrate

¢— YR L ey,
B —1

Auch hier kann wieder die Technik der Vorkonditionierung eingesetzt werden.

le®]1a
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4.4 Parallelisierung des vorkonditionierten
Gradientenverfahrens

I
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Abbildung 4.1: Losung des Modellproblems A in 2d und 3d.

4.5 Numerische Resultate

Wir geben nun einige numerische Resultate der bisher behandelten Methoden fiir ver-
schieden schwierige Testprobleme in zwei und drei Raumdimensionen.

Angegeben sind jeweils die Anzahl der benstigten Iterationen um den anfinglichen
Defekt um den Faktor 10® zu reduzieren. Die Rechenzeit ist in Sekunden angegeben
(Core 2 Duo Prozessor mit 2.5 GHz, gce-4.2 mit -O2 Optimierung). Es waren maximal
20000 Iterationen erlaubt. Fehlende Eintrége bedeuten, dass die Reduktion innerhalb der
erlaubten Zahl von Iterationen nicht erreicht wurde.

4.5.1 Modellproblem A

Modellproblem A lautet

—Au = (2d — 4|z|?)e”1#IP in Q= (0,1)%,
u = eIl auf 0f).

Die exakte Losung ist

u(x) = e oIP,
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Tabelle 4.1: Resultate fiir Modellproblem A.

| Modellproblem A, Q1, 2d |

h Jacobi Gauf3-Seidel Gradient Grad+SSOR CG CG+SSOR | CG+ILUO
IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT Zeit IT  Zeit

1/8 147 75 113 24 16 10 8

1/16 562 0.01 282 431 79 35 18 14

1/32 2113  0.15 1056  0.08 1621  0.06 275  0.03 69 34 25

1/64 7886  2.18 3939 1.10 6059 0.94 1011  0.43 | 136 0.03 64 0.03 46  0.01

1/128 14615 16.1 3741 6.42 266 0.18 120 0.22 87 0.10

1/256 13823 115 | 521  1.94 | 217 1.89 | 162 1.23

| Modellproblem A, Py, 2d |

h Jacobi GauB3-Seidel Gradient Grad+SSOR CcG CG+SSOR | CGH+ILUO
IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT Zeit IT  Zeit

1/8 218 112 220 51 22 13 13

1/16 840  0.02 427 854 177 48 26 24

1/32 3165 0.21 1607 0.11 3230 0.12 645 0.07 98 49 45

1/64 11820 3.04 6004 1.57 | 12096 1.74 2403 0.95 | 193 0.03 95 0.04 88 0.02

1/128 8955 13.9 | 378 0.24 | 184 0.30 | 172 0.20

1/256 739 2.25 | 359 258 | 336 2.18

| Modellproblem A, Q1, 3d |

h Jacobi Gauf3-Seidel Gradient Grad+SSOR CG CG+SSOR | CG+ILUO
IT  Zeit IT Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT Zeit IT Zeit

1/8 98 0.01 51 7 18 16 9 8

1/16 376 0.24 189 0.12 290 0.10 55 0.05 34 0.01 17 0.02 15 0.01

1/32 1416  10.1 708  4.87 1087 4.10 187 1.95 67 0.26 32 0.34 27 0.25

1/64 5287  304. 2641  152. 4063  129. 681 65.6 | 132 4.43 59 5.86 51 4.18

Abbildung 4.2: Losung des Modellproblems B in 2d und 3d.
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4.5.2 Modellproblem B
Modellproblem B lautet

—Au=f in Q= (0,1),
u=gq auf I'p,
—Vu-v=y auf I'y,
mit
) = 50 0.25 <z, 21 < 0.375
1 0 sonst ’
und
FNI{JJ|LC1:O\/JJ1:1\/(I0:1/\ZE1>1/2>} FD:(?Q\FN,
und
g(z) = e~ lle=aol”, zo=(1/2,...,1/2)",
sowie

() -5 1’0:1/\1)1>1/2
I\ = 0 sonst :

4.5.3 Modellproblem C
Modellproblem C lautet

~V - {k(z)Vu} =1 in Q= (0,1)%,
u=>0 auf 092,
mit
(20.0 xo/H | gerade, |x1/H | gerade, |zo/H | gerade
0.002  |zo/H| ungerade, |z1/H | gerade, |z2/H | gerade
0.2 xo/H | gerade, |x1/H | ungerade, |xo/H | gerade

I

I

I
2000.0 |z¢/H | ungerade, |z1/H | ungerade, |xo/H | gerade
1000.0 |zo/H | gerade, |z1/H | gerade, |x2/H | ungerade
0.001  |x¢/H | ungerade, |z1/H | gerade, |xo/H | ungerade
0.1 |zo/H | gerade, |x1/H | ungerade, |xo/H | ungerade
10.0 |zo/H | ungerade, |x1/H | ungerade, |x2/H | ungerade

\

4.5.4 Modellproblem D
Modellproblem D lautet

—V Ak(x)Vu} = f in Q = (0,1)4,
u=gqg auf I'p,
—Vu-v=>0 auf I'y,
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Tabelle 4.2: Resultate fiir Modellproblem B.

[ Modellproblem A, Q1, 2d ]

h Jacobi GauB3-Seidel Gradient Grad+SSOR CcG CG+SSOR | CG+ILUO
IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit 1T Zeit IT  Zeit

1/8 456 230 424 65 32 14 11

1/16 1770  0.07 888  0.02 1504  0.01 237 59 24 18

1/32 6720 0.43 3364 0.21 5436  0.22 877 0.09 112 45 32

1/64 12614  3.20 | 19895 3.11 3249 1.28 215 0.04 87 0.04 61 0.02

1/128 12055  18.8 415 0.28 | 168 0.27 | 118 0.13

1/256 806 2.88 | 328 2.63 | 231 1.71

[ Modellproblem A, Pp, 2d ]

h Jacobi Gauf3-Seidel Gradient Grad+SSOR CG CG+SSOR | CG+ILUO
IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT Zeit 1T Zeit IT  Zeit

1/8 667 338 830 138 41 18 16

1/16 2619 0.04 1327  0.02 2969  0.03 525  0.01 82 35 32

1/32 10009  0.60 5075 0.32 | 10778 0.40 2017  0.20 159 68 62

1/64 19131  4.57 7637  2.81 306 0.05 | 133 0.05 | 124 0.04

1/128 590 0.36 | 259 0.39 | 244 0.28

1/256 1143  3.45 | 505  3.47 | 478 3.08

[ Modellproblem A; Q1, 3d ]

h Jacobi Gauf3-Seidel Gradient Grad+SSOR CG CG+SSOR | CGH+ILUO
IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT Zeit IT  Zeit

1/8 180  0.01 92 176 29 29 12 10

1/16 694  0.42 349 0.21 596  0.22 95  0.09 54 0.02 22 0.02 19 0.01

1/32 2622 17.6 1313 8.74 2126  7.86 343  3.54 102 0.39 42 0.44 35  0.32

1/64 9813  531. 4908  263. 7747 240. 1269  119. 197  6.42 80  7.70 67  5.40

Abbildung 4.3: Lésung des Modellproblems C in 2d und 3d.
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Tabelle 4.3: Resultate fiir Modellproblem C.

Modellproblem C, Q1, 2d

h Jacobi Gauf3-Seidel Gradient Grad+SSOR CG CG+SSOR | CGH+ILUO
IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit

1/8 4665  0.06 2354 0.01 | 3334 0.01 724 27 17 8

1/16 13573  0.26 4335 0.12 281 38 27

1/32 17512 1.91 | 1761  0.08 73 52

1/64 8644 1.48 | 142  0.06 99  0.03

1/128 282 0.49 196 0.22

1/256 577  4.82 | 405 2.96

Modellproblem C, @1, 3d

h Jacobi Gauf3-Seidel Gradient Grad+SSOR CcG CG+SSOR | CG+ILUO
IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit

1/8 127  0.01 65 96 22 21 10 8

1/16 1326  0.83 667  0.42 208 0.20 | 1179 0.45 32  0.03 23 0.02

1/32 9966  68.2 4996  34.8 1425 14.8 | 8594 329 71 0.76 56 0.51

1/64 8382  T792. 151 14.6 124 9.96

Abbildung 4.4: Log-normalverteilte Permeabilitiatsfelder in 2d und 3d.
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Abbildung 4.5: Losung des Modellproblems D in 2d und 3d.

Tabelle 4.4: Resultate fiir Modellproblem D.

Modellproblem D, @1, 2d |

h Jacobi GauB3-Seidel Gradient Grad+SSOR CcG CG+SSOR CGH+ILUO

IT  Zeit IT Zeit | IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit
1/64 11307  4.58 1825 0.31 193 0.08 | 110 0.03
1/128 5755  3.87 375 0.62 | 250 0.28
1/256 15489  57.2 707 5.72 | 492  3.67
1/512 385. | 1345 53.6 | 955 35.2

| Modellproblem D, @1, 3d |

h Jacobi GauB-Seidel Gradient Grad+SSOR cG CG+SSOR CG+ILUO

IT  Zeit 1T Zeit | IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit
1/16 2538 1.52 1280  0.78 395 0.37 452 0.17 48  0.05 36  0.03
1/32 10096 67.8 5069 34.0 1401 14.6 2190 8.48 88 0.93 73 0.69
1/64 19158 1046 4905  469. 5859  195. 166 16.3 | 140 11.9
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mit
FD:{.T‘.%o:O\/xO:l} szaQ\FN,
und
. 1 Ty = 0
Die Funktion k(z) ist log-normalverteilt mit vorgegebenem Mittelwert, Varianz und Kor-
relationsldnge. Beispiele sieht man in Abbildung 4.4. Die Varianz betrug 3 und Mittelwert

war 0, d.h. die Permeabilititen schwanken zwischen 103 und 103. Als Korrelationslinge
wurde 1/64 in 2d und 1/32 in 3d verwendet.

4.5.5 Modellproblem E

—V {K(z)Vu} =1 in Q= (0,1)%,
u=>0 auf 0€),

mit K (z) einem diagonalen Tensor

1076 i=35=0
0 sonst

Vorsicht: Matrix fiir ¢y ist zwar symmetrisch und positiv definit, aber nicht irreduzibel
diagonaldominant. Jacobi konvergiert aber nicht fiir jede s.p.d Matrix ungedampft, daher
die Probleme mit dem Jacobi-Verfahren fiir ();-Elemente. Im 2d-Fall ist die entstehende
Matrix nahezu tridiagonal, das ILUg-Verfahren ist bei richtiger Anordnung exakt fiir
Tridiagonalmatrizen.
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Tabelle 4.5: Resultate fiir Modellproblem E.

Modellproblem E, @1, 2d, lexikographische Anordnung

h Jacobi Gauf3-Seidel Gradient Grad4+SSOR CG CG+SSOR | CGH+ILUO
IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit 1T Zeit IT  Zeit

1/8 186 524 46 16 20 2

1/16 756  0.02 2102  0.02 176 75 43 2

1/32 2949  0.19 8250 0.33 666  0.07 255 0.01 89 0.01 2

1/64 11423  2.89 2614  1.03 547 0.09 | 175  0.07 2

1/128 10102 15.7 | 1106 0.74 | 344 0.55 3

1/256 2188 7.72 | 664  5.19 3  0.02

[ Modellproblem E, P, 2d, space depth-first Anordnung

h Jacobi Gauf3-Seidel Gradient Grad+SSOR CcG CG+SSOR | CG+ILUO
IT Zeit 1T Zeit IT Zeit IT Zeit 1T Zeit 1T Zeit IT Zeit

1/8 233 119 228 50 8 17 9

1/16 946 0.02 481  0.01 946 0.01 180 0.01 16 36 35

1/32 3798 0.24 1930 0.12 3834 0.14 638  0.07 32 76 0.01 89

1/64 15203 3.79 7724 1.94 15422  2.22 2362  0.96 66 0.01 157 0.07 183 0.05

1/128 9020 14.3 173  0.11 | 318 0.52 | 373 0.44

1/256 386 1.16 | 674 4.94 | 756 4.97

[ Modellproblem E, @1, 3d, lexikographische Anordnung

h Jacobi Gauf3-Seidel Gradient Grad4+SSOR CG CG+SSOR | CG+ILUO
IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit IT  Zeit 1T Zeit IT  Zeit

1/8 127  0.01 264  0.01 34 26 18 8

1/16 505  0.30 1046  0.38 122 0.11 84 0.04 37 0.04 14 0.01

1/32 1952 12.8 4100 15.2 458  4.71 209 0.80 73 0.76 24 0.22

1/64 7582  404. 16014  495. 1796  169. 422 13.8 143 13.8 44 3.72
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5 Uberlappende
Gebietszerlegungsverfahren

5.1 Motivation: Klassische Schwarz-Methode

H.A. Schwarz hat 1890 ein Verfahren vorgestellt, mit dem er die Existenz von Losungen

der Laplace-Gleichung in , komplizierteren“ Gebieten gezeigt hat.
Zu 16sen sei

—Au=f in )
u=gq auf 0f)

in einem Gebiet Q = Q; Uy mit O, Ny # (), etwa wie in Abbildung 5.1.

R4 \
/ "
/ \
’/ \
. . . )
A | J— A
Ql Il FQ = 892 N Ql QZ l}
\ I
\ !
\ /
\ !

\\\\Fl — 8@1 N Qg///

Abbildung 5.1: Zwei iiberlappende Teilgebiete

Das alternierende Schwarz-Verfahren bestimmt die kontinuierliche Lésung u in ganz 2

durch abwechselndes Losen in den Teilgebieten Ql und Qg.
Wir definieren (siehe Abb. 5.1):

Flzﬁfllﬂflg, ngaﬁgmﬁl

und bezeichnen mit

ul Losung in €2; im Iterationsschritt k&
Ulﬂrg u]f ausgewertet auf 'y,
Ug I, entsprechend
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Wir ignorieren im Moment, dass u¥ eventuell nicht stetig ist).

Dann lautet die alternierende Schwarz-Iteration bei gegebenem Startwert v (in ganz

Q):
for k=0,1,... {

Lose erst
—Auktt = in (4
ubtt = wFlp,  auf Iy (5.1)
U’erl = auf 891 \ Fl
und dann
—Aubtt = in
ubt™t = uFlp,  auf Ty (5.2)
US—H = auf 892 \ FQ
definiere u**! als

Wz, y) = ub™ (w,y)  falls (z,y) € Qy
’ x,y) sonst
(5.3)

Man kann zeigen, dass fiir die entsprechende variationelle Form des Verfahrens
k+1 k
e =5 |y < ol =] o

gilt, wobei p von der Form der Teilgebiete abhéingt.

Dazu folgendes
Beispiel 5.1 Tn einer Raumdimension sei Q = (0,1), € = (0, s +a), Qy = (L —a,1), mit
0<a<jsowie f=0,g=1u"=0.

Die Iteration lasst sich graphisch durchfiihren: siehe Abbildung 5.2.

1
2

Wir zeigen fiir dieses Beispiel, dass fiir den Fehler e¥ = u — u* folgendes Fortpflan-
zungsgesetz gilt:

1-2a\°
L = " 5.4
I = (1) I (5.4
BEwEIs:  Laut Zeichnung wird der maximale Fehler jeweils im Punkt z = % — a an-
genommen, also ¢*(3 —a) = ||ekHoo. Am Rand gilt €*(0) = €*(1) = 0, dazwischen ist e*

linear. R
Bei gegebenem HekHoo gilt fiir den Fehler in €y:

VRN et AT :{ 0 z=1
A=l = e o=

o6
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Abbildung 5.2:

Alternierende Schwarz-Iteration fiir Dimension 1
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Abbildung 5.3: Fehler der Alternierenden Schwarz-Iteration



Fiir den Fehler in u{™" am Randpunkt z = 1 + a gilt somit

1
k411 — k(L _ 2 Ak
A0 =+ = 2,

Dies ist gleichzeitig der maximale Fehler in uf™, wegen ef*!(0) = 0 gilt

et erLa et B
;taz+a e5(3+a) r=3+a
Somit gilt fiir den Fehler in u5™" an der Stelle z = 1 — a:
1 a\?
ekt = 73 - o) = kG - o) = (355 )

5.2 Allgemeine Konstruktion

Nun wollen wir
o die Idee auf p > 2 Teilgebiete erweitern
e den Aspekt der Diskretisierung einbringen.

Wir beginnen mit einer systematischen Konstruktion der iiberlappenden Teilgebiete.
Es sei ein Gebiet Q C R? gegeben (wir beschrinken uns auf d = 2, die Konstruktion
geht aber allgemein). Dieses zerlegen wir in nicht tiberlappende Teilgebiete:

p
i=1

Die Teilgebiete seien von dreieckiger oder viereckiger Form wie in Abbildung 5.4. Wir
konnen €2; auch als grobes Gitter fiir €2 deuten.
Nun erweitern wir jedes (); um alle Punkte im Abstand (- H, wobei H die ldngste
Kante eines €Q; ist;
Q; = {z € Q| dist(z, ) < §- H}

und erhalten somit die tberlappende Zerlegung von ). Die Abbildung 5.5 zeigt diesen
Prozess fiir ausgewihlte Teilgebiete. Der Parameter § > 0 kann frei gewéhlt werden.

Im Abschnitt 5.1 haben wir die Iteration mit Funktionen u¥ € C2(€) N C° (QT)
durchgefiihrt (oder u¥ € H}(€;), falls man die entsprechende schwache Formulierung
bildet).

Um die Idee auf eine numerische Losung zu iibertragen, miissen wir eine Diskretisierung
durchfiihren.
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Abbildung 5.5: Konstruktion der iiberlappenden Zerlegung

7}1 hq vy

Abbildung 5.6: Konstruktion des feinen Gitters 7j,.



Wir benoétigen dazu ein Gitter, welches wir durch regelmdfige Verfeinerung aus der
nichtiiberlappenden Zerlegung von () erhalten. So ergibt sich das feine Gitter 7;, mit der
Gitterweite h. Siehe hierzu Abbildung 5.6

Nun kénnten wir die diskrete alternierende Schwarz-Iteration dadurch definieren, dass
wir

o alle Teilgebiete in vorgegebener Reihenfolge abarbeiten und

e in jedem Teilgebiet eine neue diskrete Losung unter Beachtung jeweils neuester
Randwerte ausrechnen.

Der Einfachheit halber setzen wir - H = m - h fiir ein m € N voraus.

Wir konnen diesen Prozess jedoch statt fiir Funktionen auch auf der Ebene des linearen
Gleichungssystemes formulieren.

Dazu sei

1 Indexmenge aller inneren Knoten des feinen Gitters 7},
Ax =b das aus FD- oder FE-Diskretisierung auf 7, entstandene
Gleichungssystem. Es ist A € RI*!

Aus der iiberlappenden Zerlegung in die Q); erhalten wir eine iiberlappende Zerlegung
der Indexmenge: R )
I; == {j € I | Gitterpunkt (z;,y;) € Q;}.
Die Zerlegung ist iiberlappend, da

A

QN #0= LN #0
——
Nachbarn
Esseix € R’ ein beliebiger Vektor. Die Restriktion dieses Vektors auf das Teilgebiet
(); besorgt die Matrix R;: R — R
(Rix); = (x); Vj € L
R; ist eine Rechteckmatrix mit einer 1 pro Zeile und maximalem Rang. Entsprechend ist
RT: Rl — R
roy_ ) (@); JEL
(Fi:) { 0  sonst
die Fortsetzung eines Vektors mit Nullen.
Weiter definieren wir A; als

1 k=

0 sonst A;e; liefert die j-te Spalte von A;,

BEWEIS: Seie; € ]Rf", so dass (&), = {

davon gucken wir die k-te Komponente an (k € I;)

(Aiej)e = (RA R} )= (R Az ) = (Az)k
e ~~~ da k€ I;
1in j-te
Kom- Spalte
ponen- von A;
te zj €
J RI,
(zj)m =
Ojm
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Damit werden wir nun die zweite Varianten der Schwarz-Iteration definieren.

5.3 Multiplikative Schwarz Iteration

Gegeben sei eine beliebige Iterierte % € R!. Wie iiblich gilt die Defektgleichung fiir

e =z — x%:

Ae =b— Az (5.5)

Statt A nun durch eine andere Matrix gleicher Dimension zu approximieren, wollen wir
versuchen, den Fehler nur fiir die Indizes I; C I zu berechnen, d.h. wir setzen an

e = Rlv; (5.6)
mit einer zu bestimmenden Korrektur v; € R% . Einsetzen in (5.5) liefert

ARl v; = b— Az

I ‘ Unbekannte). Mul-

tiplizieren wir auf beiden Seiten mit R;, so ergibt sich ein quadratischens Gleichungssy-
stem:

Dieses Gleichungssystem ist iiberbestimmt (|/| Gleichungen fiir

R;ARTv; = R;(b — Az, (5.7)
Als zu lésende Matrix erkennen wir A; = A; ; von oben! Als verbesserte Losung ergibt
sich
2" = g 4 RTv; = o + RTATI Ry (b — Az™) (5.8)
Der Vektor ™" € R! entspricht exakt dem einmaligen Losen im Teilgebiet Q); unter
Festhalten der aktuellen Randwerte in der Schwarz-Iteration.
Anwenden der obigen Prozedur auf jedes Teilgebiet ergibt einen Iterationsschritt der

multiplikativen Schwarz’schen Methode.
Algorithmus 5.2 (Multiplikativer Schwarz) Mit den Bezeichnungen von oben:

gegeben 20 € R!
for k=0,1,...
fori:’1,2,..._,p _
2 = 2 4 RTATR; (b — Akar%)

Bemerkung 5.3 (Fehlerfortpflanzung im multiplikativen Schwarz) Es gilt fiir einen Teil-
schritt , .
e"ts = (I — RTAT'RA)e 7 (5.9)

und somit fiir eine Iteration:
=T —PB) - (I — P)(I — Py)eF, (5.10)

wobei P, = RTA;'R; A abgekiirzt wurde.
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BEWEIS:

M=z 2" =z RTAT'Ry(b— Az i;I) =
= (z— ") = RTA'RA(x — 2™
= (I—RIA7'RA)H

Beachte, dass W in der tiblichen Formulierung hier nicht invertierbar ist. (5.10) folgt aus
p-maliger Anwendung von (5.9). O
Aus (5.10) ergibt sich die Bezeichung ,, multiplikatives Schwarz-Verfahren*.

Bemerkung 5./ Pje ist nichts anderes als die Korrektur ;!

Offensichtlich werden im multiplikativen Schwarz-Verfahren alle Teilkorrekturen v; se-
quentiell nacheinander berechnet. In Algorithmus 5.2 benutzt Schritt ¢ das Ergebnis von
Schritt ¢ — 1.

Eine gleichzeitige Berechnung von Teilkorrekturen gelingt mit folgender

Bemerkung 5.5 (unabhingige Teilkorrekturen) Es sei J C {1,...,p} so, dass
T .o . .
RiAR; =0 Vi,j€ Jji#] (5.11)

Dann héngen die Korrekturen v;, ¢ € J nicht voneinander ab.

BEWEIS:  Betrachte zwei beliebige i, 5 € J.

(I - RTAT'RA)(I — RTAT'R;A) =
=1—-RIA7'R;A— RIAT'RA+ RT A7 RART AT'R;A =
N——

=0On.v.
=1-P—P
Mehrfache Anwendung zeigt [[..,(I — F;) =1 -3, P, O
Bedingung (5.11) bedeutet, dass fiir alle n € I; und p € I (A)y, = 0 gelten muss (A

ist s.p.d.).

Somit besteht J aus den Teilgebieten, ,die weit genug auseinander sind“. Fiir unser
Beispiel zeigt Abbildung 5.7 eine Zusammenfassung von Teilgebieten, deren Korrekturen
sich jeweils gleichzeitig berechnen lassen.

Beachte:

[ ] {1,...,p}IJ1UJ2UJ3UJ4

e Alle Korrekturen in J;, sind unabhéngig voneinander.

e Es geniigen immer vier Gruppen fiir beliebig grofles p.
e f< % muss gelten!
e Die Bearbeitungsreihenfolge — erst J;, dann J5, usw. — liefert nicht die identischen

Ergebnisse wie ¢ = 1,2,...,p.
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Abbildung 5.7: Gleichzeitig ausfithrbare Korrekturen im multiplikativen Schwarz



Folgender Satz gibt Auskunft iiber die Konvergenzeigenschaften des multiplikativen
Schwarz-Verfahrens.

Satz 5.6 (Konvergenzrate des mult. Schwarz-Verfahrens) Es gilt die Abschétzung
lz =2, < plle =",

mit p =1 — O(H?), ||z||, = VaT Az (A s.p.d.) die Energienorm. Zudem héngt p von 8
und den Koeffizienten k;; der Differentialgleichung ab.
Hingegen héngt p nicht von h ab.

BEWwWEIS:  (SMITH, BJ@RSTAD und GROPP 1996) oder unten. Vergleiche Satz 5.6 mit
dem Beispiel 5.1. O

Fiir den Fall, dass I; N fj = () Vi # j ldsst sich die multiplikative Schwarz-Iteration
auch als Block-Gauss-Seidel-Ideration schreiben. Vergleiche Abschnitt 4.2.

5.4 Additive Schwarz-lteration

Statt alle Korrekturen jeweils mit neuesten Werten, kann man auch alle Korrekturen
beziiglich z* berechnen. Dies ergibt die

Algorithmus 5.7 (gedampfte, additive Schwarz-Iteration) Mit dem Dampfungsfaktor w €
R*:

gegeben 20 € R!
for k=0,1,2,...
Pl =k +w>S P RTATRi(b— Axk)

Fiir die Fehlerfortpflanzung gilt

Bemerkung 5.8 (Fehlerfortpflanzung im additiven Schwarz) Es gilt

p
6k-ﬁ-l _ (I_WZPZ> ek’
=1

mit P, = RT A; ' R; A wie oben.

Die Iteration konvergiert nur, wenn w grofl genug gewahlt wird, oder man verwendet
zusitzlich das Gradientenverfahren. Dies liegt an der mehrfachen Korrektur in den Uber-
lappungsbereichen. Fiir w geniigt auch die Wahl w = 1/N mit N der maximalen Zahl
sich iiberlappender Teilgebiete.

Beziiglich des Konvergenzverhaltens gilt der

Satz 5.9 (Konvergenz der additiven Schwarz-Iteration) Es gilt

5 (zp: H) <CH?(1+p7

=1
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C' ist unabhéngig von h und H, héngt aber ab von den Koeffizienten k;; der DGL.
Aus dieser Abschitzung folgt, dass das Gradientenverfahren angewandt auf die additive
Schwarz-Iteration mit der Rate p = 1 — m konvergiert.

BEWEIS:  siche unten. O
Fiir den Fall I; U I; = 0 Vi # j entspricht das additive Schwarz’sche Verfahren der
Block-Jacobi-Iteration.

5.5 Schwarz-lteration mit Grobgitterkorrektur

Nach den Sétzen 5.6 und 5.9 héingt die Konvergenzrate des multiplikativen wie auch des
additiven Schwarz-Verfahrens von H ab. Mit steigender Prozessorzahl (p = H~?) werden
immer mehr Iterationen bendétigt.

Um diesen Effekt zu verstehen, betrachte ein Teilgebiet €; mit 9€; N 9 = ) und den
speziellen Fehlervektor ¢; € R’

&), = 1 Gitterpunkt (z;,y;) € o
! beliebig sonst

Da A fiir innere Gitterpunkte die Zeilensumme 0 hat, gilt

Somit ist auch die fiir diesen Fehler im Teilgebiet Qi berechnete Korrektur v; = 0 (denn
v; = fl; 1RiAéi): obwohl ¢; = 1 im Teilgebiet Qi! Dies gilt allgemein fiir ,,glatte” Fehler:
Fehler, die in einem Teilgebiet annéhernd konstant oder linear sind, werden durch die
Teilgebietskorrektur kaum erfasst.

Abhilfe schafft eine Grobgitterkorrektur, die wie folgt konstruiert wird. Wir nutzen die
zweistufige Gitterkonstruktion aus Abbildung 5.6. Es sei Iy C I die Indexmenge der
Knoten des feinen Gitters, die auch im groben Gitter vorkommen (Abbildung 5.8).

Die Grobgitterkorrektur vy wird in R’# berechnet. Es sei fiir i« € Iy der Einheits-
vektor z;, also (z;); = 05, 1,j € Iy. Wie immer bezeichne (z;,y;) die Koordinaten des
Gitterpunktes ¢ € I. Damit definieren wir die Prolongation RY: R — R! mittels

_ |zl iyl o o
(Rizi); = { <1 " ) <1 H ) g — @il lys — vl < H
0

sonst

Da vy =) .. I (vy); 2, ist hiermit die Prolongation fiir jedes beliebige vy beschrieben.
Gegeben eine Niherungslosung z% € R! fiir Az = b, wird die Grobgitterkorrektur
durch Losen des Gleichungssystems

AHUH = RH(b — AIalt)

mit

Ay = RyARL
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Ip={iel|(ziy) € Tu}

» " " " In
& & &
& & &
}H
——
H

Abbildung 5.8: Zur Definition von Iy

bestimmt. Das Besetztheitsmuster der Matrix Ay ist in diesem Fall ein 9-Punkte-Stern
auf dem groben Gitter. Eine weitere Charakterisierung von Ay wird unten gegeben wer-
den.

Als verbesserte Néherung ergibt sich dann

" = 2™ + RLAZ Ry (b — Ax™). (5.12)

Da (5.12) formal so aussieht wie (5.8) verwenden wir statt dem Index H den Index 0,
d.h.
Ro:= Ry, Ao := An, jo = Iu,

und erhalten

Algorithmus 5.10 (Multiplikativer Schwarz mit Grobgitterkorrektur) Gegeben 2° € RY.

for k=0,1,...
fori=0,1,2,....p

41

S = + RiTAi_lRi(b — Aka“%)

Algorithmus 5.11 (Additiver Schwarz mit Grobgitterkorrektur) Gegeben 2° € RI.
for k=0,1,2,...
=gk 4w S CRTATR (b — Axt)
Die Konvergenzrate beider Verfahren ist nun unabhéngig von H und h, aber weiterhin
abhéngig von 3 und den Koeffizienten £;;.

5.6 Hinweise zur praktischen Implementierung

Datenverteilung

Die Vektoren z, b und die Matrix A sind auf die Speicher der (nachrichtengekoppelten)
Prozessoren zu verteilen.
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Wir gehen aus von der allgemeinen Konstruktion mit Ty, Ty, nichtiiberlappenden Teil-
gebieten );, iiberlappenden Teilgebieten €2;, 5 = m - h mit m € N und den Indexmengen
I, I;, I,

Wenden wir uns zunéchst dem Schwarz-Verfahren ohne Grobgitterkorrektur zu. Pro-
zessor ¢ € {1,...,p} soll die Korrektur in €; berechnen. Wegen

d; = Ri(b — Az
benétigt er dazu alle (z); mit
j € I = {j € T'| Gitterpunkt (z;,y;) € Q_z}
Beachte, dass fz mittels Ql und lzi mittels Q_, definiert ist. Es gilt also
Lchclhcl

(wegen Q; C Q, C Q_Z) I, unterscheidet sich von I; durch Hinzunahme der Randknoten.
Ein Prozessor i € {1,...,p} speichert folgende Daten:

(xk>a o € fz
(b)a a € jz
(A)as ael,Bel,.

Damit erhalten wir folgende Implementierung fiir das additive Schwarz-Verfahren:

Algorithmus 5.12 (Implementierung des additiven Schwarz) Gegeben z° € RL.
Setze (20) = (20)a, a € I, (b)a = (D)a, a € I;, i€ {1,...,p}.
In Prozessor i € {1,...,p}:
for k=0,1,2,...
(di)o = (O)a = Y _(A)as(at)s, a €l
pel; . K
v, = A;ldi, Az RL’ — RL’
(Ui)a =0 VYae Il \ IZ
(Vi)a = (Vi)a + Z (Vj)ay @€ I, // Kommunikation
je{l#ilach} R
(zF ™)y = (@M +w(vi)a a € 1

Inexakte Teilgebietsloser

Bisher haben wir nicht gesagt, wie die Teilgebietsprobleme A; gelost werden. Prinzipiell
gilt hier dasselbe wir fiir A selbst, da A; die Diskretisierung der Differentialgleichung im
Teilgebiet € ist (schwachbesetzt, Kondition O(h~2)).

Bei der Schwarz-Iteration geht man von einer ezakten Losung der Teilgebietsprobleme
aus. Iterative, inexakte Losung ist moglich und fiithrt auf sekundére Iterationen [(HACK-
BUSCH 1991), Lemma 11.3.5]. Die Konvergenz der dusseren Iteration (Schwarz-Verfahren)
héngt dann von der Konvergenzrate der inneren Iteration (Teilgebietsloser, z.B. Gau$-
Seidel) ab. In der Praxis verwendet man z.B. Mehrgitter als Teilgebietsiteration.
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e sendet Prozessor j
Q an Prozessor ¢

Abbildung 5.9: Kommunikation der Korrekturen im Uberlappungsbereich

Praktische LAqsung des Grobgitterproblems

Es werden drei Moglichkeiten diskutiert:

1. Jeder berechnet den Teil von Ry (b — Az*) in seinem Teilgebiet, Aufsammeln von
dy in einem Prozessor (alle-an-einen, sequentielle Losung des Grobgitterproblems,
Austeilen der Grobgitterkorrektur (einer-an-alle), verteilte Prolongation.

2. Wie 1, nur dass dy auf allen Prozessoren gesammelt wird (alle-an-alle-Kommunikation)
und jeder das Grobgitterproblem 16st. Ist im Prinzip nur alle-an-alle gegen alle-an-
einen, einer-an-alle.

3. Verteilte Losung des Grobgitterproblems mittels eines Iterationverfahrens oder par-
alleler Gauf3-Elimination. Problem: sehr wenige Unbekannte pro Prozessor, nicht
sehr effizient.

Reduktion der sequentiellen Komplexitat

Wir wenden uns nun Fragen des Rechenaufwandes zu. Zunichst zeigen wir, dass das
Schwarz-Verfahren den sequentiellen Aufwand zur Losung eines Gleichungssystems redu-
zieren kann.

Dazu bertrachten wir d = 2 und ein strukturiertes Gitter mit h = 1/n, also n? Unbe-

kannten.
Das zu losende Gleichungssystem hat Bandstruktur, eine exakte Gauf-Elimination, die
dies ausnutzt hat Aufwand O(n?).
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Wir verwenden diesen Loser nun als Teilgebiets- und Grobgitterloserim Schwarz-Verfahren.
Der Aufwand fiir eine Schwarz-Iteration ist (sequentiell, mit ny = 1/H)

4
n
T,(n)= n} + n3 <—> = nj +ngn

~— ng
Grob- # Teil-
gitter- gebiete ein
problem Teilgebiets-

problem
Minimieren der Komplexitat durch optimale Wahl von ng:
d
M(n% +ngtnt) = dny — 2n°nt = nP (4nf — 2n?) =0
<~ 4nf =2n?
1
<~ ng= (%) 5 ni

Fiir dieses optimale ny ergibt sich die Komplexitét

4 2 4.
TS(”) = N1 opt + nH,optn ~n

wloo

Wegen der H, h-Unabhéngigkeit der Konvergenz gilt: Das Gleichungssystem lasst sich bis
auf Fehler ¢ in O(n3) Operationen l6sen!
Optimales Grobgitter im parallelen Fall

Wir fragen nun, wie grofl das grobe Gitter im parallelen Fall gewdhlt werden sollte.
Ausgangspunkt ist:

o Als Teilgebiets- und Grobgitterloser wird ein Verfahren mit Aufwand n® fiir ein
Gitter der Grofle n? verwendet

e Jeder Prozessor bearbeitet ein Teilgebiet
e Fiir das grobe Gitter steht ein separater Prozessor zur Verfiigung

e Teil- und Grobgitter konnen gleichzeitig bearbeitet werden (additives Verfahren)
Die parallele Komplexitét ist

T,(n) = max {n?{, (i> }
ng
optimal ist also

a
n
« 2c «

Die Laufzeit fiir dieses optimale ny ist
« . d
T,(n) =n2 bei n% = n? Prozessoren.

Fiir gegebenes n haben wir also die minimale Laufzeit (und damit die optimale Prozes-
sorzahl) bestimmt.

Die Wahl ny = /n ist unabhéingig von der Komplexitét des zugrundeliegenden Losungs-
verfahrens (d.h. von «).

Kommunikation und Uberlappung 3 wurden nicht beriicksichtigt.
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Speedup einer Iteration

Wir untersuchen nun den Einfluss des Losers und der Uberlappungsbreite auf den Speed-

up. Ausgangspunkt ist:
Tseg(n)

S(n,p) = Tou(n D)

e Wir betrachten additiven Schwarz ohne Grobgitterkorrektur sowohl fiir 7., als auch

fir Thar,

e allgemein in d Raumdimensionen

e der Teilgebiets- und Grobgitterldser hat den Aufwand n® fiir n¢ Gitterpunkte (o >

d).
Unter diesen Voraussetzungen gilt (beachte Abbildung 5.10)
H
pu———
. § d—1
Q; ;[(1 + ﬂ)%} Punkte

ﬁ,—a V
- Punkte I g-2-
nyr ng

Punkte

Abbildung 5.10: Illustration zum Speedup des additiven Schwarz

21+ pty

nH

RN RV (R CHREN S

4

b
" d—a 3 4 . :
1+<E) m(l"‘ﬁ)iaﬁ
Wir unterscheiden zwei Falle:

a > d (nicht optimaler Loser). In diesem Fall gilt
lim S(n,p) = p,

d—a

weil dann (%) — 0 fiir n — oo mit festem ny.
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a = d (optimaler Loser, z.B. Mehrgitter). Hier hat man

S(n,p) =

unabhéngig von n. Hier wichst die Kommunikation im selben Mafle wie der Re-
chenaufwand!

Skalierbarkeit

Wie verhélt sich das Verfahren bei konstanter Zahl von Unbekannten pro Prozessor,
dh. - =K, dh n= Kpi#dert und p — oo,
Ohne Grobgitter gilt laut dem letzten Abschnitt:

P _ p
1\ e - Kd—a. 3. d—l—ote
1+ (K”d> B(1 + B)i-1-e . e 1+ B (1+0)

S(K -pi,p) =
iy

also

p—00

. D a>d
lim S(Kpi,p) = 4 a=d

Mit Grobgitter wéichst der Aufwand zur sequentiellen Losung des Grobgitterproblems
wie n§; = pd (der Aufwand fiir die Teilgebietsprobleme bleibt konstant K¢). Fiir grofie
p wird das Grobgitterproblem zum Flaschenhals und muss verteilt gelost werden.
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8 Mehrgitterverfahren

8.1 Gitterhierarchie, geschachtelte FE-Raume

Das feine Gitter 77, [ > 0 entstehe durch regelmifiige Verfeinerung eines groben Gitters
T°, wie in Abbildung 8.1 dargestellt.

1D 2D

T3 et

72 f t t t t t t t {

T1 f t t t {

TJ0 | t {

70 7!

Abbildung 8.1: Regelméflige Verfeinerung von Gittern

Die Stufen bezeichnen wir mit
[=0,1,...,L,

die Gitter mit 7°,..., 7L, Der Bezug zur bisherigen Notation ist gegeben durch (der
Level-Index steht oben, um Verwechslung mit dem Teilgebiet zu vermeiden)

TH — TO, Th — TL,

nur jetzt betrachten wir auch explizit alle Zwischenstufen.
Zu jedem 7! mit [ € {0,..., L} gehort eine Indexmenge:

I',  Indexmenge der Knoten der Stufe [.

Die Nummerierung verschiedener Stufen ist konsistent, d.h. Gitterpunkt (z;,y;), i € 7'
hat auch Nummer 7 in allen 7% mit k& > [.
Die Standard-Knotenbasis auf Stufe [ ist

' ={p | kel'}
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mit dem entsprechenden FE-Raum
V! = span ®'.

Es gilt
Vg=V'CV'C...cVvIt CcVvl=V, Cc Hj(Q)
Jede Basisfunktion der Stufe [ kann durch eine Linearkombination von Basisfunktionen

der Stufe m > [ ausgedriickt werden. Fiir m = [+ 1 und m = L fiihren wir folgende
Schreibweise ein:

oL = Z @gwgpj@ Darstellung auf Stufe L (8.1)
jelr

o = Z Qfmgoé»“ Darstellung auf Stufe [ + 1 (8.2)
jep+1

Siehe dazu Abbildung 8.2.

N
LN

Abbildung 8.2: Darstellung hoherer Stufen in 1D

Bemerkung 8.1 Es gilt

O,;#0 < T3 (zj,y;) € suppy),
d.h. O(2(5=04) Koeffizienten sind von Null verschieden. Aber

Op; #0 < T3 (x;,y;) € suppyj,

sind nur O(3¢) viele.
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8.2 Abstrakte Formulierung von
Teilraumkorrekturverfahren

Wir formulieren nun lineare Iterationsverfahren in Finite-Elemente-Riumen statt im RY.
Die Funktion wy, sei Losung der Variationsgleichung in Vj, = V'

a(un, w) = (f, W)z Yw € Vi (8.3)
Mittels Bilinearformen kann man auf folgende Weise Operatoren definieren: Definiere

Ay Vi, — Vp, mittels
(Apv, ) p2(q) = a(v,w) Yv,w €V (8.4)

und die L?-Projektion Qy: L?(Q) — Vj, mittels
(th,w)Lg(Q) = (v,w)LQ(Q) Yo € L*(Q),w € Vj,. (8.5)
Mittels der Abkiirzung f, := Qf ist
Apup, = fi (8.6)

die dquivalente Operatorform zu (8.3), denn mit (8.4) und (8.5) gilt:

Apuy, = fn endl<iz>l>1 dil' (Ahuh,w)LQ(Q) = (fha w)L2(Q) Vw € Vy
o _ Yw € V;
(8.4),(8.5) a(un, w) = (f,0) 20y Yo € Vi

Bemerkung 8.2 Da A, : Vj, — Vj, miissen wir mittels Qj das f € LQ(Q) nach V}, proje-
zieren. Q) spielt dabei die Rolle einer Restriktion.

Wir formulieren nun, was eine Teilraumkorrektur ist. Sei dazu ul® € Vj, eine gegebene

Niherung von uy, die korrigiert werden soll und V; C V! C V¥ ein Teilraum von V'
Beachte, dass 0 <[ < L erlaubt ist und dass V; nur ein Teil von V] sein darf!
Es ist nun eine Korrektur v; € V; mittels der Gleichung

a(uzlt + Ui, ’LU) - (f> w)LQ(Q) Vw € V; (87)

zu bestimmen. Falls V; = V},, so wiirde uglt + v; = uy, gelten (siehe (8.3)). Ist V; C Vj, so

ist u® 4 v; eine verbesserte Niherung.

Analog zu oben wollen wir (8.7) in Operatorform schreiben. Dazu definieren wir A;: V; —
V; mittels

(A, w) 2y = alv,w) Yo,w €V, (8.8)
sowie Q;: L?(Q) — V; mittels

(Qiv,w) o) = (VW) oy YV E L*(Q),w € V. (8.9)
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Somit gilt
a(vy,w) =(f, w)Lg(Q) —a(uf™ w) Yw eV (8.7)
— (Aiviaw)L2(Q) =(Qifn, w)L2(Q) - (QiAhUtha w)LQ(Q)
= (Qz(fh - Ahuzlt)a w)LQ(Q) Yw € ‘/z
— A = Qi(frn — Anup)

also insgesamt:

up = up + A7 Qi(fn — Anup®) (8.10)

Bemerkung 8.3 f, — Apuf ist der Defekt als FE-Funktion!

Mehrere Teilraumkorrekturen konnen nun zu einem Gesamtiterationsverfahren kombi-
niert werden. Dazu wahlen wir M Teilrdume:

V, CVy,i € {1,,M}
Als notwendige Bedingung fiir Konvergenz des Verfahrens fordert man
Vit Vot oo+ Vi =V,

ansonsten kann die Zerlegung vollig beliebig sein.
Die Kombination der Teilraumkorrekturen kann sequentiell oder parallel erfolgen, ent-
sprechend erhélt man das multiplikative oder additive Teilraumkorrekturverfahren:

Algorithmus 8.4 (Multiplikative Teilraumkorrektur) Gegeben Zerlegung Vi, ..., Vy; und
Startwert uj)

for (k=0,1,...)
for (i=1,...,M) '
up T =y T AT Q(f — Ay )
Algorithmus 8.5 (Additive Teilraumkorrektur) Gegeben Zerlegung Vi, ..., Vys, und
Startwert uj)

for (k=0,1,...)
up™ = + 30 AT Q(f — Anuf)

Die abstrakte Formulierung der Teilraumkorrekturverfahren ist sehr méchtig. Wir konnen
alle bisher behandelten Verfahren (Jacobi, GauB-Seidel, Blockvarianten, iiberlappende
Schwarz-Verfahren) als solche formulieren.

Dies zeigen wir am Beispiel des Jacobi-Verfahrens: Wihle

V, = span{gof}, ielI"
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und betrachte die Korrektur v; fiir ein i € I
Aivi = Qi(fn — Ahuﬁ)
— CL(U,-, SOZL) = (fh7 %’L)L2(Q) - a(“ia QOzL)

= (Whialel,of) = )i — > (@¥)a(e},¢f)

Diagonal- jert .
element \~
von A i-te
Komponente
von
d=0b— Az*

wenn man v; = (y)ipf, und uy = 3.0 (2¥) ) schreibt. Somit ist v = 3. v =
Sicrn(W)ipr und w = Db — AzF) mit D = diag(A). Also entspricht dem Jacobi-
Verfahren auf Ax — b nichts anderes als die Wahl

o V; =span{p}
e additive Kombination der v; € V;

Das GauB-Seidel-Verfahren ergibt sich durch multiplikative Kombination.

Bemerkung 8.6 Eine Darstellun von A; ergibt sich durch einsetzen einer Basis von V.
Das abstrakte Verfahren (8.10) ist ,,basisfrei”

8.3 Beispiele fiir Teilraumkorrekturverfahren

e Jacobi und Gaufl-Seidel
V; = span{pF}, i€ I*

additiv — Jacobi
multiplikativ — Gauf3-Seidel

e Block-Jacobi, Block-Gauj$-Seidel

M
I"=1= U I, I; N I; = falls i # j (nicht tiberlappende Zerlegung)
i=1
Vi = span{yj | j € I}
additiv — Block-Jacobi

multiplikativ — Block-Gauf-Seidel

o [ingitter-Schwarz
VYZ' :Span{gp]l'/ |.] € IZ}7Z - ]-)"'7p

additiv — additiver Schwarz
multiplikativ — multiplikativer Schwarz
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o Jweigitter-Schwarz
Vi fir+=1,...,p wie oben,
Vo = span{¢)|je 1%
Unter Zuhilfenahme der V!, ... VI=! erhalten wir folgende Mehrgittervarianten:
e Hierarchische Basis
Wir nutzen folgende nicht tiberlappende Zerlegung:
Vl,i
=V + Z > ——
=1 jer\1i-1
additive Kombination — hierarchische Basis Verfahren HB Die K
multiplikative Kombination — hierarchische Basis Mehrgitter HBM tehonver
genzrate dieser Verfahren hat die Form p = 1— ( in 2D, aber leider p = 1—0O(h)
in 3D.
o Additives Mehrgitter
Uberlappende Zerlegung;:
L
S
=1 eIl
In Operatorform ergibt sich die Darstellung;:
Ahuh’ 901)
];L+1 _uh+A0 Qg(fh—.Ahuh +ZZ L) Qpéa (8'11)
=1 ’LEIl (901’()07,)
daher heisst das Verfahren auch Multilevel Diagonal Scaling.
Die Niherung a(¢!, ¢) ~ h{™? (fir —Au = f auf quasiuniformem Gitter) ergibt
das BPX-Verfahren.
Die Konvergenzrate ist unabhéngig von h.
o klassisches (multiplikatives) Mehrgitterverfahren
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Mit n! = |]l| setze

VE =span{pf} + ... +span{pl, } +span{pr T} + ... +span{p) )+ Vo
| | |
Vi Va1 Vi
und kombiniere multiplikativ.

Dies ist ein klassisches Mehrgitterverfahren mit einem Schritt Gauf-Seidel zur
Vorglattung.



Die so definierte Iteration ist nicht symmetrisch. Dies benotigt man aber, um die
Iteration innerhalb eines Gradienten- oder CG-Verfahrens einzusetzen. Hier bietet
sich die symmetrische Variante an:

VE=Vi+ Vot -+ Vi + Y, Va4V

~
wie oben = VO
definiert Grob.
gitter-

problem

Die Konvergenzrate ist unabhéngig von h.

8.4 Klassische Formulierung von Mehrgitterverfahren

Wir gehen nun den umgedrehten Weg und leiten aus der Operatorform eine Matrixfor-
mulierung her.

Dies geschieht natiirlich durch Einsetzen einer Basis.

Wir betrachen zunéchst das MDS-Verfahren aus (8.11). Die auf Stufe 1 < [ < L
berechnete Korrektur lautet

(fh - Ahufp @i)LQ(Q)
a(}, ¢})

V=Y )=

iel!

(8.12)

Offensichtlich ist
1
yl = (Dl) dla Dl dlag(Al) ( ) (fh - Ahuha 901,)[;( Q) (813)

mit A’ der Steifigkeitsmatrix auf Stufe /.

Betrachten wir den Vektor d' niher. Offensichtlich ist d, = f, — Ahuﬁ € VI eine
Feingitterfunktion. ¢! ist hingegen eine Funktion der Stufe 1 <1 < L. Setzen wir fiir ¢!
die Darstellung (8.1) ein, so ergibt sich

()i = (fo = Antfs 80) oy = D Oty (i = Antifs 0F) 12 (8.14)

jeIt
Mit der Darstellung uf = >, _;z(2*) L, erhalten wir

= =30 () prgy = D (@m0 (8.15)

jert mell
N -

J

(A;k)j

Die ©!, ; bilden die Koeffizienten einer rechteckigen Restriktionsmatrix r': R — R und

es ist
y' = D7 'rl (b — Ax") (8.16)

mit Az = b dem Gleichungssystem auf Stufe L. Fiir die grobste Stufe erhélt man die

Formel
Y0 = (AN (b — Az) (8.17)

119



mit (A°);; = a(p}, ¢}) der Diskretisierung auf Stufe 0.
Schreiben wir v! in der Basis von Stufe L ergibt sich

vl = Z@l)ld (8.1) Z Z(yl)i(@ﬁ’ng
iell '

(8.18)
iell jell

In der Basis ®% hat v die Koeffizienten (r!)”y!! Die MDS-Iteration in Matrixdarstellung
lautet:

L
2= 2k 4 (20)T(A) O (b — AdF) + ) ()T (D) (b — Aah) (8.19)
=1
Bemerkung 8.7 Der zweite Term in (8.19) entspricht exakt der Grobgitterkorrektur im
Schwarz-Verfahren, d.h.

I‘O = RH, AO = AH !
AO

r’A(r®)” sieht man durch Einsetzen von (8.1) in a(-, ).

Allerdings ist (8.19) wegen Bemerkung 8.1 nicht effizient. Die Berechnung von r!(b —
Ax*) erfordert O(NL) Operationen unabhdinging von [. Die Berechnung aller r'(b — Az*),

[ =0,...,L braucht somit O(n’logn’) Operationen. Dies geht besser:
Zunéchst bemerken wir, dass

(fh - Ahuia 903)[/2(9) = (b - A:L‘k)]
Die Berechnung aller

(frn — Anuy, Sﬁﬁ)Lz(m = Z 0: (fn — Anuy, 5

) )
je]lJrl

fiir i € I', | < L, braucht mittels (8.7) genau O(n'*!) Operationen.
Bei Stufenweiser Berechnung der restringierten Defekte ist die Gesamtkomplexitét

11
nL+nL*1+~~+n°:nL(1+5+—2+-~+

1 L 7N
—p)smn

1 n—1
wobei wir geometrisches Wachstum ";—Jlrl = 7 vorausgesetzt haben. In 2D gilt n = 4 in 3D
n=8.

Wir kénnen die 6! ; auch als Restriktion R': R — R’ deuten. Offensichtlich ist
rl = RIRHL . REL

Damit kommen wir zu

Algorithmus 8.8 (additives MG)
amge (zF € R™")

{
dl =b— AzF e IF
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for(I=L—-1;1>0;1=1—1) // sequentiell

d' = R'd'*1; // iiber Level
vie{l,...,L} o= \DL )~1d}y alle Level
diag(Al)
V0 = (A% 710 // gleichzeitig
for(I=1;1<L;l=1+1) // sequentiell
ol =l + (R Tl // iiber Level
return ¢! = 2% 4 ol

Das multiplikative Mehrgitterverfahren in algorithmischer Form ergibt sich durch Be-
rechnung neuester Defekte auf jeder Stufe:

Algorithmus 8.9 (multiplikatives MG)

mmge (¥ € R™)

{
db = bF — Alzk e IV
for(I=L;1>0;l=1-1)

{
vl =0; // wichtig, Startwert 0
for (m = 0; m < v1; m = m +/J)Vorglattungsiteration
{
Yt = (WH=td!; /] z.B. Wt = L(AY)
o = ol 4 o
dl — dl _ Al L.
}
d—! = R-1d); // Restriktion
}
v = (A%)~1d; // Grobgitter exakt losen
for (I=11<L;l=1+1)
{
yt = (R-HTylL // Prolongation
ol =l 4y
dl — dl _ Al l;
for (m = 0; m < ve; m = m +/¥)Nachgldttung
{
yh=(Whld’
o = ot 4ot
dl dl _Al !
}
}
return ¢! = 2% 4+ ol
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Bemerkung 8.10 e Oben wurde nur W' = L(A!), v; = 15, = 1 behandelt.

e Dies ist ein sogenannter V-Zyklus.

Satz 8.11 Die Konvergenzrate von additivem und multiplikativem Mehrgitterverfahren
ist unabhéngig von h, H (aber abhéngig von den Koeffizienten der DGL)

BeEwEISs:  siehe (SMITH, BJORSTAD und GrROPP 1996), (HACKBUSCH 1991). Wir wollen
das hier nicht machen, da es nicht spezifisch parallel ist. O]

8.5 Parallele Implementierung von MG-Verfahren

Das Mehrgitter-Verfahren ist kein spezifisch paralleles Verfahren, es ldsst sich jedoch
durch eine entsprechende Datenverteilung gut parallelisieren. Wir zeigen mehrere Moglich-
keiten.
Interessant ist vor allem die Parallelisierung der Gittertransformation. Wir beginnen
mit einer allgemeineren Darstellung und wenden diese auf verschiedene Situationen an.
Es sei I' die Indexmenge der Stufe I, I = 0,..., L. Wir betrachten folgende Datenauf-
teilung

(i). Fiir jedes I sei {I'} eine iiberlappende Zerlegung
p ~
I'=J1
i=1
in p Teilmengen.

(ii). Die ff, ff“ erfiillen fiir alle [ = 0,..., L — 1 (siehe Abbildung 8.3):

JEIM NG, #0 = kel

e [T
: /]\1 —1+1
1 T l
el

Abbildung 8.3: Uberlappende Zerlegung fiir das MG-Verfahren

Wir benétigen nun verschiedene Restriktionen. Mit R!: R — RI bezeichnen wir die
Restriktion auf das , Teilgebiet® i, d.h. fiir 2! € R! " st

(Rlzh); = («'); Vjell

wie bei den Schwarz-Verfahren.
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Unter R': R — R verstehen wir die Mehrgitterrestriktion wie oben eingefiihrt,

d.h. fir 2 € RT st
Rl H—l Z QkJ l+1 j (820)
]€Il+l
mit dem 6 ; aus (8.2).
Die Beschriankung von R! auf Teilgebiet i ist R!: RET R”, und ist gegeben fiir
AR R durch
]GIZl+1

Beachte: Rﬁ“ lasst sich wegen Bedingung (ii) lokal in jedem Prozessor durchfiihren.
Die drei Restriktionen erfiillen fiir jedes xl-H e RL" folgende Beziehung

Rl(RlJrl)T +1 _ (Rl) Rél’?ﬂ (822)
——
lokal
oder anders
N [ -
RI f*l R RI f
lokale MG-Restr.
pI+1INT . pINT
(Ri ) geckl)li-ets- l (Rl)
restriktion
R i+l R R Il

globale MG-Restr.
BeEwEs:  Setze 271 = (R und 2! = Rla!*!. Es leistet (v'*!); einen Beitrag zu
(')r genau dann, wenn 6 ; # 0 (rechte Seite in (8.20)). Dies kann wegen Bedingung (ii)
aber auch lokal durchgefiihrt werden! O
Beziehung (8.22) nutzen wir nun, um einen globalen Vektor zu restringieren. Sei z/*t1 €

R additiv zerlegt:
p

gt = Z(R?I)Txﬁﬂ, ottt e R (8.23)
i=1
dann gilt
P
R+ — R RIANT 41 RY( Rl+1 Tyhtt =
;( ‘ ) ‘ Rl hnear Z )
P
= ROT Rl
(8.22) ;( z) iLq

D.h. |Ist der Defekt additiv zerlegt, so konnen wir lokal restringieren
und erhalten, ohne Kommunikation, eine additive Zerlegung des
restringierten Defekts.

Dies lasst sich natiirlich iiber mehrere Stufen rekursiv fortsetzen, und wir erhalten fiir

0<m<]|
p

RURM R =Y (RYTRIR L Rl (8.24)

=1
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Fiir die Prolongation erhélt man die folgende Beziehung
RHY(RYT 2! = (RYT Rla! (8.25)

oder als Diagramm
RIZ (RZ)T R1l+1
globale Prolongation

‘| [

7 RHT A4l
R[l% ( 1) R[i

lokale Prolongation

(8.25) folgt wieder aus der Definition der Prolongation und Bedingung (ii).

(8.25) sagt, dass der lokale Anteil der prolongierten Korrekturen aus
dem lokalen Anteil der Korrekturen auf dem groben Gitter in jedem
Prozessor separat berechnet werden kann.

Rekursive Anwendung liefert fiir | < m < L

RYER™T . (RHT(RY 2 = (RMT .. (REY)T(RYT Rl (8:26)

Grobgitterkorrektur im Schwarz-Verfahren

Es sei gegeben
e cine Gitterhierarchie 7z = 7°,7',...,7* =T,

e cine iiberlappende Zerlegung der Indexmengen jeder Stufe
p 5 p N
r=yr, r=yt
i=1 i=1

e Forderung (ii) an die I! sei erfiillt
e zusétzlich eine nicht iiberlappende Zerlegung
p A ~
' ninf,=0vi#j ILcICl
i=1
Definiere U!: R — R% mittels
(Uiah); = (a'); Vjel
Dann wird die Grobgitterkorrektur wie folgt realisiert
- Jeder Prozessor ¢ speichert alle Indizes ff

- Berechne dff = U/(b — Az*) in jedem Prozessor; dies geht lokal ohne Kommunika-
tion, da IF C IF

124



Somit erfiillen die d* die Bedingung (8.23)

P
d'=b— Az" => " (RI)"d}

=1

Dann lisst sich d° (die rechte Seite des Grobgitterproblems) berechnen als

d° = R°R' ... RF1dF = zp:(R?)TRgR} ... RF14E

=1

- Um R?d° im Prozessor i zu kennen, ist eine Kommunikation iiber alle gemeinsamen
Knoten notig:

(d);= > (RR...R"'d});

ie{kljeid}

Lose Grobgitterproblem; die Prolongation der Korrektur geschieht nach (8.26) lokal

Mehrgitter mit minimaler Uberlappung

Wir betrachten die Datenaufteilung von Abbildung 8.4. Wir setzen

T T T T T T T T ‘_‘_‘_‘_‘_'_'_'_'

I | | | @ o @ | |

' P b4 b 4 p,
Ql QQ Qg Q4

Abbildung 8.4: Datenaufteilung fiir Mehrgitter (1D)

jll: {j GIZ ‘(Qf],y]> EQZ}

Diese Datenverteilung erfiillt (ii) von oben.
Prozessor i berechnet und speichert die Korrektur fiir alle Indizes I!. Die lokalen Anteile
am Gleichungssystem im Prozessor ¢ sind:

(Ao = / (KVL) - Vil de (8.270)

O
(B)a = | f¢h dz. (8.27b)
/
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Somit gilt (Alz! = b’ ist das lineare Gleichungssystem im sequentiellen Fall):

P

b= (R, (8.284)
=1
p ~ ~
A= "(R)" AR (8.28b)
=1

Damit gilt fiir den Defekt (einer beliebigen Stufe):

p p

d— b AL SR - SR AL Rl
p
= Z(}?ﬁ)T bl — Alzb* jeder muss 2! in I! kennen
i=1 P
P
- Y
i=1

also:

- d"* lassen sich lokal ohne Kommunikation berech-
nen

- {d"*} bilden eine additive Zerlegung.

Mit der Richardson-Iteration als Glétter erhalten wir folgende parallele Version von
Algorithmus 8.9:

Algorithmus 8.12 (paralleles, multiplikatives MG)

- Datenverteilung wie oben definiert.

- Jeder Vektor mit Subskript ¢ und Superskript [ ist in R

pmmge (z¥ inRTH)
{ dE = bl — Algh:
for(I=L;1>0;l=1-1)
{
vl =0;
for((m=0,m<v;m=m+1)
{
L= wd; // Richardson!
i = R (RO // Kommunikation
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v = + i
dl = d — Aly:

()

}
d—' = R, // lokal
}
v) = RO(A%)~1dO; // erfordert Kommunikation
for (1=1:1< L:l=1+1)
{

yll, — (Réil)T'UZl.*l; // lokal
=t
di = d — Alyl; // Defekt ist additiv!

for (m=0;m<wvy; m=m+1)

{

Ll

Yi _wdiv

I _ PINP  (PINT,)

yi = R j:l(Rj) Y;

Ll ol

I R

dy = di — Agy;;
return 2¢ = 2F + o}

}

e Braucht eine Kommunikation pro Glattungsschritt und

e Kommunikation zur Losung des Stufe-0-Problems (wie Schwarz-Verfahren).

Das additive MG-Verfahren (Algorithmus 8.8) lidsst sich analog parallelisieren. Dort
kann die Kommunikation aller Glattungsschritte der Stufen 1,..., L in einem (entspre-
chend grofleren) Kommunikationsschritt abgewickelt werden.

Eingitter-Schwarz als ,,Glatter” im MG

Hier zeigen wir, wie man iiberlappende Schwarz-Verfahren als Glatter im MG-Verfahren
einsetzen kann. Hier wird man die Teilgebietsprobleme sicher nicht exakt 16sen wollen.
Wir beschranken uns auf die additive Variante, d.h. additiver iiberlappender Schwarz
als Glatter im additiven Mehrgitterverfahren.
Wir arbeiten mit der selben Datenaufteilung wie im {iberlappenden Schwarz-Verfahren,
nur dass nun alle Stufen 0, ... L zum Einsatz kommen und auf jeder Stufe eine Zerlegung
in iiberlappende Teilgebiete benotigt wird. Hier die Konstruktion:

(a). Q Gebiet
(). Q=U"_,Q, QnNQ; =0 fiir i # j: nicht iiberlappende Zerlegung

(c). Qz Q; vergroBert um m; - h; mit h; der Gitterweite auf Stufe ¢
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(d). Wir verlangen m; < 2m;_;; damit folgt

Q, C Qi

. &t ={jer |y e}
le = {] S Il ’ (xj,yj) c Qz}
Bedingung (d) sichert Bedingung (i) an die I'.

I'=U I}, I'NIL=0 fiiri+# j seieine eindeutige Zerlegung von I'.

Algorithmus 8.13 (Additiver Schwarz + additives MG) Prozessor i besitzt
(ADas = alh, ) B €}

und jeder Vektor mit Subskript ¢ und Superskript [ ist in R,

samge (zF € R™)

{ (b — Ai); GET

L o 7
(d%); { 0 sonst

for(I=L—-1;1>0;1=1-1)
d' = R.d: // lokale Restriktion

; // additive Zerlegung des Defektes

vie{0,...,L} A
(d}); = Zme{n\jeﬂl}(din)j j € 1j;

1 = RAY)

vie{l,...,L} // Schwarz nur inexakt l6sen!
v [ (A)7Nd auf I
YT { 0 sonst ’
vie{l,...,L}

(Ug)j = Zme{ﬂjef}l}(vin)j J € le’
for(I=1;1<L;l=10+1)
vl = (REH Tl // lokale Prolongation

return 2" = zF + o7

%

Bemerkung 8.14 e Die Kommunikation aller Stufen kann in einer Message zusam-
mengefasst werden.

e Im multiplikativen Mehrgitter schalte nach dem Schwarz-Glétter eine Restriktion
auf die Knoten I! ein.
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9 Nichtiiberlappende
Gebietszerlegungsverfahren

9.1 Einfiihrung und Motivation

Betrachte die Zerlegung von 2 = (0,2) x (0, 1) in zwei nichtiiberlappende Teilgebiete €2y
und 2y, wie sie in Abbildung 9.1a) dargestellt ist.

%

0 : Qs T
==B =00 NN il

(a) (b

Abbildung 9.1: Zerlegung (a) und Diskretisierung (b) bei zwei Teilgebieten

Nach einer passenden Diskretisierung auf den Teilgebieten (Substrukturen) wie in Ab-
bildung 9.1b) nummerieren wir zuerst die Unbekannten in Teilgebiet 1 dann die in Teil-
gebiet 2 und zuletzt die auf dem inneren Rand B = 0€; N 92, N €. Das entstehende
Gleichungssystem Ax = b hat eine 3 x 3 Blockgestalt entsprechend dieser Zerlegung:

AW (()2) A% 2tV bt
o AR Al | (o) = (9.1)
Ag} A(B} Apgp ITB bp

Dabei entspricht x?) den Unbekannten in €, x?) denen in 25 und xp denen auf B.
Block-Gau$-Elimination der Blécke Ag} und Ag} ergibt

1 1 1 1
a0 g oo
0 A7 Ajp x| = | by
0 0 S B g

A A 1 A -1t A 1 A 2 A 2)~1 A 2
S BB (B} (II) ng (B} gf) 332

1) )~ 11 2) (2)~ L, 2
g =bs— AGAT) b — AR AT bP.
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Der generelle Algorithmus geht wie folgt vor:

i). berechne rechte Seite g (paralleles Losen A(i)il
1
(ii). lose Sxp = g — Ziel: iterativ, ohne Aufstellen von S!
(iii). lose A?’}x?) = bgi) — A(%xB (parallel)

Alternativ kann man folgende LDU-Zerlegung von A nutzen

I 0 0\ /4D o o\ (1 0 AD AL
A= 0 1 0 0o A% o @2~ (2 7
W) 4071 4@) 4@ M 01 A Al
AptAry AR AL I 0 0 S 0 0 I

~
Trafo in ,,diskret
harmonische Basis“

S sowie A(Iij)_1 durch Ndherungen ersetzen und daraus ein Iterationsverfahren fiir das
Gesamtsystem gewinnen.

Wir werden im Folgenden den ersten Ansatz weiter verfolgen. Der alternative Ansatz
hat Vorteile bei der Anwendung inexakter Teilgebietsloser, dazu aber spéter.

Das ,Schurkomplement“ S ist positiv definit und voll besetzt (bei p > 2 Teilgebieten
ist es blockweise voll besetzt), ist jedoch besser konditioniert als A selbst: x(S) = O(h™)
(A ist Diskretisierung eines elliptischen Operators zweiter Ordnung).

Die iterative Losung des Schurkomplementsystems Sxp = g mit dem CG-Verfahren er-
fordert nur Matrix-Vektor Multiplikationen der Form Sy = (App—3.7_, Ag)IAyI)_IA%)y,
die sich durch paralleles Losen in den Teilgebieten realisieren lassen.

Ziel aller im Folgenden beschriebenen Verfahren ist die Konstruktion geeigneter Vor-
konditionierer (approximativer Inversen) fiir das Schurkomplementsystem. Hierbei be-

trachten wir zunéchst ausfithrlich den Fall von zwei Teilgebieten (2D) und dann den Fall
vieler Teilgebiete (2D und 3D).

9.2 Vorkonditionierer bei zwei Teilgebieten

9.2.1 J-Operator

In speziellen Féllen kennt man eine Transformation von S auf Diagonalgestalt. Es sei
Gebiet 2 = 4 U €25 und Gitter wie in Abbildung 9.2.
Ist A eine Diskretisierung von —A mit dem 5-Punkte-Stern, so léasst sich S schreiben
als
S=FAF

mit der symmetrischen und unitédren Matrix F' —

(F)ij:,/niﬂsin(;ﬂ) i,j€{l,...,n}

140



n
Gitter-
punkte

vV Vv
m1 Punkte ms Punkte

Abbildung 9.2: Gitter

— und der Diagonalmatrix

1 _|_,yim1+1 1 _’_,yim2+1
(A)i,i_(l m1+1—|—1_7m2+1 \/O’i‘i‘O’?/Zl

Y%

0; = 4sin’ (2(511)) , Yi=1+0i/2—Joi+02/de (5,1)

siche (CHAN 1994) und Referenzen dort. Fiir my, my geniigend grofl kann man z.B.

wobel

S~ J=F2Y?2F ¥ = diag(o;)
als spektraldquivalente Ndherung verwenden. Die Losung des Systems
Juv=r

kann in O(nlogn) Schritten mittels schneller Fourier-Sinustransformation durchgefiihrt
werden. Der Vorkonditionierer lautet

B; = FY'?F.

Ist das Gitter nicht mehr regelméflig oder die Koeffizienten des elliptischen Operators
variabel, so kann J noch als Vorkonditionierer verwendet werden, die Konvergenzrate
wird jedoch (viel) schlechter.

0.2.2 Neumann-Dirichlet Vorkonditionierer

Bei einer FE-Disktretisierung zerfallt der Agp-Block in Gleichung (9.1) in natiirlicher

Weise in zwei Teile Agg = Ag])g + Agg, die durch Integration der Bilinearform in den
Teilgebieten €2;, i = 1,2 entstehen. Das Schurkomplement .S schreibt sich dann als

1 IO e 2 D 4271 (@2
5 = Al — AAD AL 1 A8, ARAR A = 50 4 5
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wird also aus Beitriigen von jedem Teilgebiet zusammengesetzt. S® kann auch als Schur-
komplement der Matrix

A6 — A(%) A(%; 9.2)
ABI ABB

verstanden werden, wobei links bzw. oben die Unbekannten in €2;, rechts bzw. unten die
auf B stehen.
Der Neumann-Dirichlet Vorkonditionierer basiert auf der Idee, dass

S = 5@ also § =250,

falls Gebiet und Gitter spiegelsymmetrisch zum internen Rand sind (A ist Diskretisierung
von —A, sowieso). In diesem Fall ist S() ein idealer Vorkonditionierer, im allgemeinen
Fall wird gehofft, dass S immer noch akzeptabel ist.

Im Sinne eines Rechtsvorkonditionierers

-1

Byp = 5%

wird die CG-Iteration angewandt auf das transformierte Gleichungssystem

_le =g, Tp= 5(1)_1103,

SsSM
W™ g 4 g@ygm _ 2 g)~!
SS (S + S¥HS I+S S. )
Tdentfal
Eine Iteration benétigt somit
(i). eine Multiplikation mi S m-!

(ii). eine Multiplikation mit S®

Zum Schritt (i) Fiir die Matrix A® aus (9.2) gilt die Block-LDU-Zerlegung

. I 0 (1) L=t @)
A® — M -1 (AII (()1)) I A Ap = LDU
AR Ay I 0 S 0 I

Fiir die Inverse A® " rechnet man nach:

1 1 -1
A0 [ —Af) AL Ay 0 1 1I -1 °
0 I 0 s ) \—aARDaAWT T

=1 n-1 —1 ,(1) (1)~ 1! n-1 —1
(A A s A A Ao
—S(l)_lAg}_ A%)_ gt

Somit kann SM " geschrieben werden als

=1 _ =L _ (*  x 0
S (0 Ip)A <* so) {7, )

(. J/
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und der rechte Vektor hat oben die Unbekannten in €2; und unten die auf B.

Fiir SO~ '7 ist also ein System der Form Ay = (%) zu losen. AW ist eine Diskretisie-
rung von —A mit Neumann-Randbedingungen auf B. Als Randdaten dient der Vektor r.
Die Multiplikation (O 1 B) y extrahiert dann das Ergebnis auf den Knoten auf B.

Zum Schritt (i) Die Multiplikation S®y = (AY), — Ag}Ag)ilA%)y erfordert eine
Loésung von Agzl)zl = A?E);y, d.h. Dirichlet Randdaten auf B.

Pro Iterationsschritt ist somit ein Problem in 2; mit Neumann-Randdaten auf B und
eines in )y mit Dirichlet Randdaten auf B zu losen.

Bemerkungen 9.1 1. Bei zwei Teilgebieten ist das Verfahren sequentiell auf Teilge-
bietsebene.

2. Die Konvergenz ist unabhéngig von h, hingt jedoch von den Koeffizienten und der
Form der Teilgebiete ab.

3. Linksvorkonditionierung fithrt zum Dirichlet-Neumann Algorithmus.

9.2.3 Neumann-Neumann Vorkonditionierer

S ist die Summe aus Anteilen beider Teilgebiete

Idee: Setze

Warum ist das sinnvoll?

2 2
<Z S(@-)—1> (Z S(i)> _ g tg 4 g)7tg@ 4 g@ g 4 g7 o)
=1 =1

VvV vV vV v
=1 I we. I =1
s(1) — g(2)
im Spiegel-
sym.
Fall

~ 4]

Der Neumann-Neumann Vorkonditionierer lautet

Byy = % (S“)_l + S@)_l)

und erfordert pro Iterationsschritt die Losung
e zweier Neumann-Probleme in €; und 2o,

e sowie zweier Dirichlet-Probleme in €; und €.
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9.3 Der Fall vieler Teilgebiete

m m funl
=) =) un ) }h
e o

m m m
=) =) jun)

[ ]

L]

[ ] o o
m m m
=) =) un )

o o o

Abbildung 9.3: Konstruktion der nichtiiberlappenden Zerlegung bei mehreren Teilgebie-
ten

Das Gebiet €2 sei unterteilt in p nichtiiberlappende, polygonale Teilgebiete €2y, ..., (2,
mit Durchmesser O(H) (sieche Abbildung 9.3). Der Rand B,

BzO@QiﬁQ:UEUUV,

i=1 i,

besteht aus Kanten E;; = 09,009, \{Endpunkte} sowie den Knoten V' = {Vj, ..., V}}, an
denen sich mehr als zwei Teilgebiete treffen. V; € V' heifit Koppelknoten oder cross point.
Partitioniert man den Vektor der Unbekannten x = (z;,25)? wieder entsprechend den
inneren bzw. Randknoten, so hat das zu l6sende Gleichungssystem die 2 x 2 Blockgestalt

(AH AIB) (551) _ (bl>
Apr Aps Tp bp

wie oben, wobei

A

nun eine Blockdiagonalmatrix mit p Blocken ist.
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Das Schurkomplementsystem
Srp=yg

ergibt sich in analoger Weise mit

p

3 4@ G

S = Apy— 3 AGA A,
i=1

P
g=bn— 30 AR A
i=1
(dabei wurde die offensichtliche Blockzerlegung von Ag; und A;p verwendet).

Die Matrix S ist nicht voll besetzt. Ein Knoten v € B ist mit einem anderen Knoten
w € B gekoppelt, falls v und w auf dem Rand eines Teilgebietes 0€); sind. Dies verhindert
im allgemeinen das explizite Aufstellen der Matrix S.

Weitere Zerlegungen der Indexmenge aller Knoten sowie zugehorige Blockzerlegungen
der Matrizen und Vektoren werden nach Bedarf eingefiihrt.

9.4 Hierarchische Basis fiir das Schurkomplementsystem

Dieses Verfahren ist sowohl fiir zwei als auch fiir viele Teilgebiete geeignet.

9.4.1 Das Verfahren der hierarchischen Basis

Betrachten wir zunéchst das Verfahren der hierarchischen Basis (YSERENTANT 1986).
Dazu benétigt man wieder eine Mehrgitterhierarchie 77 = 7°, 71,72, ..., 7% = T"
wie in Kapitel 8. ® = {¢},..., ¢!} sei die Standardknotenbasis auf der Stufe I. Die
hierarchische Basis W" fiir V" (entsprechend 7") ist definiert als

L
v=aul) J {4}
I=1ier\1-1

Uh und " = ®F sind zwei verschiedene Basen des selben Raumes V" (Finite-Elemente-
Funktionen). Es sei

nl
Vi = Z wz’j%L

j=1
die Darstellung der hierarchischen Basis in der Knotenbasis. Fiihrt man das Verfahren der
Finiten Elemente mit der Basis ¥" statt ®" durch, so erhilt man ein Gleichungssystem

Az =b

gleicher Dimension. A ist sehr viel dichter besetzt als die Matrix A zur Basis ", jedoch
hat A die wesentlich bessere Kondition (x(A) = O(H~%(1 + log (%)2)), logl = 0!). Als
approximative Inverse geniigt eine einfach gebaute Matrix D=1 mit

(D)ij:{ (A i=jV(Eel’Ajel
0 sonst
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Dies entspricht der im Abschnitt 8.3 gegebenen Definition. Man zeigt dann, dass /s(lA?_lfl) =
O(1 +log*()) = O(L?).

Der Zusammenhang zwischen dem Gleichungssystem A% = b in der hierarchischen
Basis und dem Gleichungssystem Az = b in der Knotenbasis ist gegeben durch

HTAH# = H"b;

dabei transformiert die Matrix H: R™" — R"" die Koeffizienten beziiglich der hierarchi-
schen Basis in die beziiglich der Knotenbasis. Fiir eine beliebige Funktion wu, gilt:

up, = Z(-’f)i% = Z(i“)i szjs@j = Z (Z wz’j(@i) pj = Z(Hf)j%'-

Wendet man die Transformation in jedem Iterationsschritt an, so schreibt sich eine
Iteration in der Standardknotenbasis als

e — l,alt+ Hﬁ_lHT(b _ AZL’alt)

(mit Prolongation H von hierarchischer auf Knotenbasis, und Restriktion HT).

9.4.2 Anwendung auf das Schurkomplementproblem

Es sei # = (v7,2p)", & = (&,2p)" die Blockzerlegung beziiglich Basisfunktionen zu
inneren (I) bzw. Randknoten (B). Dann gilt wegen A = HT AH:

z{ln 1{113 _ Hf, 0 A A\ (Hir Hpr

Apr Aps Hiy Hgp) \Apr Ass 0 Hpp)'
Dies bedeutet, dass die Transformation von hierarchischer Basis in Knotenbasis auf dem
Koppelrand B nur Werte auf B braucht, d.h. Hg; = 0.

Weiterhin ist )
b Dy 0
0 Dgs

eine Blockdiagonalmatrix (bH ist selbst diagonal, Dpgp enthilt das Grobgittersystem +
Diagonalen).
Fiir das weitere Vorgehen bendétigen wir folgenden

Hilfssatz 9.2 Sei A eine Matrix mit 2 x 2 Blockgestalt beziiglich I = I; U Ig. Mit
Schur(A) = App — ABIAI_}A[B bezeichnen wir das Schurkomplement des Blockes Aj;.
Weiter sei T' eine obere Blockdreiecksmatriz (Basistransformation). Dann gilt

T _ T 0 A A\ (T Tis
Schur(T AT)_SChur((TITB 70 )\ Ay Apg 0 Tun

= TgB SChlll"(A)TBB
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BEwWEIS:  Ausrechnen! O]
Das hierarchische Basis-Verfahren 16st iterativ das vorkonditionierte System

D'HT"AH# = D™'H"b.
Mit z = ZAD*%Q konnen wir dies symmetrisieren zu
D :HTAHD 29 = D"2H"b.

Nun strukturieren wir die Indexmenge [ in [ = I; U g und wenden zweimal den Hilfssatz
an: ) ) . .
Schur(D 2 HTAHD %) = D2 H: o Schur(A)Hpp D 52,
Somit lautet das vorkonditionierte Schurkomplementsystem in der hierarchischen Basis
L1 L1 1
Dgp gBSHBBDBfayB = DBEHEBQ (0)
L1
(mit S und g wie zuvor). Riicktransformieren mit 25 = Dyz3yp ergibt
DppHbpSHppin = DypHEpg.
Eine Tteration auf diesem System schreibt sich als:
v = oy + wHpDppHEp(g — St

d.h. man behélt xp in der Knotenbasis und transformiert in jeder Iteration. Der hierar-
chische Basis Vorkonditionierer lautet also:

Bup = HppDppHpp

9.4.3 Zur Konvergenzgeschwindigkeit

Die Konvergenzabschétzung lédsst sich auf die der urspriinglichen hierarchischen Basis
Methode zuriickfithren. Dazu brauchen wir als

Hilfssatz 9.3 Sei A eine positiv definite Matrix mit 2 x 2 Blockstruktur wie oben. Dann
gilt
k(Schur(A)) < k(A)
BEWEIS:  Sei S = Schur(A). Zerlege einen beliebigen Vektor z als
<ZL’[) (EZL‘B) <$I—E$B>
= +
B IrB 0
—— N — _,H_/

=T =T =x

mit F = —AI_IIAIB, so gilt

(x,Az) = (' + 2", A(x' + 2")) =
= (2/, Az') + 2 (2", Ax') + (2", A2") =

() (5% )2 (8 ))+ ()

= <$B,SIB> + <$] — E.TB,A[[<I] — E.Z‘B)> .
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Nun rechne fiir die extremen Eigenwerte von .S:

>0, da Ajs pos. def.
7\

Amax(S) = max (LB STB) < max (rp, Swp) + (v1 — Bxp, Ap(x; — Exp)) -
x#0 <IB;QUB> IB?Eg <xB7'TB> + <.T[,LL’]>
Tr=
< max {7, Az) = Amax(A)
220 (z, 1)
Amin(S) = min M > min (xp,Srp) + (v; — Exp, Arf(v; — Exp)) >
xp#0 <$B, xB> rpF#0 <1‘B’ xB) _|_ <$I,33[>

rzr=Fzrp

> min (7, Az) = Amin(A)

a£0 (x,T)
O
Satz 9.4 Das vorkonditionierte Schurkomplementsystem hat die Konditionszahl
K(DppHhpSHpp) < C (1+1og’()) .
BEWEIS:
K(DppHpSHpp) =
R(DBBHBBSHBBDBB) wegen ([J)
= Ii(SChUI'( T2 HTAHD_E)) Able(i);bul;glzr nur
riickwarts
S ( T2 HTAHE_%) Hilfssatz 9.3
S (1 + log ) Resultat von (YSERENTANT 1986) ‘
[

9.5 Bramble-Pasciak-Schatz-Verfahren (BPS)

0.5.1 Konstruktion

Beim BPS-Verfahren (auch ,iterative substructuring) wird die Indexmenge /5 (Knoten
auf Koppelrand) in Freiheitsgrade auf Kanten und Koppelknoten strukturiert. Die Frei-
heitsgrade auf Kanten konnen bei Bedarf noch den einzelnen Kanten zugeordnet werden:

Ig=IgUly = Ip UIEzU'”UIEnE Uly.
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n¥ bezeichnet hier die Anzahl der Kanten. Das Schurkomplement hat die entsprechende
Blockstruktur:

SElEl SElE"E SE‘IV
S = (SEE SEV) _
SVE SVV .
SE”EEl SEnEEnE SE,,LEV
SVEl cee e SVE"E SVV

Nun wechseln wir in eine partielle hierarchische Basis, bei der nur auf den Koppel-
knoten die hierarchischen Basisfunktionen verwendet werden. Der Ubergang von dieser
Basis in die Standardbasis wird beschrieben durch (“uberstrichen bezeichnet die partiell

hierarchische BaSiS)
_

(die obere Zeile gehort zu FE, die untere zu V). Fiir das transformierte Schurkomplement
S =HT'SH gilt

I Spn S
S — {5, SHpn = (Sgg Sj;),

d.h. der Block Sgp ist unverdandert. Als Vorkonditionierer fiir S verwendet man

. Spip 0
D7l = D 701 Dol = :
BB 0 S\;V ) EE 0 . S—l
E

nE gnB
Dabei bezeichnet S];}El die exakte Losung eines Systems Sgigiv = r. In der Praxis kann
dies auch ndherungsweise mit einem der Vorkonditionierer fiir zwei Teilgebiete aus Ab-
schnitte 9.2 gemacht werden, z.B. mit dem J-Operator. Die Kopplungen zwischen den
Kanten wurden weggelassen.

Bleibt noch zu zeigen, wie das System Sy aufzustellen ist.

Sei Ry : R2 — RV die punktweise Restriktion vom ganzen Koppelrand auf die Kop-
pelknoten. Sei Ry die Mehrgitterrestriktion vom feinsten auf das grobe Gitter wie bei
den iiberlappenden Gebietszerlegungsverfahren in Kapitel 5.

Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir einen Vektor zy € RV:

—A7lA _
REQEV = ( I‘I[ IB) HBBRng'

Dabei wurde angenommen, dass A;; die Diskretisierung von —Awu im inneren der Teil-
gebiete ist, die Teilgebiete Dreiecksgestalt haben und mit linearen finiten Elementen dis-
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kretisiert sind. Damit erhalten wir

—_— 7]‘ —
Ap = RgAR};, = RyH}, (—ApiA;l 1) A ( AI} A’B) HppRY
()

=Ry HL,SHpp RY
W

S
= RUSRY = Sy

Somit ist Sy nichts anderes als die Grobgittermatrix des Zweigitter-Schwarz-Verfahrens.
Wegen der Blockdiagonalgestalt von Dpp ergibt sich der BPS Vorkonditionierer als
Summe von Korrekturen entsprechend der einzelnen Kanten und der Koppelknoten:

EiEi

'VZE
Bpps = Z RES-L Ry + HEyRUAL Ry H .
i=1

Dabei ist Rgi: R’ — R'ei die punktweise Restriktion vom Koppelrand auf die Kante
E'. Fiir die Knoditionszahl gilt die Abschitzung

k(BppsS) < C(1 +log(#))

mit C' unabhéngig von h, H und den Diffusionskoeffizienten, sofern diese in einem Teil-
gebiet konstant sind.

Bemerkung zur Implementierung: Die Anzahl der Kanten ist ungefahr % - #Elemente
bei dreickigen Teilgebieten und 2 - #Elemente bei viereckigen Teilgebieten. Jede Kante
erfordert dann z.B. Losen zweier Teilgebietsprobleme beim Neumann-Dirichlet Vorkon-
ditionierer.

9.5.2 Interpretation als Schwarz Verfahren

Wir gehen aus von der iiblichen Zweigitterkonstruktion 7, 7" mit entsprechenden FE-
Riuen VH Vh die stiickweise linear sein sollen (Dreieckselemente, 2 Raumdimension,
das Verfahren ist nicht direkt auf 3D erweiterbar!).

Das Variationsproblem lautet: Finde u;, € V", so dass

a(un,v) = (f,v) 120 Y0 € vh (FE)
mit

p p
a(u,v) = Z /p,-Vu -Vudr = Zpi a;(u,v).
i=1¢ i=1
Die Koeffizienten p; > 0 konnen in jedem Teilgebiet beliebig gewéhlt werden. Das zu
l6sende Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ist wie oben

Air Arp Ty
= (b7, b
(ABI ABB) <$B) ( b B)
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mit [ = I; U I der Zerlegung der Indexmenge in innere und Koppelrandknoten.
Es sei P: R! — V" der FE-Isomorphismus, der jedem Koeffizientenvektor x seine
FE-Funktion in der Standard-Knotenbasis zuordnet:

Pr = (x)ipl.

iel
Nun definiere folgende Teilriume von V"

Vvh = {u € Vh’u:Px ANz = (_AI_I;AIBIB>}

f/h:{uevh’u:Px /\x:(:cl- O)BT}

I:/h ist der Teilraum der , diskret harmonischen Funktionen“. (Man iiberzeuge sich, dass
V" wirklich ein Teilraum ist, d.h. abgeschlossen gegen Addition und skalare Multiplika-

tloSi?e beiden Teilrdume bilde eine direkte Zerlegung von V"
Vh=Vrg V" (@)
Mit u = Px, v = Py gilt
a(u,v) = r5Syp falls u,v € V" (9.3a)
a(u,v) =0 falls u € V" v e VP (9.3b)
a(u,v) = xT Aryr falls u, v € V" (9.3¢)

BEWEIS:

zu (9.3a) a(u,v) = ((~Ardere) (0 V) =25 Syp
zu (9.3b) a(u,v) = (x, Ay) = <(”E{) VA (*Af,;g13y3)> = (7). (sy;)) =0

m (9.3¢) awv) = (5), ACH) = (), (29 )) = 5T Ay,
[
Fiir das (FE-) Problem gilt dann wegen (®): Jedes u € V" kann eindeutig in u), =
Uy, + G, mit 4, € V", 4y, € V" zerlegt werden, also ist

a(un,v) = (f,0)12(q) Y0 € Vi

= a(iy, + U, 0" + ") = (f,0" + "), VOV i"eV"

()
= altin, 0") + alin, o) = (f,0") pag) + (i0") oy V" € V"€V

da man fiir 9" = 0 bzw. " = 0 wihlen kann:

a(tn, 7") = (f, ﬁh)LQ(Q) Vol e Vh
T Natan, o) = (£, 0, Vit e VP
hs ) 12(Q)

Srp =g g=bp— ABIAj_jlbI
Az = bp
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Nun ist

_ ATl -1
ol ()

_p (Aul(bl - A13x3)> '

B

Die Zerlegung V* = V" @ V" zerlegt das Problem (FE) in zwei véllig entkoppelte
Teilprobleme. Das Variationsproblem in V" entspricht der Losung des Schurkomplement-
problems. Das Variationsproblem in V" zusammen mit der harmonischen Fortsetzung in
das Innere ergibt das riickwérts Einsetzen.

Zur Beschreibung des BPS-Verfahrens auf dem Schurkomplement bemerken wir zunéchst,
dass

VH cvh
da die Basisfunktionen auf 7" diskret harmonisch sind (lineare Finite Elemente, const- A
im Teilgebiet).

Sei Rpr: R’ — Rz* die punktweise Restriktion vom Interface B auf die Kante E* C

B. Dann definiere

Damit gilt

TLE
V=V e Vi (D)
k=1
also eine direkte Zerlegung. Der BPS-Vorkonditionierer entspricht nun einer additiven
Schwarz-Iteration beziiglich der Zerlegung (D) von V.
Denn: Sei u® = Pz ¢ VI yrev = Pgnev ¢ Vi,

—A; ' ArgREyv

Grobgitterkorrektur: Finde v = P ( ATy >, so dass a(u+o™, w) = (f,w) 20 Yo €
C

VH: dabei ist Ro: R/ — RV die Mehrgitterrestriktion auf B und somit Rg = H BBR@
die lineare Interpolation von Koppelknoten auf den ganzen Koppelrand. Es gilt also

Ay yy = Re(g — Sx%lt)-

—RoSRY
. . ~ k —A7 ArBRT y ok
Korrektur auf einer Kante: Finde V2 30 =P ( Ypr P ) so dass a(u™ +
ekYEk

v w) = (f, W) () YW € VE.. Man hat

(REkSng)yEk = Rpgk (9 - ng%

Spkpk
Hauptun-
termatrix

zu EF

dh. Bgps = Y-, RL,S; !

R + REAG R (man vergleiche mit oben).
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9.5.3 Konvergenzabschatzung

Zu zeigen ist wie beim Schwarz-Verfahren

v{xp,rB)s < (BppsStp,p)g < I'(zp,28)g |

dann gilt k(BppsS) < 5 Beachte, dass S positiv definit ist!

Abschétzung nach oben (T)

Analog wie beim Schwarz-Verfahren sind die k + 1 Terme S-orthogonale Projektionen.

Mittels der Farbung der Kanten, wie sie in Abbildung 9.4 dargestellt ist, kann man
wieder alle Projektionen der selben Farbe zu einer S-orthogonalen Projektion zusammen-

fassen und erhalt wieder ' =4 4+ 1 = 5.

1 1
|4 11y Bq Mg 3
| |
- S k It:
oty By ply 8y | St [
| | . )
-1 3 -1 3 inklusive
4 4 4 4
i el Nl cross points
o My 39 11, 3,
- &g R
11 3 11 3

Abbildung 9.4: Zusammenfassung der Projektionen beim BPS-Verfahren

Abschétzung nach unten ()
Hier nutzt man wieder das Partition-Lemma:

1

ror (rp,rB)g < (BppsStp,TB)g
0

nE

<= Vzp € R5 gibt es eine Zerlegung x5 = Z ngIEk + Rlzy
k=1
TLE
so dass Z <R£k$Ek, ng:ka>S + <Rgazv, Rgmv> S < Cy(xp,rp)g
k=1
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Beachte: die Zerlegung ist hier eindeutig!

nE

= Yu € V" gibt es eine Zerlegung u = Z ugrk +uy (mit ugr € Vi, uy € V)
k=1

nE

so dass Za(uEk, upr) + a(uy,uy) < Coalu, u)
k=1

Der Nachweis dieser Abschétzung erfordert wieder funktionalanalytische Hilfsmittel.

Wir sind daran interessiert zu zeigen, dass Cp (und somit ) unabhdngig von den
Koeffizienten p; in der Bilinearform ist.

Kann man fir v = ), upr +uy, mit uge € VEhk und uy € V| lokal fiir jedes Teilgebiet
1=1,...,p zeigen, dass

TLE
Zai(uiEk, ulr) + a;(uls,ul) < Chag(u',u')  Vu' € VN HY () (%)
k=1

mit C} unabhingig von p;, so folgt daraus wegen a(u,v) = >0, p; a;(u,v) die globale

Abschéitzung mit .
Co = max (.

In (x) ist zu beachten, dass fiir u* auf ; im allgemeinen keine Nullrandbedingungen mehr
vorliegen. Insbesondere gilt fiir Teilgebiete 7 mit 9Q; N 9N = 0, dass a;(u’,u’) = 0 fiir
alle Funktionen u* € V" N H'(€;) mit u* = const. In diesem Fall kann (%) nur gelten,
wenn auch die linke Seite 0 ergibt. Dies ist jedoch der Fall, da dann gilt u}, = u’ = 1
und u’y,, = 0 (eindeutige Zerlegung!). Dies ist dquivalent dazu, dass BPS die ,,Null space
property“ besitzt.

Wir kénnen uns somit im Folgenden auf ein Teilgebiet zuriickziehen und () nachweisen.

Behandlung eines Teilgebietes 2,

El

E3

Abbildung 9.5: Lokale Kantennummern in einem Teilgebiet
Wir verwenden lokale Kantennummern (Abbildung 9.5): E', E? E3.
in diesem Abschnitt setze a(u,v) := [ VuVuvdz

Q;
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Zu zeigen ist: zu jedem u € Vh N HY(Q;) gibt es eine Zerlegung u = Zi:o U, mit
ug € VAN HY(Q;) und wy € Vi 0 HY (), k = 1,2, 3 mit

3
Za(uk,uk) < Cy a(u,u).
k=0 :Cé

Da die Zerlegung des Funktionenraumes nicht iiberlappend ist, sind die wu; eindeutig

bestimmt:
Setze (u — ug) = P (*A?I;‘;IBIB> (denn u — ug ist diekret harmonisch) dann setze fiir
k=123
—A7} ArpRia 7h 1 )
(] = P (~Aldreien ) € V0 HY(Q,);
wobei Ry : Rfo2: — R%9: die punktweise Restriktion auf Kante E* ist.

Die entscheidende Abschéitzung in den folgenden Beweisen ist:

Sei u eine stiickweise lineare, stetige FE-Funktion in zwei Raumdimensionen,
so gilt
2 2
max u(z) — u(y)* < C(1+log(H)) o

Siehe (SMITH, BJGRSTAD und GROPP 1996) und die Referenzen dort.

Die linke Seite kann ersetzt werden durch

max |u(x) — u(y)|* = (maxu(z) — minu(y))2 = (Umax — Umin)>-

z,ye; e ye;
—_—— ——
=Umax =Umin

Abschdtzung von u, (Dies ist eine lineare Funktion auf einem Dreieck)

(umax - umin)2 . HQ <
H? =~ =

Integrieren

a(uo, up) = |U0|12ql(szi) <C

[

Vu
(umax - Umin)Q < O(l + IOg(%» |U|H1(QZ) -
(1 +log(F))a(u,u)

IN

C
C

(9.4)

Abschdtzung der u,, £ = 1,2,3 Die u; sind schwer zugénglich. Unter allen FE-
Funktionen mit gleichen Randdaten auf 0€); ist die diskret harmonische Fortsetzung die
mit minimaler Energie, denn:

sei u € VPN HY (), w € VPN HY(Q,) und u|sq, = w|sq,. w kann zerlegt werden in
w =10+ mit © € VPN H'(Q;) und o € V? N H'(€;). Wegen gleicher Randdaten muf
w = u gelten, d.h. w = u + w, also

a(w,w) = a(u + w,u + W) w0 a(u,u) + a(w,w) > a(u,u),
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also a(u,u) < a(w,w).

Um a(ug, uy) abzuschétzen, konstruieren wir eine Funktion wy mit gleichen Randdaten,
die sich leichter abschétzen 1a83t.

Dazu sei v eine stetige Funktion auf €2; mit

1 r € EF
() = 10 T € 00 \ BF &b auf Bkounkten
(siche Abb.9.6) in Q;

Dann setze
Wp = Ih(ﬁk(u — uo))

Wegen wy, |ag, = ux |an, und obigem gilt a(ug, ur) < a(wk, Wigilde ¢ isometrisch
auf b ab und
interpoliere linear
zwischen 1 und 0. Auf
2.t} ist ¥}, linear und
durch die Eckwerte
gegeben.

Abbildung 9.6: Konstruktion von vy

Fiir den Gradienten von ¢y gilt:

auf t,lg,ti VI < %

mit von der Form von ¢,¢? abhingigem C’; und

C
aul 0\ (tEUB) [Vl <

r(z)

mit von der Form von (2; abhéngigem C,
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denn [V (2)]|,, = 15y mit I(z) > C~'r(z) und r(z) = min(dist(z, vy), dist(z, v7})). Wer
es genau will:

Vi = Il o il
Vi) ar = o =0

da 7 Hohenlinie von 9.

Abschitzen der Energie von wy = I, (9% (u — ug)) ergibt

2
2 2 2
a(wy, w) = [wrlizo,) = D [wilien + D Twolig -
j=1

Lt 12

Fiir die beiden speziellen Dreiecke ¢, 2 gilt:

_ )2
s v 2 oo oy

“  Integration

=l

2

N

) |u|12L11(Qi) , (D)

~~
Vwk

mit von der Form von ti abhéngigem C'.

Fiir ein ¢ # t},t% gilt: (siehe den Beweis der additiven Schwarz-Iteration)

_ - 2
[y = (O (= 00)) 714y < [In(0 (0 = w0)) + In((9 = U}) (1 = 10) [y <
_ 2
< 20% ju — Uo‘ip(t) + 2 [ L (O — 9) (u — “0))‘;11@) 3

dabei sei ¥, der Mittelwert von 9 auf t. Fiir die letzte Ungleichung benutzt man wieder
(a+0)* < 2a? 4 207

Fiir den ersten Term erhalten wir in der Summe: (man beachte ¥% < 1)

Q 2 2
2 Y Dhlu—uoling <2 Y lu—uolig,
£t 42 tALL 12
2 2 2
< 2|u = uolg g,y < 4ulprq,) + 4 uolmg,) <

k3

S O+ log(i) o (

157



Fiir den zweiten Term kriegen wir:

3 2
2 Z |Ih((ﬁk - 191];)(“ - uo))‘Hl(t) <
L] 42

< 2 Ch7 || L9 — O} (u - UO))”iz(t) =

inverse 1.0
Ugl. t;étk it

<2y cn? ]h<<%> (u—u0)>’2

2
0 0 3 G <

L) 2 AL 12
<o [ G w)) e < O [ (0 ()
Q\(tLutl) Qi\(tuty)
< Ci(1+log(§)) |U|§{1(Qi) + Gy / zdz
Q\(tUt})

H
und mit / Ldr = / /T’_2 -rdfdr < (1+log(#)) ist das
Q\(ttutl) r=h 6

2
< C (1 +1log(4)) yuﬁpm (I11)

Nimmt man (I), (II) und (III) zusammen, so ergibt das

2 2, 12
Wklpi 0,y < C (1+1log(#)) 5 0y -

Somit gilt fiir das Teilgebiet €;

3 3
Za(uk’uk> < |u0’§{1(ﬂi) + Z |wk|§{1(ﬂi) =
k=0 i=1

212
< C(1+1og(5)) " lulga;
——
=a(u,u)
somit ist Cf = C (1 + log(%))Q, mit nur von der Form des €; und t},, aber nicht von H,h
pi abhéngigem C.

Fiir Teilgebiete am Dirichlet-Rand sind die entsprechenden Kanten einfach wegzulas-
sen. Wir haben damit gezeigt, dass

k(Bpps < C (1+ log(%))z
C unabhingig von H, h, p;
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Figure 3.1: Algebraic Smoothing via SOR
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