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Vorwort

In dieser Vorlesung geht es darum, wie man mehrere Computer benutzen kann um die Berech-
nung eines Problemes zu beschleunigen. Warum sollte man dies tun? Es gibt dafiir mindestens
drei Griinde. Zunéchst die absolute Rechenleistung. Viele Problemstellungen haben unstillbaren
Hunger nach Rechenleistung. Sequentielle Rechner erreichen irgendwann prinzipielle physikali-
sche Grenzen (Atomgrofe, Lichtgeschwindigkeit), dartiberhinaus ist keine Leistungssteigerung
mehr moglich. Heutige Rechner haben vor allem das Problem, dass die Daten nicht schnell ge-
nug aus dem Speicher gelesen werden kénnen um mit dem Prozessor Schritt zu halten, auch
hier sind Parallelrechner eine Losung. Die leistungsfahigsten heute verfiigharen Rechner sind
Parallelrechner!. Waren Parallelrechner friiher eine Sache fiir Grokforschungseinrichtungen und
Universitéaten, so hat sich dies mit der Verfiigbarkeit von billiger und schneller Ethernet Hard-
ware und dem Betriebssystem LINUX drastisch gedndert. Heute kann sich jede winzige Firma
einen Parallelrechner leisten. PCs mit zwei Prozessoren sind Standard. PC-basierte Parallel-
rechner bieten ein besseres Preis—/Leisungsverhéltnis als Workstations, vorausgesetzt man hat
entsprechend parallelisierte Software. Als letzter Grund soll genannt werden, dass sich viele An-
wendungsprobleme in natiirlicher Weise parallel formulieren lassen. Man denke etwa an einen
Web-Browser wie Netscape. Das Herunterladen einer (oder mehrerer) Dateien und die Darstel-
lung von Webseiten ist (quasi) gleichzeitig moglich. An diesem Beispiel sehen wir auch, dass die
parallele Ausfithrung von Aktionen nicht unbedingt einen Parallelrechner erfordert. Auch ein
einzelner Prozessor kann die gleichzeitige Ausfiihrung von Programmen simulieren. Die dabei
auftretenden Probleme hinsichtlich der Programmierung sind prinzipiell die selben wie bei echt
gleichzeitiger Ausfiithrung. Da heute viele groke Anwendungsprogramme Parallelitdt in dieser
Form (multithreading) benutzen ist diese Vorlesung fiir jeden Programmierer von Interesse.

Parallelverarbeitung wird auf verschiedenen Ebenen in einem Computersystem verwendet. Zu-
néchst ist da die wortparallele Verarbeitung von Zahlen (anstatt einzelne Bits nacheinander zu
verarbeiten), tibliche Wortbreiten sind 32 oder 64 Bit. Weiterhin kénnen mehrere Operationen
(z. B. Addition oder Multiplikation) gleichzeitig (superskalar) oder iiberlappend (pipelining) ver-
arbeitet werden. Eine weitere Moglichkeit ist die echt gleichzeitige Abarbeitung verschiedener
Programme auf separaten Prozessoren. Diese letzte (und allgemeinste) Form der Parallelver-
arbeitung ist es die uns interessieren wird. Sie bietet potentiell die Moglichkeit die Rechenge-
schwindigkeit um den Faktor Tausend oder mehr zu steigern. Wir betrachten somit ein paralleles
Programm als eine Kollektion sequentieller Programme, die miteinander interagieren um das ge-
stellte Problem gemeinsam zu 16sen.

Natiirlich eignet sich nicht jedes Problem fiir die parallele Verarbeitung. Manche Rechenvor-
schriften (Algorithmen) miissen streng sequentiell ausgefiihrt werden, andere wiederum lassen
Parallelverarbeitung zu, bzw. kénnen entsprechend modifiziert werden. Meistens gibt es in Ab-
héngigkeit der Problemgrofie eine Zahl von Prozessoren die sinnvoll eingesetzt werden kann. Von
einem skalierbaren Verfahren spricht man dann, wenn fiir steigende Problemgrofie immer mehr
Prozessoren sinnvoll eingesetzt werden konnen.

Wir werden die Problematik des parallelen Rechnens auf drei Ebenen betrachten:

!Siehe http://www.top500.org/.



I. Rechnerarchitektur
II. Programmiermodelle

ITI. Algorithmen

Im ersten Teil beschéftigen wir uns mit der Hardware von Parallelrechnern. Im zweiten Teil
geht es darum wie die einzelnen Komponenten eines parallelen Programmes miteinander inter-
agieren kénnen und wie eine parallele Ausfiihrung initiiert werden kann. Schliefslich geht es im
dritten Teil um die Formulierung paralleler Algorithmen fiir einige ausgewihlte Anwendungs-
probleme numerischer und nichtnumerischer Art.

Der iiberwiegende Teil des Textes zielt auf eine prinzipielle Behandlung der Problematik des
parallelen Rechnens ab. Von einer bestimmten Rechnerarchitektur bzw. Programmiersprache
wird, soweit moglich, abstrahiert. Ergénzt wird dieses Vorgehen durch Einschiibe {iber praxis-
relevante Ansédtze und Standards. Hier werden Dinge wie LINUX Cluster, Posix threads, MPI,
etc., behandelt. Weiterhin wird versucht dem Leser Ubungsaufgaben zur freiwilligen Bearbeitung
zur Verfliigung zu stellen. Die im Text gegebenen Programmbeispiele werden in einer imperati-
ven Programmiersprache mit explizitem Parallelismus formuliert. Wir setzen daher die Kenntnis
einer imperativen Programmiersprache (vorzugsweise C, C++, Java, Pascal, Modula-2) voraus.

Version 0.0

Erste Teile des Skriptes wurden von M. Altieri, S. Buijssen, M. Schraud und S. Nauber im
Wintersemester 1998 freiwillig (!) getippt. Hierfiir mochte ich Thnen danken.

Version 1.0, Marz 2000

Diese erste komplette Version des Skriptes wurde von Dirk Oliver Theis im Wintersemester
1999/2000 getippt. Ohne seinen groken Einsatz wiirde der Text (und die Bilder!) nicht in dieser
Form vorliegen und es sei Thm an dieser Stelle recht herzlich gedankt. Gerne hétte ich noch
einige (praktische) Dinge behandelt, wie etwa OpenMP und HPF, sowie remote procedure call
und CORBA in Teil II und dynamische Lastverteilung sowie parallele depth first search in
Teil I1I. Uberhaupt sollte die Vorlesung durch mehr praktische Ubungen am Rechner erginzt
werden (wir haben dies nur einmal, bei der LU-Zerlegung, getan). Somit bleiben noch einige
Erweiterungen fiir die ,,néchste Iteration® {ibrig.

Version 1.1, Oktober 2001

Viele der noch ausstehenden Dinge haben wir im Wintersemester 2000/2001 behandelt. Herrn
Roland Schulte danke ich recht herzlich fiir die Erweiterung des Skriptes. Erfolgreich bearbeitete
Ubungsaufgaben werden in aufbereiteter Form als ,,working examples* als Anhéinge angefiigt.

Version 1.2, Oktober 2003

Dank Herrn Hendrik Ballhausens sehr genauer Durchsicht des Skriptes ist das Skript nun deutlich
fehlerfreier! Danke!

Heidelberg, 2. Oktober 2008 Peter Bastian



1 Ein erster Rundgang

Dieses Kapitel wird anhand eines einfachen Beispiels in die Problematik des parallelen Rechnens
einfiihren sowie eine Notation fiir parallele Programme vorstellen. Diese Notation soll moglichst
einfach sein und von komplizierten praktischen Details absehen. Weiterhin vereinigt sie verschie-
dene Programmiermodelle.

1.1 Ein einfaches Problem

Wir betrachten die Berechnung des Skalarproduktes zweier Vektoren z,y € RY gegeben durch

N-—1
s—aey= 3 o
=0

Welche Schritte kénnen bei dieser Berechnung gleichzeitig ausgefiihrt werden?
1. Berechnung der Summanden x;y; kann fiir alle ¢ gleichzeitig erfolgen.

2. Da die Anzahl der Indizes N grofler als die Anzahl der Prozessoren P sein darf weisen
wir jedem Prozessor eine Teilmenge der Indizes I, C {0,..., N — 1} zu. Jeder Prozessor
berechnet dann die Teilsumme s, = Eie 1, Tili-

3. Bei der Berechnung der Gesamtsumme aus den Prozessorteilsummen kénnen wir die As-
soziativitdt nutzen und schreiben z.B. fir P = 8:

S =80+ 81+ 89+ 83+ 84 + S5+ S + S7
—_—— e e — N —

S01 523 S45 S67

50123 54567
~~
S

d.h. die Summe kann in 3 = 1d 8 aufeinanderfolgenden, jeweils parallelen Schritten berech-
net werden.

1.2 Kommunizierende Prozesse

Ein sequentielles Programm besteht aus einer Folge von Anweisungen. Der Prozessor bearbeitet
diese Anweisungen der Reihe nach ab.

DEFINITION 1.1 Ein sequentieller Prozess ist die Abstraktion eines sequentiellen Programmes in
Ausfiihrung. Ein Prozess hat einen klar definierten Zustand. Dies ist die Belegung aller Variablen
des Programmes und der néchste auszufithrende Befehl (Befehlszéhler).

Damit kommen wir zu folgender



DEFINITION 1.2 Unter einer parallelen Berechnung stellen wir uns eine Menge von interagieren-
den sequentiellen Prozessen vor.

Die Ausfiihrung dieser Prozessmenge kann dabei auf einem oder mehreren Prozessoren erfol-
gen. Stehen weniger Prozessoren wie Prozesse zur Verfiigung so schaltet ein Prozessor zyklisch
zwischen der Ausfithrung verschiedener Prozesse um (engl. multiprocessing).

Dieses Konzept ist zum einen sehr allgemein und zum anderen auch eine natiirliche Erwei-
terung unserer bisherigen Vorstellung vom Ablauf einer Berechnung. Eine parallele Berechnung
wird von einem parallelen Programm beschrieben. Parallele Programme werden nach folgendem
Muster aufgebaut:

PROGRAMM 1.3 (MUSTER EINES PARALLELEN PROGRAMMES)
parallel <Programmname>
{
// Der Rest dieser Zeile ist ein Kommentar
// Sektion mit globalen Variablen, die von allen Prozessen
// gelesen und geschrieben werden kinnen.
process <Prozessname-1> |<Kopienparameter>|
{
// lokale Variablen, die nur von Prozess <Prozessname-1>
// gelesen und geschrieben werden konnen
/| Anwendungen in C-dhnlicher Syntax. Mathematische
// Formeln oder Prosa zur Vereinfachung erlaubt.

}

process <Prozessname-n> [<Kopienparameter>|

{
}

In dieser Notation wird jeder Prozess der parallelen Berechnung durch das Schliisselwort pro-
cess eingeleitet und hat einen eigenen Namen. Im &ussersten Block konnen globale, fir alle
Prozesse sichtbare Variablen deklariert werden. Variablen werden wie in C deklariert:

double z, y[P];
Initialisieren von Feldern geschiecht mittels
int n[P] — {1[P]};

Hier wird den P Elementen des Feldes der Wert 1 zugewiesen.

Innerhalb jedes process{}-Blockes sind die Variablen nur fiir den jeweiligen Prozess sichtbar
(lokale Variablen).

Die Ausfiihrung eines parallelen Programmes stellen wir uns so vor: Zu Beginn der parallelen
Berechnung werden alle globalen Variablen initialisiert und dann die Prozesse zur Ausfiihrung



gebracht. Das parallele Programm ist beendet wenn alle Prozesse beendet sind. Offensichtlich
ist in dieser Notation die Prozessmenge statisch, d.h. zur Laufzeit konnen keine neuen Prozesse
gestartet werden. Diese Notation werden wir im folgenden um weitere Elemente anreichern.

Der von uns verwendete (einfache) Prozessbegriff bedarf noch einer weiteren Anmerkung. Ubli-
cherweise (z. B. in dem Betriebssystem UNIX) unterscheidet man zwischen Prozessen (engl. pro-
cesses) und leichtgewichtigen Prozessen (engl. threads). Die Idee dabei ist, dass die Umschaltung
zwischen zwei leichtgewichtigen Prozessen viel weniger Zeit kostet als zwischen zwei normalen
Prozessen. Ein weiterer Unterschied ist, dass Prozesse iiblicherweise getrennte Adressrdume ha-
ben, also keine gemeinsamen Variable besitzen konnen. Bei unserer oben eingefiihrten Notation
handelt es sich daher eigentlich um leichtgewichtige Prozesse. Wir verwenden trotzdem das
Schliisselwort process.

Ein Beispiel mit zwei Prozessen

Als erstes Beispiel betrachten wir die parallele Berechnung des Skalarproduktes zweier Vektoren
mit zwei Prozessen:

PROGRAMM 1.4 (SKALARPRODUKT MIT ZWEI PROZESSEN)
parallel two-process-scalar-product

{

const int N=8; // Problemgrifle
double z[N]|, y[N]; // Vektoren
double s=0; // Resultat

process II;
{
int ;
double ss5=0;
for (i =0;4i < N/2; i++)
s +— alil*ylil:
5=5+5s; // Gefahr!
}
process Il,
{
int 7;
double ss=0;
for (i=N/2;i < N;i++)
ss += xi|*ylil;
$=5+8s; // Gefahr!

Sowohl die beiden Eingabevektoren x und y als auch das Ergebnis s = z - y sind globale
Variablen. Die Grofse der Vektoren N ist als const Variable deklariert. Dies entspricht einer
einfachen Ersetzung von N durch die Konstante 8 im gesamten Programmtext. N belegt also
keinen Speicher und kann nicht verdndert werden.

In Programm 1.4 wurde die Eingabe der Vektoren x, y vernachléssigt. Wir nehmen an, dafs x
und y bereits zu Beginn die gewiinschten Werte enthalten. Genauer gesagt sollen alle globalen
Variablen initialisiert sein bevor die Prozesse gestartet werden.



Wahrend auf x und y nur lesend zugegriffen wird, wird die Variable s von beiden Prozessen
geschrieben. Was passiert, wenn beide Prozesse gleichzeitig die Anweisung s = s 4 ss ausfiihren
wollen?

1.3 Kritischer Abschnitt

Der Compiler iibersetzt die Anweisung s = s + ss der Hochsprache in eine Folge von Maschi-
nenbefehlen, etwa:

Prozess 11 Prozess 11,
1 lade s in R1 3 lade s in R1

lade ss in R2 lade ss in R2

add R1 und R2 Ergebnis in R3 add R1 und R2 Ergebnis in R3
2 speichere R3 nach s 4 speichere R3 nach s

Hierbei haben wir die Speicherzugriffe auf s mit den Nummern 1-4 versehen. Im Rahmen
der Berechnung werden die Anweisungen jedes Prozesses nacheinander abgearbeitet (dies muss
spater nicht mehr so sein, siehe Abschnitt iiber Konsistenzmodelle), die Ausfiihrungsreihenfolge
von Anweisungen verschiedener Prozesse relativ zueinander ist jedoch nicht festgelegt. In Bezug
auf die Speicherzugriffe 1-4 ergeben sich sechs verschiedene mogliche Ausfithrungsreihenfolgen
die in Abb. 1.1 dargestellt sind

Ergebnis der Berechnung

-

s — ssm,
N
e
12| s = ssm, + s,

Abbildung 1.1: Mdgliche Ausfithrungsreihenfolgen

Nur die Reihenfolgen 1-2-3-4 oder 3-4-1-2 fithren zum korrekten Ergebnis. Offensichtlich muss
jeder Prozess seine Speicherzugriffe auf s in Folge ausfiihren kénnen ohne dabei vom anderen
Prozess unterbrochen zu werden.

Die Anweisungsfolgen, die ohne Unterbrechung abgearbeitet werden miissen nennt man einen
kritischen Abschnitt (engl. critical region) eines parallelen Programms. Die Bearbeitung kriti-
scher Abschnitte erfolgt unter wechselseitigem Ausschluss (engl. mutual exclusion). Dies ist eine
Form der Synchronisation von Prozessen.



Wichtig ist zu beachten, dass das Problem des wechselseitigen Ausschluss (in diesem Fall) auf
Hochsprachenebene nicht bemerkt wird. Fiir den Moment wollen wir einen kritischen Abschnitt
durch eckige Klammern kennzeichnen: [s = s + ss]. Diese Notation bedeutet, dass alle Zugriffe
auf Variablen, die innerhalb der eckigen Klammern geschrieben werden unter wechselseitigem
Ausschluss erfolgen. Im Konfliktfall wihlt das Symbol | aus welcher Prozess dabei als erster zum
Zug kommt.

Die effiziente Umsetzung eines kritischen Abschnitts erfordert spezielle Hardwareinstruktio-
nen. Es gibt auch allgemeinere Formulierungen kritischer Abschnitte, die wir spéter behandeln
werden (z.B. bis zu k > 1 Prozesse diirfen sich gleichzeitig in einem kritischen Abschnitt befin-
den).

Zur ,Schwierigkeit der parallelen Programmierung tragen vor allem die vielen moglichen
unterschiedlichen Ausfiihrungsreihenfolgen ( siche die Ubung 1.1) der Instruktionen paralleler
Programme bei.Viele Forscher haben sich darum bemiiht, formale Methoden zum Nachweis der
Korrektheit von parallelen Programmen zu entwickeln.

1.4 Parametrisieren von Prozessen

In Programm 1.4 verwenden beide Prozesse nahezu identischen Code. Falls wir noch mehr oder
gar eine variable Zahl von Prozessen bendtigen, kann man dies mit einem ,parametrisierten
Programm® realisieren:

PROGRAMM 1.5 (SKALARPRODUKT MIT P PROZESSOREN)
parallel many-process-scalar-product

{

const int N; // Problemgrofse
const int P; // Anzahl Prozesse
double z[N], y[N]; // Vektoren
double s = 0; // Resultat

process II [int p € {0,..., P — 1}]
{
int ¢; double ss = 0;
for (1 =Nx*p/P;i<N=x(p+1)/P;it++)
ss += ali*yli;
[s = s+ ss]; // Hier warten dann doch wieder alle

Nach dem Prozessnamen wird die Menge der Prozessparameter angegben. Fiir jeden moglichen
Wert der Variablen p wird ein Prozess gestartet. Die Zahl von Prozessen P ist variabel (aber
zur Ubersetzungszeit bekannt). Es werden somit die Prozesse Il bis I1p_; gestartet. Prozess 11
hat eine lokale Variable p mit dem Wert k. In Abhéngigkeit des Wertes der Variablen p werden
die Prozesse unterschiedliche Anweisungen ausfiihren.

Man kann sich dieses Programm als eine abkiirzende Schreibweise fiir ein Programm mit P
Prozessen vorstellen. Parametrisierte Programme werden sehr haufig verwendet, insbesondere
in numerischen Anwendungen bei denen verschiedene Prozesse nur auf unterschiedlichen Daten
arbeiten aber im Prinzip die selben Instruktionen ausfiithren. Im englischen wird dafiir der Begriff
single program multiple data (SPMD) verwendet.



1.5 Parallelisieren der Summe

Der kritische Abschnitt [s = s + ss] in Programm 1.5 fiihrt zwar zu einem korrekten Rechen-
ergebnis, stellt jedoch ein potentielles Effizienzproblem dar: Kommen alle Prozesse gleichzeitig
an ihrem kritischen Abschnitt an, was ja zu erwarten ist, so werden diese sequentiell abgearbei-
tet. Wie im Abschnitt 1.1 angedeutet kann die Summe von P Zahlen in 1d P Schritten parallel
berechnet werden.

Um dies in einem Programm zu formulieren betrachten wir die Prozessnummern in Bindrdar-
stellung. Im ersten Schritt bilden alle Prozesse, deren letztes Bit 0 ist ein Zwischenergebnis. Im
zweiten Schritt berechnen die Prozessoren, deren letzte beiden Bits 0 sind, ein Zwischenergebnis
usw. Dies verdeutlicht Abb. 1.2 fiir 23 = 8 Prozessoren.

000 | [oo1] [ow0] [o11] [100] [101]| [110] |111]

Abbildung 1.2: Parallele Summation

Sei d =1d P. In Schritt ¢ € {1,...,d} addiert Prozessor bg_1b4—2...b;0...0 seinen Wert mit

i-mal
dem des Prozesses by_1bg_5...0;1 0...0 . Die Zwischenergebnisse werden in einem globalen

i — 1-mal
Feld s[P] gespeichert.

Bevor ein Prozess auf das Zwischenergebnis eines anderen Prozesses zugreifen kann, mufs er
sicher sein, dafs dieser auch schon fertig gerechnet hat! Um dies anzuzeigen wird ein Feld flag|P)]
deklariert und beim Programmstart mit 0—Werten initialisiert. Die Komponente flag[p] nimmt
den Wert 1 an, wenn das Zwischenergebnis von Prozess p bereitsteht. Man beachte, dal ein
Prozess, sobald er sein Zwischenergebnis einem anderen zur Verfiigung stellt, nicht mehr an der
Rechnung teilnimmt. Hier das Programm, wobei wir uns auf den Fall P = 2%, d > 0 beschrinken:

PROGRAMM 1.6 (PARALLELE SUMMATION)
parallel parallel-sum-scalar-product

{

const int d = 4;

const int N = 100; // Problemgrofe
const int P = 2% // Anzahl Prozesse
double z[N], y[N]; // Vektoren
double s[P] = {0[P]}; // Resultat



int flag[P] = {0[P]}; // Prozess p ist fertig
process II [int p € {0,..., P — 1}]
{

int ¢, r, m, k;

for (i = N+ p/P; i < Nx(p+1)/P; i++)
slpl+ = ali] * yli];

for (i =0;i<d;it++)

i
r=p& [N (Z 2’“)} ; // 16sche letzten i + 1 bits
k=0

m = r | 2% // setze Bit i
if (p == m) flaglm|=1;
if (p==r)

{

while (!flag|m]); // Bedingungssynchronisation
slp] = slp] + s[ml;

Die zweite for—Schleife berechnet die Summe. In jedem Durchlauf werden in p die letzten
i + 1 Bits geloscht und der Variablen r zugewiesen (die Operatoren &, ~ und | fithren eine
bitweise und, nicht bzw. oder Verkniipfung durch. Diese Prozesse miissen in diesem Schritt je
eine Addition durchfiihren. Der andere Operand ist jeweils das Zwischenergebnis von Prozess
m. Im Programm 1.6 wartet ein Prozess mit p == r in einer while-Schleife darauf, dafs das
Zwischenergebnis des Partnerprozesses giiltig wird. Man nennt dies aktives Warten (engl. busy-
wait). Je nach Hardware kann dies sehr ineffizient sein, da in jedem Durchlauf der (leeren!)
Schleife ein Zugriff auf den globalen Speicher notwendig ist.

Durch den busy-wait auf die Variable flag[m] werden die zwei beteiligten Prozesse synchroni-
siert. Man nennt diese Form der Synchronisation eine Bedigungssynchronisation (engl. condition
synchronization), da der eine Prozess erst weiterarbeiten darf, wenn eine bestimmte Bedingung
erfiillt ist.

1.6 Lokalisieren

In vielen parallelen Rechnerarchitekturen ist nur der Zugriff auf lokale Daten schnell realisierbar.
Zugriff auf globale Variablen ist entweder sehr viel langsamer oder iiberhaupt nicht moglich. In
diesem Fall méchten wir neben den Operationen auch die Daten, d.h. die zwei Vektoren x und
y auf die Prozesse aufteilen.

Im nun folgenden Programm werden die Vektoren x und y in jeweils P Teile zerlegt und als
lokale Daten gespeichert:

PROGRAMM 1.7 (SKALARPRODUKT MIT LOKALEN DATEN)
parallel local-data-scalar-product



const int P, N;
double s = 0;

process I [ int p € {0,..., P —1}]
{
double z[N/P + 1], y[N/P + 1];
// Lokaler Ausschnitt der Vektoren
int 4;
double s5=0;

for (i=0,i< (p+ 1)« N/P—px N/P;it++) ss = ss + x[i] * y[i];
[s = s+ s8]

Wieder haben wir das Belegen der Vektoren x, y vernachléssigt. Weiterhin nehmen wir an, dass
N durch P ohne Rest teilbar ist (sonst hdtten nicht alle Prozesse dieselbe Anzahl Komponenten
der Vektoren). Man beachte, dafs nun der Indexbereich in jedem Prozess bei 0 beginnt. Der
Zusammenhang zwischen lokalen und globalen Indizes ist hier noch recht einfach:

ilokal = Gglobal — P * N/ P

Offensichtlich wird jedoch in Programm 1.7 die Summe noch in einer globalen Variable gebil-
det. Um dies zu dndern bendtigen wir ein weiteres Konzept.

1.7 Nachrichtenaustausch

Nun betrachten wir den Fall, dafs keine globalen Variablen aufser der Problemgréfse und der
Prozessorzahl erlaubt sind. Globale Konstanten sind keine eigentlichen Variablen, da sie beim
iibersetzen durch den entsprechenden Zahlenwert ersetzt werden.

Wir bendtigen somit einen anderen Mechanismus, der eine Interaktion der Prozesse erlaubt.
Wir wollen annehmen, dafs sich die Prozesse gegenseitig Nachrichten senden kénnen. Dazu stehen
zwei neue Befehle send und receive mit folgender Syntax zur Verfiigung:

send(<Process>,<Variable>)

und

receive(<Process>,<Variable>).

Der send—Befehl sendet den Inhalt einer Variablen an einen anderen Prozess und wartet bis
dieser die Nachricht in Empfang genommen hat. Der receive—Befehl wartet auf eine Nachricht
von einem anderen Prozess und speichert diese in der genannten Variablen ab. Da die Ope-
rationen solange warten bis die Nachricht tatséchlich gesendet/empfangen wurde werden sie
auch blockierend genannt. Wir werden spéater noch Operationen zum Nachrichtenaustausch mit
anderer Semantik kennenlernen.

Nun koénnen wir das Programm mit vollstdndig lokalen Daten und Nachrichtenaustausch for-
mulieren, wobei wir uns wieder auf P = 2% d > 0 und N durch P teilbar beschrinken.

PROGRAMM 1.8 (SKALARPRODUKT MIT NACHRICHTENAUSTAUSCH)
parallel message-passing-scalar-product

{
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const int d, P=2¢, N; // Konstanten!

process II [int p € {0,..., P — 1}]

{
double z[N/P], y[N/P];// Lokaler Ausschnitt der Vektoren

int 7, r, m;
double s = 0, ss;

for (i=0,i<(p+1)*x N/P—px N/Pji++) s = s+ z[i] * y[i];
for (i =0,i <d,i++) // d Schritte

{ |
e (59)

m = r | 2%

if (p ==m)
send(II,,s);

if (p==r)

receive(Il,,,ss);
s =S+Ss;

Man beachte, dafs die Prozesse iiber den Nachrichtenaustausch implizit synchronisiert werden,
das flag—Feld ist nicht mehr notwendig. Am Ende des Programmes enthélt die Variable s des
Prozesses 0 das Endergebnis.

Die Dekomposition der Datenmenge und die Lokalisierung der Indexbereiche macht die Pro-
grammierung fiir Rechner mit Nachrichtenaustausch in der Regel schwieriger als fiir solche mit
gemeinsamem Speicher. Andererseits kann das Prinzip des Nachrichtenaustausches auch fiir
Rechner mit sehr vielen Prozessoren realisiert werden, wohingegen Rechner mit gemeinsamen
Speicher meist aus deutlich weniger als hundert Prozessoren bestehen.

1.8 Leistungsanalyse

Wir wollen nun der Frage nachgehen, wie leistungsfihig ein paralleler Algorithmus ist. Grundlage
der Analyse der Leistungsfahigkeit ist der Vergleich von sequentieller und paralleler Version
eines Algorithmus. Betrachten wir das Skalarprodukt als Beispiel. Die Laufzeit der sequentiellen
Version betrdgt in Abhéngigkeit der Vektorlange

T,(N) = 2Nt,,

wobei t, die Zeit fiir eine arithmetische Operation ist.
Die Laufzeit der parallelen Variante in Programm 1.8 ist

N
T,(N,P) = 25ta  +1dP(tn +1a),
~—_————

——

lokales Skalarprodukt parallele Summe
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wobei t,, die Zeit ist, die fiir das Versenden einer Flieffkkommazahl notwendig ist.
Als Speedup S bezeichnet man das Verhéltnis von sequentieller zu paralleler Laufzeit:

Ty(N) 2Nt,

S(N,P) = =
( ) Tp(N,P)  28t, +1d P(ty, +t,)

B P
14 L 1d plgts

Da 4 1d Pzt > 0, gilt S(N, P) < P.

Als FEffizienz bezeichnet man

S(N,P) 1
P 14+ L1dPhgfe’

E(N,P) =

Wegen S(N,P) < P gilt £ < 1.
Asymptotisch lassen sich folgende Aussagen machen, die sehr typisch fiir viele parallele Algo-
rithmen sind:

1. festes N: limp_,o, E(N,P) =0

In der Praxis ist natiirlich im obigen Beispiel P < N notwendig. Aber es gilt auch folgende
Monotonie:
E(N,P+1) < E(N,P)

2. festes P, wachsendes N: limy_., E(N, P) =1 Fiir welches Verhiltnis % sakzeptable“ Ef-
fizienzwerte erreicht werden, regelt der Faktor %, das Verhéltnis von Kommunikations-
zu Rechenzeit.

3. Skalierbarkeit fir ein gleichzeitiges Anwachsen von N und P in der Form N = kP:

1

tm+tta
1 + ld Pm

E(kP,P) =

Die Effizienz ist bei hinreichend grofsem k sehr gut und féllt nur langsam mit steigendem
P (und Problemgrofse N) ab. Man bezeichnet einen Algorithmus mit diesem Verhalten als
,gut skalierbar.

1.9 Ausblick

Nach diesem kleinen Rundgang sollen nun die angesprochenen Dinge vertieft werden. Dazu ist
zunéchst ein Grundversténdnis der parallelen Rechnerarchitektur notwendig, auf denen parallele
Programme ablaufen sollen. Insbesondere kommen dabei die Unterschiede (aber auch Gemein-
samkeiten!) der Systeme mit gemeinsamem Speicher und Nachrichtenaustausch zur Sprache.

In einem Abschnitt {iber Parallele Programmierung werden wir verschiedene Formen der Syn-
chronisation und der globalen Kommunikation vertiefen (ein Beispiel war die parallele Summen-
bildung).

Das damit erlangte Grundwissen erméglicht uns die Parallelisierung diverser Algorithmen
numerischer und nichtnumerischer Art.

12



1.10 Ubungen

UBUNG 1.1 Zeigen Sie, dass es bei n Prozessen die je m Anweisungen ausfiihren genau (mn)!/(m!)"
verschiedene Ausfiihrungsreihenfolgen gibt.

UBUNG 1.2 Wie kénnte man in Programm 1.4 den kritischen Abschnitt vermeiden? Als Hinweis
sei genannt, dass man eine Bedingungssynchronisation verwenden kann. Wann ist dies eine
sinnvolle Alternative? Geht das immer?

UBuNG 1.3 Uberlegen Sie wie Programm 1.6 auf den Fall N/P ¢ N erweitert werden kann.

UBUNG 1.4 Was passiert in Programm 1.6 wenn man mehrmals hintereinander eine Summe
berechnen mochte? Erweitern Sie das Programm so, dass man beliebig oft eine Summe bilden
kann.

UBuNG 1.5 Uberlegen Sie wann aktives Warten eine effiziente Implementierung der Bedingungs-
synchronisation ist und wann nicht.

UBUNG 1.6 Erweitern Sie Programm 1.8 so, dass am Ende alle Prozesse das Ergebnis kennen
(diese Operation bezeichnet man als Broadcast).

13
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2 Sequentielle Rechnerarchitekturen

In diesem Kapitel behandeln wir den grundlegenden Aufbau sequentieller Rechner und einiger ge-
brauchlicher Beschleunigungstechniken. Sequentielle Rechner sind dadurch charakterisiert, dass
sie nur einen Instruktions— und Datenstrom verarbeiten.

2.1 Der von—Neumann—Rechner

John von Neumann war ein beriihmter Mathematiker am Institute for Advanced Study der
Princeton University (USA). Im Jahr 1944 horte er vom (damals geheimen) ENIAC-Projekt,
dem ersten elektronischen Computer, und interessierte sich dafiir ihn zu verbessern. In dem Be-
richt , First Draft of a Report on the EDVAC* aus dem Jahr 1945 wurden diese Verbesserungen
zusammengefasst (Einige Leute denken, dass die Anerkennung dafiir nicht nur von Neumann
gebiihrt, siche die Diskussion in (HENNESSY und PATTERSON 1996)). Eine wesentliche Neue-
rung die von Neumann einfithrte war die des gespeicherten Programmes, d.h. der Speicher des
Computers enthilt sowohl Daten als auch das Programm. Den grundlegenden Aufbau des von—
Neumann—Rechners zeigt Abb. 2.1.

Der Speicher M (engl. memory) enthélt sowohl Daten als auch Instruktionen (Befehle). Die
Instruktionseinheit IU (engl. instruction unit) liest den néchsten Befehl aus dem Speicher (Ort
wird durch den Programmzéahler angegeben), dekodiert ihn und steuert das Rechenwerk ALU
(engl. arithmetic logic unit) entsprechend an. Die Operanden fiir das Rechenwerk werden ib-
licherweise aus einem Satz von Registern gelesen, kénnen aber auch aus dem Speicher gelesen
werden. Ergebnisse werden in ein Register geschrieben. Instruktionseinheit und Rechenwerk wer-
den als Prozessor (engl. CPU) bezeichnet).

Die einzelnen Phasen des Befehlszyklus werden in einem festen Zeittakt abgearbeitet. Die
Geschwindigkeit mit der ein solcher Rechner Programme auszufiihren vermag ist wird zum einen
durch die Taktrate bestimmt und zum anderen durch die Rate mit der Daten und Befehle
zwischen Prozessor und Speicher transportiert werden kénnen.

Transaktionen zwischen Prozessor und Speicher werden iiber einen Bus durchgefiihrt. Ein Bus
besteht aus einem Biindel elektrischer Leitungen iiber die die Signale laufen. Der Bus dient dazu
den Prozessor mit verschiedenen Teilen des Computers zu verbinden, z.B. dem Speicher oder
Ein—/Ausgabegeréten. In einer Vermittlungsphase (engl. bus arbitration) wird festgelegt welche
am Bus angeschlossene Einheiten als ndchstes kommunizieren. Der Datenaustausch auf dem Bus
wird durch ein Busprotokoll geregelt. Ublicherweise gibt es viele verschiedene Busse in einem
Computersystem, innerhalb der CPU und auch aufserhalb.

2.2 Pipelining

Das Pipelining, zu deutsch etwa , Fliekbandtechnik®, ist eine haufig verwendete Beschleunigungs-
technik die sowohl auf Hardware— als auch auf Softwareebene eingesetzt wird. Wir werden sie
zunéchst abstrakt beschreiben und dann einige konkrete Anwendungsbeispiele geben.
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Abbildung 2.1: Schematischer Aufbau des von—Neumann—Rechners.

Unter Pipelining versteht man die gleichzeitige, iberlappende Verarbeitung mehrerer Opera-
tionen. Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit von Pipelining sind:

e Eine Operation OP(x) muss auf viele Operanden xy, z2, ..

. in Folge angewandt werden.

e Die Operation kann in m > 1 Teiloperationen (oder auch Stufen) zerlegt werden, die in
(moglichst) gleicher Zeit bearbeitet werden konnen.

e Ein Operand x; darf nur mit Einschrénkungen das Ergebnis einer fritheren Operation sein

(siche unten).

Abb. 2.2 zeigt das Prinzip des Pipelining fiir den Fall von m = 4 Teiloperationen (TOP). Im

Takt 1 Takt 2 Takt 3 Takt 4
TOP ]:U1 T T3 T4
TOP 2 T To T3 Ty
TOP 3 Pipehne T i) I3 Ty
auffillen
TOP 4 7 T T3

Abbildung 2.2: Illustration des Pipelining.
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ersten Takt wird die erste Teiloperation auf den ersten Operanden x; angewandt, dann im zwei-
ten Takt die zweite Teiloperation auf den ersten Operanden und zeitgleich die erste Teiloperation
auf den zweiten Operanden und so weiter. Nach m Takten ist die Bearbeitung des ersten Ope-
randen beendet, dann wird in jedem Takt eine weitere Berechnung beendet. Pipelining erhoht
also den Durchsatz (Operationen/Zeit), nicht jedoch die Bearbeitungszeit fiir einen einzelnen
Operanden. Die Bearbeitungszeit fiir einen einzelnen Operanden kann sogar etwas hoher sein
als ohne Pipelining (ungleicher Zeitbedarf fiir Einzeloperationen, Synchronisation zwischen den
Stufen).
Der Zeitbedarf fiir die Verarbeitung von N Operanden betragt

Tp(N) = (m—l—N—l)%, (2.1)

die Beschleunigung somit

_Ts(N) _ NxTop N
S(N)_TP(N) a (m+ N —1)Ter MmN

(2.2)

Fiir N — oo geht die Beschleunigung gegen m.

Probleme gibt es dann, wenn die Bearbeitung eines Operanden von einem fritheren Ergebnis
abhéngt. So darf der Operand z; nur das Ergebnis einer fritheren Operation OP(x;_) sein, falls
k > m gilt.

Wir betrachten nun verschiedene Anwendungen des Pipelining—Prinzips.

Instruktionspipelining

Hierunter versteht man die iiberlappende Verarbeitung mehrerer Befehlszyklen. Die dabei iibli-
chen ,Teiloperationen“bzw. Stufen sind:

e Instruktion holen (fetch),

e Instruktion decodieren (decode),

e Instruktion ausfiihren (ezecute)

e Ergebnis zuriickschreiben (write back),

und die Operanden sind die Maschinenbefehle.

Wesentliche Voraussetzung (siehe oben!) zur Ausnutzung des Instruktionspipelining ist ein ent-
sprechend homogener Befehlssatz bei dem fiir alle zu bearbeitenden Befehle die einzelnen Stufen
jeweils in der gleichen Zeitspanne ausgefiihrt werden kénnen. Agressives Ausnutzen von Instruk-
tionspipelining ist das wesentliche Merkmal der sog. RISC—Prozessoren (reduced instruction set
computer). Datenabhéngigkeiten treten beim Instruktionspipelining in der Form von beding-
ten Sprungbefehlen auf. Viele heute iibliche Prozessoren (Intel Pentium, PowerPC) enthalten
eine Einheit die das Sprungziel von bedingten Sprungbefehlen vorhersagen sollen (engl. branch
prediction unit).

Effektives Ausnutzen von Instruktionspipelining erfordert Optimierungen des Instruktionss-
tromes durch den Compiler. Eine haufig verwendete Optimierungstechnik ist das Abrollen von
Schleifen (engl. loop unrolling). Hierzu betrachten wir folgende Schleife:
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for(i =0;i < n;it++)
x[i] = a * x[il;

Hier gibt es nur wenige Befehle innerhalb der Schleife. Dies bedeutet, dass der Code zur Im-
plementierung der Schleife (Zahler dekrementieren, bedingter Sprungbefehl) etwa soviel Befehle
beansprucht wie der eigentliche Nutzcode, die Skalierung eines Vektors. Ausserdem hat der Com-
piler wenig Méglichkeit durch Umordnen der Maschinenbefehle die Ausnutzung der Pipeline zu
optimieren.

Durch das Abrollen der Schleife vermeidet man beides. Dazu wird der Schleifenkérper verviel-
faltigt und entsprechend angepasst, so dass die Schleife weniger oft durchlaufen wird:

for(i =0; i < n; i+=4)

{

x[i] = a * x[i];

z[i+ 1] = axzfi +1];
z[i+ 2] =ax*xx[i +2];
x[i + 3] = ax*z[i + 3];

Hierbei haben wir angenommen, dass n ein Vielfaches von 4 ist. Jeder gute Compiler wird diese
Transformation automatisch durchfithren (er macht das iiblicherweise besser als Menschen).

Arithmetisches Pipelining

Anwendung des Pipelining—Prinzips auf arithmetische Operationen wie Addition und Multipli-
kation. Mogliche Teiloperationen sind dabei etwa:

e Herstellen gleicher Exponenten bei beiden Argumenten,
e Addition der Mantisse,
e Normieren der Mantisse und Abgleich des Exponenten.

Besonders vorteilhaft bei der Verarbeitung langer Kolonnen von Zahlen (Vektoren) mit glei-
chen Befehlen, wie z. B. bei Skalarprodukt oder Matrix mal Vektor. Rechner mit arithmetischem
Pipelining werden auch Vektorrechner genannt.

Verschriankter Speicher

(engl. interleaved memory) Insbesondere die oben erwiahnten Vektorrechner bendtigen eine sehr
hohe Datentransferrate vom Hauptspeicher in den Prozessor und zuriick. Dies kann man dadurch
erreichen, dafs der Hauptspeicher aus mehreren voneinander unabhéngigen Modulen aufgebaut
wird, die eine tiberlappende Bearbeitung von Zugriffen erlauben. Die Adressierung erfolgt derart,
daf konsekutive Speicheradressen verschiedenen Modulen zugeordnet werden. Dies erreicht man
einfach dadurch, dass die niedrigsten Bits der Speicheradresse zur Auswahl des Speichermoduls
verwendet werden (engl. low order interleaving). Verschréankter Speicher benétigt ein Busprotoll,
das mehrere laufende Transaktionen zulésst.
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Abbildung 2.3: Beispiel einer Speicherhierarchie.

2.3 Mehrfache Funktionseinheiten

Es ist moglich mehrere Rechenwerke (z.B. mehrere Additions—, Multiplikations— und Integerein-
heiten) vorzusehen und somit mehr als einen Befehl pro Takt zu bearbeiten. So eine Architektur
bezeichnet man als ,,superskalar (engl. superscalar). Typischerweise wird superskalare Bearbei-
tung mit Instruktionspipelining verkniipft.

Jeder Befehl benotigt gewisse Resourcen fiir seine Ausfiihrung, wie etwa die Verfiigharkeit von
Operanden und die Verfiigbarkeit einer Verarbeitungseinheit. Nun kann es vorkommen, dass ein
Befehl darauf warten muss bis die benotigten Resourcen verfiigbar sind, ein nachfolgender Befehl
aber schon zur Ausfithrung bereit wére. Erlaubt eine Architektur die dynamische Zuordnung von
Resourcen zu Befehlen und deren Ausfiihrung sobald alle benotigten Resourcen zur Verfiigung
stehen spricht man von ,aufier-der—Reihe—Ausfithrung” (engl. out—of-order execution).

Mit dieser Technik kann man nur einen relativ kleinen Parallitdtsgrad von 3 bis 5 fiir allgemeine
Aufgaben erreichen. Fiir eine detaillierte Beschreibung sei auf (HENNESSY und PATTERSON
1996) verwiesen.

2.4 Caches

Moderne Prozessoren sind sehr viel schneller als der Hauptspeicher. Typische Prozessoren haben
Taktfrequenzen von 500 MHz und kénnen bis zu zwei Befehle pro Takt ausfiithren (z.B. Pentium
IT). Normaler DRAM Speicher hingegen arbeitet mit einer Taktfrequenz von 100 MHz und in
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7 Takten konnen 4 Worte (& 64 Bit) gelesen werden (100MHz SDRAM). Somit kann nicht in
jedem Takt des Prozessors ein Operand aus dem Hauptspeicher gelesen werden. Im Prinzip ist
das Problem kein technisches sondern ein 6konomisches. Man kann sehr wohl Speicher bauen,
der so schnell wie der Prozessor arbeitet nur ist der Preis pro Byte sehr viel hoher als bei
langsamerem Speicher.

Die Losung fiir dieses Problem ist die Speicherhierarchie. Man stattet den Rechner mit Spei-
chern unterschiedlicher Grofe und Geschwindigkeit aus. Abb. 2.3 zeigt eine Speicherhierarchie
mit drei Ebenen. Im Prozessor befinden sich die Register und ein sogenannter Level-1-Cache.
Dieser arbeitet typischerweise mit der selben Taktrate wie der Prozessor (typische Grofe sind
wenige KByte). Aukerhalb des Prozessors befindet sich der etwas grofere Level-2-Cache mit
einer typischen Grofe von 512 KByte bis 2 MByte. Darunter befindet sich der Hauptspeicher,
der typischerweise noch einmal um den Faktor 100 bis 500 grofser ist.

Greift der Prozessor lesend auf eine Speicheradresse zu, so wird tiberpriift ob sich eine Kopie
der Speicherzelle im Cache befindet (wir betrachten nur zwei Ebenen, im Prinzip lduft auf jeder
Ebene das selbe Schema ab). Wenn ja, wird die Kopie im Cache verwendet, ansonsten wird der
Inhalt der Speicherzelle aus dem Speicher geholt. Genau genommen wird nicht nur die gewiinsch-
te Speicherzelle sondern ein ganzer Speicherblock, der die geniinschte Adresse enthélt, in den
Cache kopiert. Dabei nimmt man an, dass typische Programme mit hoher Wahrscheinlichkeit
auch auf Speicherzellen in der Umgebung der urspriinglichen Adresse zugreifen. Man spricht vom
Lokalitatsprinzip. Die Blocke in denen Daten zwischen Speicher und Cache transferiert werden
heifsen auch cache lines. Typische Grofse einer Cache—Line ist 16 Bytes bis 128 Bytes.

Vier Strategien bestimmen die Funktionsweise eines Cache—Speichers: Platzierungsstrategie,
Identifikationsstrategie, Ersetzungsstrategie und Schreibstrategie. Diese wollen wir nun der Reihe
nach betrachten.

Platzierung

Nehmen wir an der Hauptspeicher besteht aus N Blocken und der Cache-Speicher aus M BIl6-
cken. Bei einem Cache mit direkter Zuordnung (engl. direct mapped cache) wird Block i des
Haupspeichers in Block j =¢ mod M des Cache geladen. Dies bedeutet, dass zwei Blocke i1, 9
mit 44 mod M = io mod M in den selben Cache-Block geladen werden miissen. Dieser Kon-
flikt wird vermieden bei einem voll assoziativen Cache (engl. fully associative cache). Hier kann
ein Hauptspeicherblock in jeden beliebigen Cache-Block kopiert werden. Als Kompromiss ergibt
sich der Cache—Speicher mit k—facher Assoziativitit (engl. k-way associative cache). Hier besteht
der Cache aus M Mengen (engl. sets) zu je k Blocken. Block i des Haupspeichers kann in einen
der k Blocke in der Menge ¢ mod M kopiert werden. Typische Werte fiir k£ sind 2 oder 4.

Abb. 2.4 illustriert die verschiedenen Formen der Cache Organisation. Der Hauptspeicher be-
steht aus 32 Blocken, der Cache jeweils aus 8 Blocken (die Grofe der Cache-Lines ist unwichtig!).
Im voll assoziativen Fall kann Block Nr. 12 in jeden Cache-Block geladen werden, bei direkter
Zuordnung nur in den mit der Nr. 4 (wegen 12 mod 8 = 4). Im Fall 2-facher Assoziativitét
besteht der Cache aus 4 Teilmengen zu je 2 Blocken. Wegen 12 mod 4 = 0 geht Block 12 in
Menge 0 und kann dort in jeden der beiden Blécke kopiert werden.

Identifizierung

Wie findet man nun heraus ob ein bestimmter Block bereits im Cache ist? Dazu wird zusétzlich
fiir jeden Cache—Block die Blockrahmenadresse (engl. block frame address) im Cache-Tag abge-
speichert. Die Blockrahmenadresse des Blockes ¢ im Hauptspeicher ist ¢ <+ M. Bei einem Cache
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Abbildung 2.4: Illustration verschiedener Cache-Organisationen.
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mit direkter Zuordnung ist nur genau ein Vergleich der Blockrahmenadresse mit dem zugehori-
gen Cache—Tag notwendig. Im Falle eines k—fach assoziativen Cache sind k Vergleiche notwendig,
die von der Hardware parallel durchgefiihrt werden. Bei einem voll assozativen Cache sind M
Vergleiche notwendig (dies erklart warum diese Variante praktisch nicht verwendet wird).

Zusatzlich zum Cache-Tag muss man noch wissen ob die im Cache-Block enthaltene Infor-
mation liberhaupt giiltig ist. Z.B. ist ja nach dem Einschalten des Rechners noch kein Block im
Cache giiltig. Dazu erhélt jeder Cache-Block noch ein sog. Valid-Flag. Im Rahmen der spater
zu besprechenden Multiprozessorsysteme mit Cache kann es auch vorkommen, dass ein ande-
rer Prozessor einen Hauptspeicherblock modifiziert und somit die Cache—Speicher aller iibrigen
Prozessoren eventuell einen Cache-Eintrag invalidieren miissen.

Ersetzung

Irgendwann wird unweigerlich die Situation eintreten, dass alle Cache-Blocke giiltige Information
enthalten und ein noch nicht vorhandener Block in den Cache geladen werden muss. In diesem
Fall muss ein anderer giiltiger Block entfernt werden. Welcher Block entfernt wird héngt wieder
von der Organisation des Cache ab. Bei einem Cache mit direkter Zuordnung gibt es nur einen
moglichen Block der entfernt werden kann und die Entscheidung ist trivial. Bei einem Cache mit
k—facher Assoziativitit stehen natiirlich k Blocke zur Auswahl. Aufgrund des Lokalitatsprinzips
wiirde man den Block entfernen auf den am ldngsten nicht mehr zugegriffen wurde (engl. least
recently used, LRU). Eine andere mogliche Strategie ist die zuféllige Auswahl eines Blockes.
Untersuchungen in (HENNESSY und PATTERSON 1996) zeigen, dass LRU und zufillige Auswahl
fiir grofte Caches praktisch gleich sind (unabhéngig von k, dem Assoziativitatsfaktor).

Schreiben

Obwohl Lesezugriffe auf den Speicher wesentlich haufiger sind als Schreibzugriffe wird jedes ver-
niinftige Programm auch einmal Werte zuriickschreiben. Hier gibt es zwei iibliche Strategien.
Zum einen kann man bei Schreibzugriffen immer das entsprechende Wort im Cache (angenom-
men der Block befindet sich bereits im Cache) und im Hauptspeicher modifizieren (engl. write
through) oder man modifiziert den Eintrag im Cache und wartet mit dem Zuriickschreiben in
den Haupspeicher bis der Cache-Block aus dem Cache verdriangt wird (engl. write back). Bei-
de Strategien haben Vor- und Nachteile. Im ersten Fall sind Hauptspeicher und Cache immer
konsistent (gut fiir Multiprozessorsysteme) und falls der Block noch nicht im Cache ist ist kein
zusétzliches Lesen des Blockes notwendig (engl. cold write, write miss). Im zweiten Fall erfor-
dern mehrere Schreibzugriffe auf den selben Block nur ein Zuriickschreiben des ganzen Blockes
(dies ist schneller, da hierfiir spezielle Transfermodi der DRAM Speicher verwendet werden). Bei
einem Write-Back—Cache enthélt jeder Cache-Block ein sog. Dirty—Bit welches anzeigt ob der
Inhalt des Cache mit dem entsprechenden Block des Hauptspeichers iibereinstimmt oder nicht.

Das Lokalitatsprinzip und seine Auswirkungen

Das klassische von—Neumann—Programmiermodell geht von gleicher Zugriffszeit auf alle Spei-
cherzellen aus. Bei Systemen mit Cache—Speicher ist diese Annahme nicht mehr erfiillt. Beim
Entwurf von Programmen muss man darauf achten einmal in den Cache geladene Daten so oft
wie moglich wiederzuverwenden. Dazu betrachten wir nun das Beispiel der Multiplikation zweier
Matrizen. Fiir weitere Beispiele zu diesem Thema sei auf die Ubungsaufgaben verwiesen.

Wir betrachten das Produkt zweier n x n Matrizen C' = AB. Alle Matrizen seien in zweidi-
mensionalen Feldern gespeichert. Legen wir die Programmiersprache C zugrunde, so sind zweidi-
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Abbildung 2.5: Daten im Cache nach Berechnung von C[0][0].

mensionale Felder zeilenweise abgespeichert. Der naive Algorithmus fiir die Matrixmultiplikation
lautet:

for (i =0; i <mn;it+)
for (j =0; j <n; j++)
for (k=0; k <n; k++)
Clillj) += Alil[k] « BIK][j];

(C sei schon mit Nullen initialisiert) Uberlegen wir nun wie ein Cache-Speicher bei der Ma-
trixmultiplikation verwendet wird. Nehmen wir an der verwendete Rechner habe einen Cache
mit 32 Byte Cache—Lines. Bei 8 Byte pro Fliekkommazahl passen genau vier Matrixelemente in
eine Cache-Line. Abb. 2.5 zeigt welche Daten sich nach der Berechnung von C[0][0] im Cache
befinden. Auf A wird in der innersten Schleife zeilenweise zugegriffen, auf B spaltenweise. Da
immer ganze Cache-Lines geladen werden, befinden sich die ersten vier Elemente jeder Zeile
von B im Cache. Solange n klein genug ist, dass eine Zeile von A und vier Spalten von B in
den Cache passen lauft unser Programm recht effizient. So kann etwa der Wert von C[0][1] in
Abb. 2.5 ohne einen weiteren Hauptspeicherzugriff berechnet werden. Nimmt man an, dass A,
B und C vollstindig in den Cache passen, so muss man fiir die 2n3 Fliekkommaoperationen nur
2n? 64-Bit Worte lesen und n? Worte schreiben. Fiir geniigend grofes n hat man also deutlich
mehr Fliefskommaoperationen wie Speicherzugriffe.

Allerdings wird ein Level-1-Cache nicht viel mehr als 2000 Flieltkommazahlen speichern kon-
nen (16 KByte) und somit ist n < 25. Bei n > 400 (2000/5) werden wir nicht einmal fiir einen
Durchlauf der innersten Schleife alle Daten im Cache halten kénnen. Dann ist bei beinahe je-
dem Zugriff auf ein Matrixelement das Laden einer Cache-Line notwendig. Die Datenlokalitét
des Algorithmus kann entscheidend verbessert werden indem man die beteiligten Matrizen in
(kompatible) Blocke zerlegt, die jeweils in den Cache passen. Angenommen die Blockgrofe sei
m X m und n ein vielfaches von m so lautet der Algorithmus:

23



for (i =0; ¢ < n; i+=m)
for (j = 0; j <n; j+=m)
for (k=0; k <n; k+=m)
for (s=0; s <m; s++)
for (t =0; ¢t <m; t++)
for (u=0; u < m; u++)
Cli+ s)lj +1) += Afi+ )ik -+ u] » Blk + ]l + 1]

Diese Technik wird auch als ,Kacheln“ (engl. tiling) bezeichnet. Hier ist diese Programm-
transformation noch vergleichsweise einfach, da die Datenstruktur regelméfig ist und keinerlei
Datenabhéngigkeiten vorhanden sind.

2.5 RISC und CISC

Die Abkiirzungen RISC und CISC stehen fiir ,,reduced instruction set computer” bzw. ,,complex
instruction set computer und somit fiir gegensétzliche Designprinzipien von Mikroprozessoren.
Im Laufe der Jahrzehnte der Rechnerentwicklung wurden die Maschinenbefehlssétze der Rechner
immer umfangreicher, da man meinte immer exotischere Operationen und Adressierungsarten
per Maschinenbefehl zur Vefiigung stellen zu miissen. Leider hat dies auch die ganz einfachen
Befehle verlangsamt. Compiler waren oft nicht in der Lage diese exotischen Befehle zu verwenden.
Die Instruktionswerke waren so komplex, dass man eine zweite Ebene der Programmierung, die
sog. Mikroprogrammierung, eingefiihrt hatte.

Anfang der 80er—Jahre hat man wieder Prozessoren mit einfachen aber schnell ausfithrbaren
Befehlen konstruiert. Die wichtigsten Designprinzipien von RISC Rechnern sind:

e Alle Befehle werden in Hardware dekodiert, keine Mikroprogrammierung.
e Agressive Ausnutzung von Instruktionspipelining (Parallelismus auf Instruktionsebene).

e Moglichst ein Befehl/Takt ausfiihren (oder mehr bei superskalaren Maschinen). Dies er-
fordert einen moglichst einfachen, homogenen Befehlssatz.

e Speicherzugriffe nur mit speziellen Load/Store-Befehlen, keine komplizierten Adressie-
rungsarten.

e Viele Allzweckregister bereitstellen um Speicherzugriffe zu minimieren. Die gesparte Chip-
fliche im Instruktionswerk wird fir Register oder Caches verwendet.

e Folge dem Designprinzip ,,Mache den oft auftretenden Fall schnell”.

2.6 PRAXIS: Der Intel Pentium 11

In diesem Abschnitt wollen wir kurz ausfithren welche Designmerkmale einer der bekanntesten
Mikroprozessoren, der Intel Pentium II, bietet. Fiir eine etwas ausfiihrlichere Beschreibung sei
auf (A. S. TANENBAUM 1999) verwiesen.

Der Pentium II ist eine aufwartskompatible Weiterentwicklung des 8086 Prozessors, der von
Intel 1978 eingefiihrt worden war. Der Maschinenbefehlssatz ist sehr heterogen mit vielen For-
maten und Adressierungsarten. Es handelt sich also um einen CISC—Prozessor. Um trotzdem die
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Vorteile des RISC-Konzeptes nutzen zu konnen werden die Maschinenbefehle intern in einfachere
sog. Mikrooperationen zerlegt, die von einem RISC—Kern ausgefiihrt werden.

Insgesamt besteht die Instruktionspipeline aus 12 Stufen, die Maschinenbefehle werden in der
Ausgangsreihenfolge beendet, die Mikroinstruktion kénnen jedoch vom RISC—Kern in dynamisch
bestimmter Reihenfolge ausgefithrt werden (out—of-order execution).

Der Pentium II besitzt eine superskalare Architektur. Bis zu drei PII-Maschinenbefehle kénnen
in einem Taktzyklus dekodiert werden. Allerdings benttigen komplexere Maschinenbefehle mehr
als einen Takt zur Dekodierung und natiirlich kann es zu Resourcenkonflikten beziiglich der
Ausfiihrungseinheiten kommen. Immerhin gibt es zwei Flielskomma und zwei Integereinheiten,
die parallel arbeiten kénnen. Flielskommaaddition und Multiplikation verwenden selbst wieder
Pipelining mit 3 bzw. 5 Stufen. Fiir bedingte Sprungbefehle steht eine Sprungvorhersageeinheit
(branch prediction unit) zur Verfiigung.

Das Cache—Konzept ist zweistufig. Auf dem Chip stehen zwei 16 KByte Level-1-Caches ge-
trennt fiir Instruktionen und Daten zur Verfiigung. Die Lénge einer Cache-Line betrigt 32
Bytes, die Organisation ist 4-fach assoziativ mit verzégertem Schreiben (write back) und einer
pseudo-LRU Ersetzungsstrategie. Die Grofe des Level-2-Cache betragt 512 KByte ebenfalls
mit 32 Byte Cache—Lines. Der Level-2—-Cache lduft mit halber Taktrate.

Als Hauptspeicher werden tiblicherweise 100 MHz SDRAMs verwendet. Der Datenbus ist 64
Bit breit und prinzipiell kénnen 64 GByte adressiert werden (iibliche Motherboards kénnen
allerdings nur mit 1-2 GByte bestiickt werden). Die Pentium II Architektur unterstiitzt den
Zugriff mehrerer Prozessoren auf den Hauptspeicher. Cache-Kohirenz wird mit dem MESI-
Protokoll sichergestellt, das wir weiter unten besprechen werden.

2.7 Ubungen

UBUNG 2.1 Wir betrachten einen hypothetischen Rechner mit einem einstufigen Cache. Cache-
Lines bestehen aus L = 2! Worten, der Cache umfakt M = 2™ Cache Lines und sei 4-fach
assoziativ. Der Haupspeicher habe N = 2" Worte. Beschreiben Sie die Organisation des Ca-
che, die Lange des Cache—Tags in Bits und wie die einzelnen Abschnitte einer Wortadresse zur
Adressierung des Cache verwendet werden.

UBUNG 2.2 Wir betrachten die Berechnung des Skalarproduktes zweier Vektoren der Linge n:
s = Z?;()l z;y;. Die Vektoren werden in eindimensionalen Feldern mit den Anfangsadressen a,
bzw a, gespeichert. Der Algorithmus werde auf einer Maschine mit einem Cache mit direkter
Zuordnung ausgefithrt. Was passiert, wenn |a, — a,| ein Vielfaches der Cachegrofie ist? Kann
die Skalarproduktoperation bei langen Vektoren effizient (im Sinne von maximaler Prozessor-
leistung) auf so einer Maschine ausgefiithrt werden?

UBUNG 2.3 Wieder betrachten wir das Skalarprodukt zwei Vektoren der Linge n. Nun seien
die Vektorelemente in einer einfach verketteten Liste abgespeichert. Vergleichen Sie diese Da-
tenstruktur mit einem eindimensionalen Feld hinsichtlich der Cacheausnutzung. Der Cache sei
2—fach assoziativ ausgefiihrt.

UBUNG 2.4 Betrachten sie folgendes Programmsegment:

for(k = 0; k < 1000; k+-+)
for(i=1;i<n—1;i++)
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for(j=1,5<n—1;j++)
wli][j] = 3 (uli =[] + wli + ][] + wfi)[j — 1] + w5 +1]);

Dabei sei u ein Feld der Dimension n x n mit n so grof, daf eine Zeile des Feldes nicht mehr in
den Cache passt. Uberlegen Sie wie man die Schleifen umstrukturieren kénnte um eine bessere
Cachenutzung zu erreichen.

UBUNG 2.5 Implementieren Sie den geblockten Algorithmus zur Matrixmultiplikation auf einem

Rechner mit Cache. Experimentieren Sie mit verschiedenen Blockgréfien und bestimmen Sie die

MFLOP /s—Raten.
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3 Skalierbare Rechnerarchitekturen

Die im letzten Kapitel betrachteten Rechnerarchitekturen nutzten bereits Parallelismus in der
Form von Instruktionspipelining und mehrfachen Funktionseinheiten. Hiermit lasst sich selten
mehr als eine Beschleunigung um den Faktor 5 erreichen. In diesem Kapitel geht es um Architek-
turen bei denen sich durch Hinzufligen weiterer Elemente (im Prinzip) beliebig hohe Leistung
erreichen lésst. Eine ausfiihrliche Einfiihrung in parallele Rechnerarchitekturen gibt CULLER,
SINGH und GUPTA (1999).

3.1 Klassifikation von Parallelrechnern

Welche Ansitze gibt es fiir skalierbare Rechnerarchitekturen? Dieser Abschnitt gibt eine Uber-
sicht.

Eine betagte aber immer noch gerne verwendete Klassifikation ist die nach FLYNN (1972). Sei-
ne Einteilung kennt nur zwei Dimensionen: die Anzahl der Instruktionsstrome und die Anzahl
der Datenstrome. In jeder Dimension kénnen auch nur zwei Werte angenommen werden: einfach
(1) und mehrfach (> 1). Die Anzahl der Instruktionsstrome entspricht der Anzahl von Befehls-
zéhlern im System. Die Anzahl der Datenstrome meint die Zahl der unabhéngigen Datenpfade
von den Speichern zu den Rechenwerken.

Somit gibt es nach FLYNN vier Klassen von Rechnern (wovon eine leer ist):

e SISD — single instruction single data. Dies sind sequentielle Rechner aus Kapitel 2.

e SIMD - single instruction multiple data. Diese Rechner, auch Feldrechner genannt, ver-
fligen {iber ein Instruktionswerk und mehrere unabhéngige Rechenwerke von denen jedes
mit einem eigenen Speicher verbunden ist. Die Rechenwerke werden taktsynchron vom
Instruktionswerk angesteuert und fithren die selbe Operation auf unterschiedlichen Daten
aus. Hierbei denke man etwa an die Addition zweier Vektoren. Jedes Rechenwerk kénnte
die Addition zweier Vektorelemente durchfiihren.

o MISD — multiple instruction single data. Diese Klasse ist leer.

o MIMD — multiple instruction multiple data. Dies entspricht einer Kollektion eigenstandiger
Rechner, jeder mit einem Instruktions— und einem Rechenwerk ausgestattet.

SIMD-Rechner sind inflexibel. Bei einer if-Anweisung fithren alle Verarbeitungseinheiten die
die Bedingung zu wahr auswerten zuerst den if-Zweig aus und in einem zweiten Schritt fithren
die restlichen Verarbeitungseinheiten den else—Zweig aus. Aufgrund der Taktsynchronitit sind
aber keine Koordinationskonstrukte (wie z.B. wechselseitiger Ausschluss) notwendig. Der erste
Parallelrechner, ILLIAC IV, war eine SIMD—-Maschine. Allerdings war er nicht erfolgreich. In
den 80er Jahren fiihrten die CM-2 und MasPar das Konzept (nun erfolgreich) fort. Zur Zeit
(1999) hat keine Architektur dieses Typs einen nennenswerten Marktanteil. Dies liegt daran, dass
SIMD-Prozessoren Spezialanfertigungen sind, die nicht von der stiirmischen Entwicklung der
Mikroprozessoren im Massenmarkt profitieren kénnen. Wir werden deshalb diese Rechnerklasse
nicht weiter betrachten.
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Abbildung 3.1: Rechner mit zentralem, gemeinsamen Speicher.

Rechner vom MIMD-Typ entsprechen genau der Vorstellung von einer parallelen Berechnung
wie wir sie im ersten Kapitel eingefiithrt haben, d.h. einer Kollektion miteinander kommunizie-
render, sequentieller Prozesse. Jeder Prozess ist in der Lage ein anderes Programm auszufiihren.

Die Klassifikation von FLYNN beriicksichtigt jedoch nicht wie der Datenaustausch im System
stattfindet. Hierfiir gibt es zwei prinzipielle Moglichkeiten:

1. Kommunikation {iber gemeinsamen Speicher, und

2. Kommunikation durch Austausch von Nachrichten.

Rechner vom MIMD-Typ mit gemeinsamen Speicher verfiigen tiber einen globalen Adressraum.
Dies bedeutet: jede Speicherzelle im System hat eine global eindeutige Adresse und kann von
allen Prozessoren gelesen und geschrieben werden (unter der Annahme entsprechend gesetzter
Zugriffsrechte).

Der gemeinsame Speicher kann als zentraler Speicher realisiert sein auf den alle Prozesso-
ren iiber ein dynamisches Verbindungsnetzwerk zugreifen. Man spricht in diesem Fall auch von
Multiprozessoren (engl. multiprocessors). Diese Variante ist in Abbildung 3.1 dargestellt.

Das Verbindungsnetzwerk leitet Anfragen eines Prozessors (Caches) an den Speicher weiter.
Der Speicher kann als verschrankter Speicher mit mehreren Modulen aufgebaut sein um mehrere
Anfragen gleichzeitig befriedigen zu kénnen (bei entsprechender Auslegung des Verbindungsnetz-
werkes). Die Zugriffszeit von jedem Prozessor zu jeder Speicherstelle ist gleich grofs. Daher werden
solche Rechner auch als Maschinen mit uniformem Speicherzugriff (engl. uniform memory access,
UMA) bezeichnet. Jeder schnelle Prozessor benotigt einen Cache—Speicher (oder gar mehrere)
um die Geschwindigkeit von Prozessor und Hauptspeicher auszugleichen. Der Cache wurde in
Abb. 3.1 schon eingezeichnet. Dies wirft das Problem auf einen Block im Hauptspeicher und
evtl. mehrere Kopien des Blockes kohérent zu halten (engl. cache coherence). Schreibzugriffe auf
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Abbildung 3.2: Rechner mit verteiltem, gemeinsamen Speicher.

den selben Block in verschiedenen Caches miissen sequentialisiert werden. Lesezugriffe miissen
stets aktuelle Daten liefern.

Ein sogenanntes Protokoll zur Cache-Kohérenz stellt dies sicher (engl. cache coherence pro-
tocol). Cache-Kohérenz lésst sich sehr effizient implementieren falls das Verbindungsnetzwerk
ein Bus ist. Ein Beispielprotokoll wird im néchsten Abschnitt ausfithrlich besprochen.

Leider kénnen busbasierte UMA—Systeme nicht iiber wenige zehn Prozessoren hinaus skaliert
werden. Dies gelingt nur mit Systemen mit verteiltem, gemeinsamen Speicher (engl. distributed
shared memory, DSM). Den prinzipiellen Aufbau zeigt Abbildung 3.2.

Jedes Modul besteht aus Prozessor, Cache und lokalem Speicher. Uber das Verbindungsnetz-
werk kann auch auf entfernte Speicherstellen zugegriffen werden. Allerdings dauern entfernte
Zugriffe (wesentlich) langer als lokale: die Zugriffszeit ist nicht mehr uniform (engl. nonuniform
memory access, NUMA). Im Fall eines zweistufigen Cache-Speichers gibt es somit vier unter-
schiedliche Zugriffszeiten fiir Speicherzellen je nachdem ob sie sich im Level-1-Cache, Level-2—
Cache, lokalem Speicher oder entferntem Speicher befinden! Die Losung des Cache—Kohérenz—
Problems erfordert hier weit héheren Aufwand als bei busbasierten Systemen. Cache-Kohérente
NUMA-Rechner werden als ccNUMA—-Maschinen abgekiirzt. Systeme mit bis zu 1024 Prozesso-
ren sind kommerziell erhéltlich (SGI Origin).

Rechner mit Nachrichtenaustausch verfiigen auch iiber verteilte Speicher haben aber einen [o-
kalen Adressraum. Gleiche Adressen auf verschiedenen Rechnern sprechen unterschiedliche Spei-
cherstellen an. Ein Prozessor kann nur auf seinen lokalen Speicher zugreifen. Den prinzipiellen
Aufbau zeigt Abbildung 3.3. Da diese Rechner als Ansammlung eigenstédndiger Computer er-
scheinen werden sie auch als ,,Multicomputer* bezeichnet.

Die einzelnen Knoten, bestehend aus Prozessor, Cache und Speicher sind Massenprodukte und
konnen daher voll von der Entwicklung der Halbleiterindustrie (Moore’sches Gesetz: Verdopplung
der Komplexitéat alle 18 Monate) profitieren. Das ist eine der Hauptstirken dieses Ansatzes.
Das (statische) Verbindungsnetzwerk kann je nach Leistungsbedarf ausgelegt werden und kann
unabhéngig vom Rechenknoten entwickelt werden. Dieser Ansatz verspricht zur Zeit die grofite
Skalierbarkeit. Ein System mit beinahe 10000 Prozessoren wurde gebaut (Intel ASCI Option
Red mit 9472 Prozessoren — der erste TFLOP /s—Rechner der Welt).

Zusammenfassend kann man sagen, dass die Skalierbarkeit von busbasierten UMA Systemen
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Abbildung 3.3: Rechner mit verteiltem, lokalem Speicher.

iiber ccNUMA hin zu Rechnern mit Nachrichtenaustausch zunimmt. In der selben Reihenfolge
steigt jedoch auch die Schwierigkeit existierende Programmpakete fiir die jeweilige Rechnerar-
chitektur anzupassen. In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Konstruktionsdetails
der genannten Architekturen ndher beschrieben.

3.2 Gemeinsamer Speicher

Viele Teile dieses Abschnittes folgen Kapitel 8 in HENNESSY und PATTERSON (1996).

3.2.1 Dynamische Verbindungsnetzwerke

Dynamische Verbindungsnetzwerke sind leitungsvermittelnd, d.h. sie schalten eine elektrische
Verbindung von der Quelle zum Ziel durch. Abb. 3.4 zeigt drei verschiedene dynamische Verbin-
dungsnetzwerke.

Das einfachste dynamische Verbindungsnetzwerk ist der sogenannte Bus, siehe dazu Abb. 3.4(a).
Bei einem Bussystem kénnen immer nur je zwei Einheiten zu einer Zeit miteinander verbunden
werden. Die Ubertragungsgeschwindigkeit wird durch die Taktfrequenz und die Busbreite be-
stimmt. Ein Bus ist zwar billig aber nicht skalierbar.

Das andere Extrem stellt der Crossbar in Abb. 3.4(b) dar. Hier kann jeder Prozessor mit
jedem Speicher gleichzeitig verbunden werden (vollstédndige Permutation). Dafiir sind aber auch
P? Schaltelemente notwendig bei P Prozessoren bzw. Speichern.

Einen Kompromiss stellen die sog. Mehrstufennetzwerke dar. Einen Vertreter dieser Klasse, das
)-Netzwerk, zeigt Abb. 3.4(c). Die elementare Schaltzelle eines Mehrstufennetzwerkes besteht
aus einem Element mit zwei Eingéngen und zwei Ausgéngen. Diese konnen entweder parallel
oder iiber Kreuz verschaltet werden. Ein Q-Netzwerk mit P = 2% Eingéngen besitzt d = 1dP
Stufen mit je P/2 solcher Elementarzellen. Zwei aufeinanderfolgende Stufen sind in der Form
eines perfect shuffle verschaltet.

Das 2-Netzwerk erlaubt ein einfaches routing. Sucht man den Weg von einer Quelle a zu einem
Ziel b so wird in der i-ten Stufe des Netzwerkes die d — i-te Bitstelle in der Bindrdarstellung
von a und b verglichen. Sind beide Bits gleich so schaltet der Schalter auf Durchgang sonst auf
Kreuzung. Zur Hlustration ist in Abb. 3.4 der Weg von 001 nach 101 eingezeichnet. Betrachtet
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Abbildung 3.4: Beispiele fiir dynamische Verbindungsnetzwerke: Bus (a), Crossbar (b) und drei-
stufiges 2—Netzwerk.
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Tabelle 3.1: Zustande und Aktionen im MESI-Protokoll.

Zustand Bedeutung

I Eintrag ist nicht giiltig

E E. giiltig, Speicher aktuell, keine Kopien vorhanden

S E. giiltig, Speicher aktuell, weitere Kopien vorhanden

M E. giiltig, Speicher ungiiltig, keine Kopien vorhanden

Aktion Beschreibung

read miss Prozessor liest Zeile, die nicht im Cache ist

write miss Prozessor schreibt Zeile, die nicht im Cache ist

read hit Prozessor liest aus Zeile, die im Cache ist

write hit Prozessor schreibt Zeile, die im Cache ist

remote read miss Anderer Prozessor liest Zeile, die er nicht hat, die lokal
aber vorhanden ist

invalidate Anderer Prozessor schreibt Zeile

man den Weg 011-100 stellt man fest das das 2-Netzwerk nicht alle beliebigen Permutationen
gleichzeit realisieren kann.

3.2.2 Cache—Koharenz mit Schniiffeln

Wie bereits erwahnt gibt es bei cache—basierten Multiprozessorsystemen das Problem den Inhalt
des Hauptspeichers und evtl. mehrerer Caches kohérent zu halten (Kohérenz bedeutet Zusam-
menhang). Bei busbasierten Systemen gibt es dafiir eine effiziente und kostengiinstige Losung bei
der jeder Cache stdndig den Verkehr auf dem Bus abhorcht, man sagt ,er schniiffelt (engl. bus
snooping).

Der Cache in einem Multiprozessorsystem hat zwei Aufgaben: zum einen stellt er einem Pro-
zessor lokal eine Kopie der Daten zur Verfiigung (engl. migration) und reduziert dadurch den
Verkehr auf dem Bus, zum anderen kénnen mehrere Caches eine Kopie des selben Blockes ent-
halten (engl. replication) und dadurch Zugriffskonflikte vermeiden helfen. Probleme treten beim
Schreiben auf, da dann die Kopien in den anderen Caches ungiiltig werden.

Grundsétzlich gibt es zwei Moglichkeiten wie man beim Schreiben eines Wortes im Cache ver-
fahren kann. Man kann die Kopien in den anderen Caches fiir ungiiltig erkliren (engl. write inva-
lidate) oder man iibertriigt sofort die Anderung in alle anderen Caches (engl. write broadcast).
Im ersten Fall fithrt mehrfaches Schreiben der selben Cache-Line zu keiner weiteren Kommuni-
kation. Daher hat sich diese Moglichkeit (insbesondere mit write—back Caches) durchgesetzt.

Als Beispiel betrachten wir das Cache-Kohérenzprotokoll MESI. MESI ist benannt nach den
vier Zustédnden in denen sich ein im Cache gespeicherter Block befinden kann: modified (M),
exclusive (E), shared (S) und invalid (I). Die Bedeutung dieser Zusténde gibt Tabelle 3.1.

MESI erweitert einen write-back Cache um Cache-Kohérenz und wird etwa im Pentium II
verwendet. Je nach Aktion kann der Zustand eines Cache—Blockes wechseln. Die in MESI zu
verarbeitenden Aktionen sind ebenfalls in Tabelle 3.1 beschrieben.

Die moglichen Zustandsiiberginge zeigt Abbildung 3.5. Nachfolgende Tabelle 3.2 beschreibt
die verschiedenen Zustandsiibergange aus der Sicht einer Cache—Verwaltung. Es ist wichtig zu
beachten, dass jeder Cache einen eigenen Zustand fiir die jeweilige Cache—Zeile fithrt. Alle Cache—
Verwaltungen horen sténdig den Verkehr auf dem Bus ab. Stellt etwa ein Cache nach einem
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Abbildung 3.5: Zustandsiibergangsdiagram fiir das Cache-Kohérenzprotokoll MESI.
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Abbildung 3.6: Zustandsiibergangsdiagram fiir ein verzeichnisbasiertes Cache-
Kohérenzprotokoll (Verzeichnisseite).

read miss eine Anfrage nach einer Cache—Zeile auf den Bus, so kann ein anderer der die Zeile im
Zustand M hat entsprechend reagieren und eine Antwort auf den Bus legen.

3.2.3 Cache—Koharenz mit Verzeichnissen

Busbasierte Systeme mit gemeinsamen Speicher skalieren nur bis wenige 10 Prozessoren. Bei
grofleren Prozessorzahlen verwendet man verteilte Speicher. Um trotzdem Cache-Kohérenz zu
unterstiitzen verteilt man mit dem Hauptspeicher auch den sog. Verzeichnisspeicher (engl. di-
rectory).

Das Verzeichnis auf einem Knoten enthélt fiir jeden Hauptspeicherblock dessen Zustand und
welcher Cache eine Kopie dieses Blockes enthilt (engl. sharers). Ublicherweise ist dies ein Feld
mit einem Bit pro Prozessor. Der Rechenknoten, der einen Hauptspeicherblock und dessen Ver-
zeichniseintrag speichert wird als dessen Heimatknoten (engl. home node) bezeichnet. Zusétzlich
flihrt natiirlich auch noch jeder Cache einen Zustand fiir jeden Knoten.

Die moglichen Zustande fiir Cache-Blocke als auch Hauptspeicherblocke und ihre Bedeutung
gibt Tabelle 3.3 (das betrachtete Protokoll ist etwas einfacher als MESI).

Die moglichen Aktionen sind die selben wie oben. Tabelle 3.4 zeigt nun wie das Verzeichnis auf
verschiedene Aktionen reagiert. Das zugehorige Zustandsiibergangsdiagramm zeigt Abbildung
3.6. Das Protokoll aus Sicht eines Cache—Blockes wird nicht dargestellt (es ist ziemlich analog zu
MESI, nur dass dort M dem Zustand E hier entspricht und der E-Zustand von MESI wegfallt).

Offensichtlich erzeugen manche Aktionen eine Menge Verkehr. So sind bei einem write—miss in
Zustand E vier Nachrichten unterwegs: Neuer Eigentiimer an Verzeichnis, Verzeichnis an alten
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Tabelle 3.2: Beschreibung der Zustandsiibergénge im MESI-Protokoll.

Zust. Aktion Folgt Beschreibung
I read miss E,S Adresse wird auf den Bus gelegt. Es gibt drei
Moglichkeiten:
a) Kein anderer Cache hat den Block, neuer Zu-
stand ist E.
b) Anderer Cache hat den Block im Zustand E
oder S, neuer Zustand ist S bei allen.
c¢) Anderer Cache hat Block im Zustand M: die-
ser schreibt den Block zuriick und setzt seine Ko-
pie in den Zustand S, lokale Kopie hat Zustand
S.
write miss M Adresse wird auf den Bus gelegt. Existieren Ko-
pien in anderen Caches im Zustand E oder S
werden diese invalidiert (I). Gibt es eine Kopie
im Zustand M wird diese zuriickgeschrieben und
invalidiert.
E invalidate I Block wird verdréngt oder anderer will schrei-
ben.
rem. r miss S Anderer liest den Block auch.
write hit M Prozessor schreibt. Da keiner eine Kopie hat ist
kein Buszugriff erforderlich.
read hit E Zustand bleibt.
S invalidate I Block wird verdréngt oder anderer will schrei-
ben.
write hit M Invalidiere andere Kopien.
read hit S Keine Anderung des Zustandes.
M r/w hit M Keine Anderung nétig.
invalidate I Block wird verdringt oder anderer will schrei-
ben. Block muss zuriickgeschrieben werden.
rem. r miss S Anderer will Block lesen. Block muss zuriickge-
schrieben werden.
Tabelle 3.3: Zustédnde fiir verzeichnisbasierte Kohérenz.
Cache—Block Hauptspeicherblock
Zust. Beschreibung Zust. Beschreibung
I Block ungiiltig U niemand hat den Block
S > 1 Kopien vorhanden, S wie links
Caches und Speicher sind
aktuell
E genau einer hat den Block E wie links

geschrieben (entspricht M

in MESI)
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Tabelle 3.4: Beschreibung der Zustandsiibergédnge im verzeichnisbasierten Kohérenzprotokoll.

7 Aktion Folgt Beschreibung
U read miss S Block wird an Cache iibertragen, Bitvektor enthélt
wer die Kopie hat.
write miss E Block wird an den anfragenden Cache {ibertragen,
Bitvektor enthélt wer die giiltige Kopie hat.
S read miss S anfragender Cache bekommt Kopie aus dem Spei-
cher und wird in Bitvektor vermerkt.
w miss/hit E Anfrager bekommt (falls miss) eine Kopie des Spei-

chers, Verzeichnis sendet invalidate an alle {ibrigen
Besitzer einer Kopie.

E read miss S Eigentiimer des Blockes wird informiert, dieser sen-
det Block zuriick zum Heimatknoten und geht in
Zustand S, Verzeichnis sendet Block an anfragenden

Cache.
write back U Eigentiimer will Cache-Block ersetzen, Daten wer-
den zuriickgeschrieben, niemand hat den Block.
write miss E Der Eigentiimer wechselt. Alter Eigentiimer wird in-

formiert und sendet Block an Heimatknoten, dieser
sendet Block an neuen Eigentiimer.

Eigentiimer, alter Eigentiimer an Verzeichnis und Verzeichnis an neuen Eigentiimer. Verbin-
dungsnetzwerke in ccNUMA—-Maschinen sind statische, paketvermittelnde Netzwerke wie wir sie
ausfithrlicher im néchsten Abschnitt besprechen werden. Fiir weitere Details zur verzeichnis-
basierten Cache-Kohérenz verweisen wir auf (HENNESSY und PATTERSON 1996, Kap. 8.4 und
Anhang E).

Es gibt noch weitere Varianten von verteiltem, gemeinsamen Speicher. Ein Problem bei cc-
NUMA tritt auf, wenn ein Prozessor grofie Datenmengen bearbeitet, die nicht in seinen Cache
passen (engl. capacity misses) und die auch nicht in seinem lokalen Speicher sind. In diesem Fall
werden stindig Cache-Blocke von einem entfernten Knoten geladen. Das Problem hier ist, dass
die Daten nicht richtig auf die Speicher aufgeteilt sind. Abhilfe kann man auf zweierlei Arten
schaffen: 1. Der Programmierer muss die Daten besser aufteilen. Dies lauft auf das hinaus, was
man fiir einen Rechner mit privatem Speicher auch tun miisste. 2. Man verwaltet den Hauptspei-
cher wie einen Cache, d.h. man migriert und repliziert Hauptspeicherblocke (evtl. in groferen
Blocken als Cache—Lines) in den Hauptspeicher anderer Prozessoren. Hierfiir hat sich der Name
COMA (engl. cache only memory architecture) eingebiirgert. Hierbei wird angenommen, dass
die Hardware dies mit einer verzeichnisbasierten Struktur unterstiitzt. Ist der Mechanismus in
Software implementiert, etwa unter Benutzung der Speicherverwaltungseinheit (engl. memory
management unit, MMU), so spricht man von Software-DSM oder shared virtual memory.

3.3 Nachrichtenaustausch

Wir betrachten nun den Nachrichtenaustausch in Systemen mit privatem Speicher.
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Abbildung 3.7: Aufbau eines Paketes.

3.3.1 Statische Verbindungsnetzwerke

Nachrichtenaustausch bedeutet das Kopieren eines Blockes vom Speicher eines Prozessors in
den eines anderen. Da die Prozessoren dies nicht selbst tun kénnen muss diese Aufgabe von
einer zusétzlichen Hardware {ibernommen werden. Im einfachsten Fall stellt man sich dazu ein
spezielles Register im Prozessor vor, in das der eine Prozessor den Inhalt des Speicherblockes
Wort fiir Wort hineinschreibt und der andere liest entsprechend aus. Zwischen beiden Prozessoren
tibernimmt das Verbindungsnetzwerk den Transport der Daten.

Es gibt natiirlich verbesserte Varianten dieses Schemas. So wird héufig das Kopieren durch
einen Spezialprozessor ibernommen damit der Hauptprozessor in der Zwischenzeit andere sinn-
volle Dinge tun kann. Der Rest dieses Abschnittes beschéftigt sich hauptséchlich mit den ver-
schiedenen Aspekten des Verbindungsnetzwerkes.

Die Verbindungsnetzwerke in Rechnern mit Nachrichtenaustausch sind statisch, bzw. paket-
vermittelnd. Das Netzwerk besteht aus Knoten, die {iber Leitungen miteinander verbunden sind.
Die (beliebig langen) Nachrichten zerlegt man in Pakete fester Lange (z.B. 32 Byte bis 4 KByte),
die dann von Knoten zu Knoten iibertragen werden. Den prinzipiellen Aufbau eines Paketes zeigt
Abbildung 3.7. Es besteht aus einem Kopf, den Nutzdaten und dem Nachspann, die in dieser
Reihenfolge iibertragen werden. Der Kopf dient zur Identifikation der nachfolgenden Nutzdaten
und enthélt etwa die Nummer des Zielprozessors. Der Nachspann kann eine Priifsumme enthal-
ten um feststellen zu konnen ob das Paket richtig ibertragen wurde. Siecht man diese Moglichkeit
vor, muss man sich iiberlegen was passieren soll wenn ein Paket fehlerhaft tibertragen wurde.
Man wird eine entsprechende Nachricht an den Absender zuriickschicken damit dieser das Paket
nochmal iibertragen kann. Es kann auch passieren, dass der Zielprozessor gerade sehr beschéaftigt
ist und die Daten nicht in der Geschwindigkeit annehmen kann wie sie der Sender abschicken
mochte. Der Sender muss dann durch weitere ,,Steuerpakete“gebremst werden, was man als Fluss-
kontrolle bezeichnet. Das Zusammenspiel der Partner wird durch das Kommunikationsprotokoll
(engl. communication protocol) geregelt.

Meist wird ein mehr oder weniger grofter Anteil des Protokolls durch Software im Betriebssys-
tem realisiert. Laufen etwa mehrere Prozesse auf einem Prozessor so sorgt das Betriebssystem
dafiir, dass die Nachricht den richtigen Prozess erreicht. Abb. 3.8 zeigt das Durchlaufen der
verschiedenen Schichten bis eine Nachricht von einem Prozess zum anderen gelangt.

Damit kommen wir zu der Frage: ,,Wie leistungsféhig ist ein Netzwerk?. Aus der Sicht zweier
Benutzerprozesse kann die Zeit, die fiir die Ubertragung einer Nachricht mit n Bytes benétigt
wird ndherungsweise mit einem linearen Ansatz beschrieben werden:

tmess(n) =tls+nx*tp.

Dabei ist t5 die Latenzzeit oder Aufsetzzeit (engl. latency, setup time). Dies ist die Zeit, die vom

37



N

Betriebssystem Betriebssystem
Netzwerktreiber Netzwerktreiber
A
Y
Netzwerk- Netzwerk-
interface interface

Verbindungsnetzwerk

Abbildung 3.8: Das Schichtenmodell.
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a) vollstandig
verbunden

c) 2D-Feld, 2D-Tor
d) Hypercube, 3D-Feld

e) bindrer Baum

Abbildung 3.9: Beispiele verschiedener Verbindungsstrukturen.

Absetzen des send-Befehls in II; bis zur Beendigung des receive-Befehls in II; vergeht wenn
die Nachrichtenldnge 0 Bytes betriagt. Fiir jedes weitere Byte wird dann nur noch die Zeit 3
benotigt. Den Wert 1/, bezeichnet man als Bandbreite (engl. bandwidth) in Bytes/Sekunde.
Je nach Protokoll kann der Softwareanteil in ¢5 sehr hoch sein.

3.3.2 Netzwerktopologien

Die Leistung (und die Kosten) des Verbindungsnetzwerkes wird wesentlich durch dessen Ver-
bindungsstruktur bestimmt. Abbildung 3.9 zeigt verschiedene Beispiele. Bild (a) zeigt die volle
Verbindungsstruktur: jeder ist mit jedem verbunden. Bilder (b)—(d) zeigen ein—, zwei— und drei-
dimensionale Felder. Sind auch gegeniiberliegende Randknoten jeweils miteinander verbunden,
so spricht man von Ring (1D) und Torus (2D, 3D). Die Hypercubestruktur verdient ndhere Erldu-
terung. Ein Hypercube der Dimension d, d > 0, besteht aus P = 2% Prozessoren. Die Nummern
der Prozessoren lauten im Dualsystem 00...0 bis 11...1. Prozessor p ist mit Prozessor ¢ direkt
— —

. . d St_ellen d Stellen ) ) ) ]
verbunden, wenn sich die Zahlen p und ¢ im Dualsystem in genau einem Bit unterscheiden. Im

d—dimensionalen Hypercube ist jeder Prozessor mit d anderen verbunden. Der Hypercube der
Dimension d = 3 enspricht einem 3D—Feld der Grofe 2 x 2 x 2. Hoherdimensionale Hypercubes
lassen sich rekursiv aus zwei Hypercubes der néchst niedrigeren Dimension aufbauen indem man
den Nummern der einen Hilfte eine 0 und der anderen Hélfte eine 1 voranstellt. Prozessoren
mit urspriinglich gleichen Nummern sind dann zu verbinden.

Die wichtigsten Merkmale der verschiedenen Topologien sind (Tabelle 3.5 zeigt die Abhéngig-
keit von der Prozessorzahl P):

Knotengrad k. Der Knotengrad k gibt die Zahl von Nachbarn an, mit denen ein Netzwerkkno-
ten direkt verbunden ist. Bezogen auf ein Netzwerk gibt man den maximalen Knotengrad an.
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Tabelle 3.5: Parameter einiger Verbindungsnetzwerke.

Topologie k D l B Sym
Volle Verb. P-1 1 P(P2_1) (%)2 ja
Hypercube d d dg g ja
2D-Torus 4 2 L%J 2P 2r ja
2D-Feld 4 2(r—1) 2P—2r r  nein
Ring 2 |Z] P 2 ja
Bindrer Baum 3  2(h—-1) P—-1 1 nein

d=logy P,P =1 xr,h = [logy P]

Der Knotengrad bestimmt die Kosten eines Netzwerkknotens wesentlich und sollte daher einiger-
mafen klein sein. Besonders interessant sind Netzwerktopologien mit konstantem Knotengrad,
da nur sie eine beliebige Skalierbarkeit des Gesamtsystems erlauben.

Netzwerkdurchmesser D. Unter dem Netzwerkdurchmesser D versteht man die maximale Lan-
ge des kiirzesten Pfades zwischen zwei beliebigen Knoten im Netzwerk. Ein kleiner Durchmesser
ist wichtig fiir Situationen, in denen ein globaler Datenaustausch erforderlich ist.

Zahl der Verbindungen . Die Gesamtzahl aller Verbindungen wird mit [ bezeichnet. Sie be-
stimmt wesentlich den Kostenaufwand fiir die Verbindungen (Kabel). Die Zahl der Verbindungen
sollte moglichst proportional zur Prozessorzahl sein.

Bisektionsbreite B. Minimale Zahl von Kanten ohne die das Netzzwerk in zwei gleichgrofse
Teile zerfallt. Eine grofse Bisektionsbreite ist wiinschenswert, wenn viele Prozesse gleichzeitig
miteinander kommunizieren wollen, da sich dann die Nachrichten weniger gegenseitig behindern.

Symmetrie. Ein Netzwerk ist symmetrisch, wenn es von jedem Knoten aus ,gleich“aussieht.
Symmetrische Netzwerke sind einfacher zu implementieren und programmieren.

Die ,optimale“Netzwerktopologie gibt es natiirlich nicht, da sich die Kriterien gegenseitig wi-
dersprechen. Jede Entscheidung fiir eine physikalische Topologie stellt somit einen Kompromifs
zwischen Kosten und Leistungsfihigkeit dar. Tabelle 3.5 zeigt wie die einzelnen Groéfen von der
Prozessorzahl abhéangen.

Gute Kompromisse stellen die Hypercube und die 2D bzw. 3D Feldstruktur dar. Aufgrund
der schnellen Verbindungsnetzwerke hat die Feldstruktur die Hypercubestruktur inzwischen ver-
dréngt. Der Hypercube findet allerdings noch haufig als logische Verbindungsstruktur in verschie-
denen Algorithmen Verwendung.

3.3.3 Routing

Wir betrachten nun genauer wie die einzelnen Pakete einer Nachricht von einem Netzwerkknoten
zum anderen weitergereicht werden und wie sie ihren Weg zum Ziel finden.

Wie in Abschnitt 3.3.1 beschrieben werden Nachrichten in Pakete fester Lange zerlegt und
mit Kopf und Nachspann versehen. Bei store—and—forward routing wird jeweils ein komplettes
Paket von einem Netzwerkknoten zum anderen tibertragen und dort zwischengespeichert. Erst
wenn es komplett empfangen wurde, wird mittels der Adresse im Kopf der néchste Netzwerkkno-
ten bestimmt an den das Paket weitergeleitet werden muss. Jeder Netzwerkknoten besitzt dazu
eine Tabelle (engl. routing table), die Adressen auf Nachbarn abbildet. Im Fall mehrerer mog-
licher Wege zum Ziel ist dieser Vorgang aufwendiger und héngt von der Netzlast ab (adaptives
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Abbildung 3.10: Pipelining im Kommunikationsnetzwerk.

Routing).

Bei cut-through oder wormhole routing wird ein Paket sofort nach lesen des Kopfes an den
néchsten Netzwerkknoten weitergeleitet. Es wird nur ein kleiner Teil des Paketes, ein sog. flit
(z.B. 4-16 Bits, je nach Breite der Verbindung zweier Netzwerkknoten), zwischengespeichert. In
diesem Fall kann ein Paket iiber mehrere Netzwerkknoten verstreut sein. Cut—through routing
wird von speziellen Prozessoren (engl. routing chips) komplett in Hardware ausgefiihrt.

Wir wollen nun abschiitzen wie sich die Ubertragungszeit fiir die verschiedenen Routingarten
verhélt. Dazu sei eine Nachricht von n Bytes zu iibertragen. Die Paketgrofse sei N Bytes und
es sind d Verbindungen von der Quelle bis zum Ziel zu durchlaufen. Abbildung 3.10 zeigt die
Kette von Netzwerkknoten die zu durchlaufen sind.

Wir benétigen folgende Grofien:

ts: Zeit, die auf Quell- und Zielrechner vergeht bis das Netzwerk mit der Nachrichentibertra-
gung beauftragt wird, bzw. bis der empfangende Prozess benachrichtigt wird. Dies ist der
Softwareanteil des Protokolls.

tn: Zeit die benotigt wird um das erste Byte einer Nachricht von einem Netzwerkknoten zum
anderen zu iibertragen (engl. node latency, hop—time).

ty: Zeit fiir die Ubertragung eines Byte von Netzwerkknoten zu Netzwerkknoten.

Fiir store-and—forward Routing erhalten wir:

n

tor(n, Nyd) =ty + d(tn + Nty) + (15 = 1) (t + Nty)

(3.1)
n
=ty tn (d+ 1~ 1)+t (n+ N(d=1).
Durch die Paketierung ist ein Pipelining moglich. Wahrend Netzwerkknoten 1 ein Paket an
Netzwerkknoten 2 schickt kann gleichzeitig eines von Netzwerkknoten 2 an Netzwerkknoten
3 iibertragen werden (bei entsprechend paralleler Auslegung der Hardware). Somit setzt sich
die Ubertragungszeit zusammen aus der Aufsetzzeit ty, der Zeit bis das erste Paket ankommt
und der Zeit bis die restlichen Pakete angekommen sind. Im Fall n = N erhalten wir tgp =

41



Abbildung 3.11: Verklemmung im Kommunikationsnetzwerk.

ts + d(tp + Ntp), fiir kurze Nachrichten ist die Zeit also proportional zur Entfernung von Quelle
und Ziel. Bei langen Nachrichten dominiert der Term nt; und die Entfernung spielt keine Rolle
mehr.

Fiir cut-through Routing bekommen wir

tCT(n, N, d) =ts+tpd + tpn (3.2)

Hier vergeht die Zeit ts + dt;, bis das erste Byte am Ziel ankommt (unabhingig von N). Da
cut-through Routing in Hardware implementiert wird ist ¢ in der Grofenordnung weniger 10
ns und es kann in guter Naherung dt;, < ts angenommen werden. Somit ist die Latenzzeit in
der Praxis unabhéngig von der Entfernung d der Prozessoren.

3.3.4 Verklemmungen

In einem Kommunikationsnetzwerk besteht potentiell die Gefahr von Verklemmungen (engl. dead-
lock). Abb. 3.11 zeigt eine solche Situation. Die Prozessoren warten zyklisch auf ihre Kommuni-
kationspartner bis diese einen freien Puffer haben. Die Situation l1a#t sich auch mit mehr Puffern
nicht prinzipiell ausschliefen (sie tritt dann nur etwas spéter ein).

Schnelle Verbindungsnetzwerke in Parallelrechnern benutzen daher prinzipiell verklemmungs-
freie Routingalgorithmen. Dies wird durch den Ausschlufs von zyklischen Abhéngigkeiten er-
reicht. Als Beispiel fiir das sog. Dimensionsrouting diene eine zweidimensionale Feldstruktur. Fiir
die vier verschiedenen Richtungen +z, —z, +y und —y werden vollkommen getrennte Netzwerke
mit eigenen Puffern aufgebaut. Eine Nachricht lduft dann immer erst in +x oder —x—Richtung
bis die richtige Spalte erreicht ist und wechselt dann in das +y oder —y—Netzwerk bis sie am Ziel
ankommt. Es kann keine Verklemmung mehr auftreten, da sowohl die einzelnen Teilnetzwerke
als auch die Verkniipfungen der Teilnetzwerke keine Zyklen enthalten.
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Abbildung 3.12: Ein PC Cluster mit 80 Prozessoren am IWR der Universitiat Heidelberg.

3.4 PRAXIS: Cluster von LINUX PCs

Bei PC Clustern ist die Idee einen Superrechner aus handelsiiblichen Standardkomponenten zu-
sammenzubauen. Durch die grofse Stiickzahl sind diese Komponenten sehr preisgiinstig. Urvater
aller PC Cluster ist das Beowulf System' das an einem Institut der NASA aufgebaut wurde.
Deshalb spricht man auch oft von ,,Beowulfs. Der Unterschied zu einem Cluster von Workstati-
ons besteht darin, dass die Rechenknoten eines Beowulf Systems keine regulidren Arbeitsplitze
sind (d.h. ohne Tastatur und Bildschirm), dass sie an einem separatem Netzwerk angeschlossen
sind (private ethernet) und dass die UNIX—tiblichen Sicherheitsvorkehrungen abgeschaltet sind.
Abbildung 3.12 zeigt ein solches Cluster.
Warum hat sich dieser Ansatz bewéhrt? Hierfiir gibt es die folgenden Griinde:

e PC Systeme mit Pentium Prozessor haben inzwischen die Rechenleistung typischer Work-
stations erreicht. Nur sehr teuere Workstations sind schneller als ein PC.

e Systeme mit 2-4 Pentium CPUs und gemeinsamem Speicher auf einer Platine sind billig
erhéltlich.

e Fast Ethernet (100 MBit/s) Vernetzung ist fiir viele Anwendungen ausreichend und kostet
nicht viel. Leistungsfahige Switches sind erhéltlich.

"http://www.beowulf . org
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Abbildung 3.13: Prinzipieller Aufbau eines PC Clusters.

e Mit LINUX ist ein sehr stabiles und leistungsfahiges UNIX System praktisch umsonst
verfiigbar.

Durch den Einsatz von Standardkomponenten kann ein PC Cluster je nach Erfordernissen
aufgebaut werden. Im folgenden werden wir den prinzipiellen Aufbau so eines Systems und die
verschiedenen Komponenten erlautern.

3.4.1 Prinzipieller Aufbau

Abbildung 3.13 zeigt den prinzipiellen Aufbau eines PC Clusters. Es besteht aus den Rechenkno-
ten mit je 1-4 Prozessoren und gemeinsamem Speicher sowie dem Serverknoten. Sowohl Server
als auch Rechenknoten sind handelsiibliche PCs. Die Rechenknoten sind iiber eine Netzwerk-
karte (NIC) an das Verbindungsnetzwerk angeschlossen, im einfachsten Fall ein Fast Ethernet
Switch. Der Server ist iiber eine zweite Netzwerkkarte an das lokale Netz (LAN) angeschlossen.
Im lokalen Netzwerk ist nur der Server, nicht jedoch die Rechenknoten sichtbar. Um das Cluster
zu benutzen muss man sich am Server anmelden. Der Server agiert als Firewall und somit kann
die Sicherheit im Cluster niedrig gehalten werden.

3.4.2 Rechenknoten

Da die Rechenknoten handelsiibliche PCs sind kann man sie sehr flexibel entsprechend den
Anforderungen ausstatten. Die wichtigsten Optionen sind:

e Einen oder mehrere Prozessoren. Zumindest zwei Prozessoren als UMA—System sind sehr
billig erhéltlich. Fiir Anwendungen die den Cache nutzen koénnen ist diese Variante zu
empfehlen, da sich alle Kosten fiir Netzwerk, Gehduse, Platten usw. halbieren. Fiir An-
wendungen die den Cache schlecht nutzen sollte man besser eine CPU pro Rechenknoten
verwenden.

e Pentium oder Alpha CPU. Als Alternative zu den Intel CPUs gibt es den Alpha Prozessor
von DEC. Auch hier werden UMA System mit mehreren CPUs angeboten. Der Preis ist
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hoher, dafiir aber auch die Leistung, zumindest wenn die Anwendung den Cache nutzen
kann.

e Mit Platte oder ohne. Es besteht die Moglichkeit in jeden Knoten eine Festplatte einzubau-
en oder nicht. Im ersten Fall kann man diese Platten fiir ein verteiltes File-System nutzen.
Im zweiten Fall muss man fiir jeden Knoten das Betriebssystem iiber Netz laden, was
zusétzlich Bandbreite und Hauptspeicherplatz wegnimmt. Dafiir hat es den Vorteil, dass
jeder die selbe Version des Betriebssystemes hat. Bei vielen Knoten kann das Einspielen
neuer Software auf alle Platten durchaus zum Problem werden.

In der Praxis sollte man auch die Ausfallwahrscheinlichkeit eines solchen Systemes beachten.
Fallt ein Rechenknoten mit der Wahrscheinlichkeit € innerhalb einer bestimmten Zeit aus, so ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein System aus P Komponenten funktioniert eben (1 — €).
Daher sollte man durchaus auf die Qualitét der Komponenten achten oder auch die Moglichkeit
von fehlerkorrigierendem Speicher vorsehen. Bei grofferen Systemen kann auch die Kiithlung und
der Platzbedarf zum Problem werden.

Verbindungsnetzwerk

Auch hier gibt es verschiedene Optionen. Das an manchen Orten noch vorhandene 10 MBit/s
Ethernet ist sicher nicht ausreichend fiir die meisten Anwendungen. Die wichtigsten brauchbaren
Netzwerke sind:

e Fast Ethernet bietet eine Bandbreite von 100 MBit/s. In der Praxis lassen sich damit von
Prozess zu Prozess etwa 10 MByte/s und eine Latenzzeit von etwa 100 ps erzielen. Diese
Angaben beziehen sich auf das standardmissig verwendete TCP /IP Kommunikationspro-
tokoll und MPT (message passing interface) zum Nachrichtenaustausch. Andere Protokolle
(z.B. M-VIA?2) versprechen kiirzere Latenzzeiten. Fast Ethernet arbeitet mit einer stern-
formigen Verkabelung. Alle Rechenknoten werden an einen sog. Switch angeschlossen, der
viele Ein—/Ausgénge gleichzeitig mit einander verbinden kann. Switches mit einer Band-
breite von 4 GBit/s (entspricht 40 Fast Ethernet Verbindungen) sind fiir relativ wenig
Geld erhéltlich. Dies ist fiir viele Anwendungen bereits ausreichend.

e Gigabit Ethernet ist die Erweiterung von Ethernet auf 1 GBit/s. Einsteckkarten (NICs)
sind relativ giinstig, jedoch sind entsprechende Switches noch sehr teuer. Verwendet man
das TCP/IP Protokoll, so lasst sich kaum eine Verbesserung in der Latenzzeit von Prozess
zu Prozess erzielen, da der Softwareteil des Protokolls einen hohen Anteil an der Latenzzeit
hat.

e SCI (Scalable Coherent Interface) und Myrinet sind schnelle Netzwerktechnologien, die
Bandbreiten im Bereich 70-80 MByte/s und Latenzzeiten im Bereich von 10 us ermdog-
lichen. Dafiir betrdgt der Anteil des Netzwerks an den Gesamtkosten des Clusters dann
aber auch bis zu 50% (je nach Ausbau der Knoten).

3.4.3 Software

Als Betriebssystem fiir ein PC Cluster bietet sich das frei erhéltliche LINUX an. Als echtes UN-
IX Betriebssystem bietet es bereits geniigend Funktionalitit um ein Cluster zu betreiben. Jeder

2http://www.nersc.gov/research/FTG/via/
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Benutzer der Maschine erhélt eine Zugangsberechtigung auf allen Knoten des Clusters und dem
Server. Da alle Clusterknoten durch den Server vom iibrigen LAN abgeschottet sind kann man
die Verwendung der r-Kommandos (rlogin, rsh, ...) getrost erlauben. Jeder Rechenknoten
hat ausserdem Zugriff auf das Filesystem des Servers, so dass dieser ausschliesslich fiir das Uber-
setzen von Programmen benutzt wird. Damit kann der Benutzer bereits Jobs auf verschiedene
Rechenknoten verteilen.

Parallele Anwendungen nutzen Nachrichtenaustausch als Kommunikationsmittel da ja die
Knoten nur Zugriff auf den lokalen Speicher haben®. Fiir den Nachrichtenaustausch hat sich
das standardisierte MPI (message passing interface) durchgesetzt von dem es mehrere frei er-
héltliche Implementierungen gibt. Fine so entsprechend vorbereitete Anwendung wird dann auf
dem Server etwa mittels des Befehls

mpirun -np 8 test
auf 8 Prozessoren gestartet.

Zusétzlich gibt es auch (meist frei erhéltliche) Erweiterungen des LINUX-Kernels die eine be-
quemere Nutzung des Clusters ermdglichen. So bietet MOSIX* die Méglichkeit zur transparenten
Prozessmigration und automatischer Lastverteilung. Verschiedene Ansétze zur Implementierung
eines verteilten gemeinsamen Speichers in Software® sind auch unternommen worden.

3.4.4 Zusammenfassung

Mit LINUX Clustern auf PC Basis lassen sich sehr einfach Systeme bis etwa 128 Knoten auf-
bauen. Das Preis/Leisungsverhéltnis ist sehr gut, sofern man entsprechend parallelisierte An-
wendungsprogramme besitzt. Es ist allerdings noch unklar wie sich diese Systeme auf die Gro-
Kenordnung klassischer Superrechner erweitern lassen. Systeme mit bis zu 1000 Prozessoren sind
geplant bzw. werden gebaut. Dies ist sicher nicht ohne Anpassungen des Betriebssystem und
der Administrationssoftware zu machen. Jedoch hat die bisherige Entwicklung schon bewirkt,
dass grofe Firmen wie Cray/SGI und IBM deutlich weniger kleine Systeme ihrer Superrechner
verkaufen. Damit sind auch sie gezwungen in diese Technologie einzusteigen was wiederum Aus-
wirkungen auf die grofsen Systeme haben wird. Eine gute Einfiithrung in das ,,Cluster Computing®
bietet BUuyya (1999).

3.5 Ubungen

UBUNG 3.1 (Programmieriibung) Schreiben Sie auf einem Thnen zugénglichen Rechner ein par-
alleles Programm mit zwei Prozessen, die eine Nachricht vorgebbarer Lénge immer hin— und
herschicken (sog. Ping—Pong Test). Bestimmen Sie damit Latenzzeit und Bandbreite fiir das
verwendete System.

UBUNG 3.2 Wir betrachten ein System mit einem Hypercube Verbindungsnetzwerk. Wie lisst
sich ein 1-, 2— oder 3-dimensionales Feld so in den Hypercube einbetten, dass nur direkte
Verbindungen zweier Knoten verwendet werden. Tipp: Verwenden Sie dazu binér reflektierte
Gray—Codes (binary reflected Gray codes, BRGC). Der BRGC der Léange 2 verwendet die Folge
(0,1). Um daraus die Folge der Lange 4 zu erhalten fiigt man die Folge der Léange 2 in umge-
kehrter Reihenfolge hinten an und ergénzt bei der ersten Hélfte eine 0 und bei der zweiten eine

3SCI ermdglicht auch den Zugriff auf entfernte Speicher.
“http://www.mosix.cs.huji.ac.il/
Shttp://www.cs.umd.edu/~keleher/dsm.html
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1, also: (00,01, 11, 10). Offensichtlich unterscheiden sich zwei benachbarte Zahlen in der Folge in
genau einem Bit. Léngere Folgen erhalt man rekursiv.

UBuNG 3.3 Uberlegen Sie sich einen verklemmungsfreien Routingalgorithmus im Hypercube.
Tipp: Zerlegen Sie das Netzwerk in d Teilnetzwerke.
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Teil 11

Programmiermodelle
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4 Kommunikation tiber gemeinsame
Variablen

In diesem Kapitel beschreiben und 16sen wir verschiedene Probleme, die entstehen wenn zwei oder
mehr Prozesse gemeinsame Variablen benutzen. Abschnitt 4.1 beschéftigt sich nochmals einge-
hend mit dem schon mehrfach erwéhnten wechselseiten Ausschluss. Abschnitt 4.2 diskutiert das
Problem der Synchronisation aller Prozesse (eine spezielle Form der Bedingungssynchronisation)
und dann stellt Abschnitt 4.3 ein allgemeines Werkzeug zur Losung vieler Synchronisationspro-
bleme vor, die Semaphore. Schliefflich werden in Abschnitt 4.4 komplexere Synchronisationsauf-
gaben betrachtet bei denen sich mehrere kritische Abschnitte iberlappen. Dieses Kapitel stiitzt
sich wesentlich auf (ANDREWS 1991, Teil II).

4.1 Kritischer Abschnitt

4.1.1 Problemdefinition

Das Problem des kritischen Abschnitts, bzw. des wechselseitigen Ausschlusses, trat nun schon
mehrfach auf. Wir stellen uns eine parallele Anwendung bestehend aus P Prozessen vor. Die
von einem Prozess ausgefiihrten Anweisungen werden in zwei zusammenhéangende Gruppen ein-
geteilt: einen kritischen Abschnitt und einen unkritischen Abschnitt. Ein kritischer Abschnitt
ist eine Folge von Anweisungen, die auf gemeinsame Variablen zugreift. Die Anweisungen des
kritischen Abschnitts diirfen nicht von zwei oder mehr Prozessen gleichzeitig bearbeitet werden,
man sagt es darf sich nur ein Prozess im kritischen Abschnitt befinden.

Um dies sicherzustellen wird vor dem kritischen Abschnitt ein Eingangsprotokoll ausgefiihrt
und am Ende ein Ausgangsprotokoll. Alle Prozesse fithren abwechselnd kritische und unkritische
Abschnitte aus wobei der wechselseitige Ausschluss auch bei verschieden langer Ausfiihrungs-
dauer sichergestellt werden muss. Dies zeigt das folgende

PROGRAMM 4.1 (EINFUHRUNG WECHSELSEITIGER AUSSCHLUSS)
parallel critical-section

{

process II [int p € {0,..., P — 1}]

{

while (1)

{
Eingangsprotokoll;
kritischer Abschnitt;
Ausgangsprotokoll;

unkritischer Abschnitt;
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Nun geht es darum Eingangs— und Ausgangsprotokolle zu finden, die die folgenden Eigen-
schaften erfillen:

1. Wechselseitiger Ausschluss. Hochstens ein Prozess fiihrt den kritischen Abschnitt zu einer
Zeit aus.

2. Verklemmungsfreiheit. Falls zwei oder mehr Prozesse versuchen in den kritischen Abschnitt
einzutreten muss es genau einer nach endlicher Zeit auch schaffen.

3. Keine unndotige Verzdgerung. Will ein Prozess in den kritischen Abschnitt eintreten wéh-
rend alle anderen ihre unkritischen Abschnitte bearbeiten so darf er nicht am Eintreten
gehindert werden.

4. Schliefiliches Eintreten. Will ein Prozess in den kritischen Abschnitt eintreten so muss er
dies nach endlicher Wartezeit auch diirfen (dazu nimmt man an, daf jeder den kritischen
Abschnitt auch wieder verlésst).

In Abschnitt 1.3 haben wir schon erldutert wie wechselseitiger Ausschluss mit speziellen Ma-
schinenbefehlen realisiert werden kann. Die dort vorgestellte Losung besitzt sicher die Eigen-
schaften 1-3 aber die Eigenschaft 4 ist nicht ohne weiteres erfiillt. Bei drei Prozessen konnte
es passieren, dass immer abwechselnd zwei Prozesse ihren kritischen Abschnitt bearbeiten und
der dritte unendlich lange wartet. Zugegebenermassen ist dies sehr unwahrscheinlich aber an-
dererseits wird diese Moglichkeit auch nicht explizit ausgeschlossen. Nun wollen wir zunéchst
betrachten, wie wechselseitiger Ausschluss auch ohne spezielle Maschinenbefehle realisiert wer-
den kann.

4.1.2 Petersons Algorithmus fiir zwei Prozesse

Dieser Algorithmus realisiert wechselseitigen Ausschluss inklusive schliefslichem Eintreten (Be-
dingung 4 von oben). Auferdem werden keine speziellen Maschinenbefehle benotigt.

Wir beschranken uns zunéchst auf zwei Prozesse und erweitern die Losung dann auf P Pro-
zesse. Betrachten wir folgende erste Idee fiir ein Eingangsprotokoll:

int in1=0, n2=0;

H1: Hg:

while (in2) ; while (in1) ;
ml =1, m2=1,;

krit. Abschnitt; krit. Abschnitt;

Es gibt zwei Variablen inl, in2 die anzeigen ob sich der betreffende Prozess im kritischen
Abschnitt befindet. Will ein Prozess eintreten, so wartet er bis der andere nicht im kritischen
Abschnitt ist und fiihrt dann seinen kritischen Abschnitt aus. Die vorgeschlagene , Losung
funktioniert natiirlich so nicht, da das Lesen und Schreiben der Variablen nicht atomar ist. Hier
kénnen beide Prozesse in den kritischen Abschnitt eintreten wenn sie beide erst die Bedingung
der while—Schleife als falsch auswerten bevor der jeweils andere seine Variable schreibt.
Vertauschen wir nun die ersten beiden Zeilen in jedem Prozess:
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int in1=0, n2=0;

Hli HQZ

ml=1,; m2=1,;

while (in2) ; while (in1) ;
krit. Abschnitt; krit. Abschnitt;

Es wird als erstes die Besetzt—Variable gesetzt und dann gewartet. Nun ist zwar wechselseitiger
Ausschluss sichergestellt (sequentielle Speicherkonsistenz vorausgesetzt, siche Abschnitt 4.1.3)
aber es kann zu einer Verklemmung kommen. Setzt ndmlich erst II; seine Variable auf 1 und dann
II seine (bevor II; sie lesen kann) so warten beide in der nachfolgenden while-Schleife. Diese
Verklemmung kénnen wir 16sen indem wir eine zusétzliche Bedingung einfiihren, die nur einer
der beiden Prozesse wahr auswerten kann. In einer zusétzlichen Variablen last vermerken wir wer
als zweiter an dem kritischen Abschnitt kommt und dieser muss dann warten. Die vollstandige
Losung enthalt folgendes

PROGRAMM 4.2 (PETERSONS ALGORITHMUS FUR ZWEI PROZESSE)
parallel Peterson-2

{

int in1=0, n2=0, last=1;

process II; process Il
{ {
while (1) { while (1) {

ml=1; m2=1;
last=1; last=2;
while (in2 A last—==1) ; while (in1 A last==2) ;
krit. Abschnitt; krit. Abschnitt;
inl=0; m2=0;
unkrit. Abschnitt; unkrit. Abschnitt;

Uberlegen wir warum diese Losung funktioniert. Nehmen wir an beide Prozesse hiitten ihren
kritischen Abschnitt betreten, d.h. beide haben die Bedingung der while—Schleife als falsch
ausgewertet. Betrachten wir o. B. d. A. den Prozess II;. Da beide den kritischen Abschnitt
betreten haben, muss (in2==1) gelten. Somit kann die while-Schleife nur wegen (last==2)
verlassen worden sein. Damit wird aber die Bedingung der while-Schleife in Prozess Il wahr
und dieser kann nicht in den kritischen Abschnitt eingetreten sein. Somit war die Behauptung
falsch und der wechselseitige Ausschluss wird sichergestellt.

Dariiberhinaus ist der schliefliche Eintritt sichergestellt, da Ils in jedem Fall als néchster
eintreten darf.

4.1.3 Speicherkonsistenz

Kohérenzprotokolle regeln die Reihenfolge von Zugriffen verschiedener Prozessoren auf die selbe
Speicherstelle (bzw. Cache-Block). Konsistenz (Folgerichtigkeit) regelt die Reihenfolge von Lese—
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und Schreibzugriffen eines Prozessors auf verschiedene Speicherstellen. Warum ist das wichtig?
Betrachten wir ein Beispiel:

PROGRAMM 4.3 (BEISPIEL ZUR SPEICHERKONSISTENZ)
parallel memory—consistency

{

int a=0,b=0;

process II; process Il

{ {
a = 0; b=0;
a=1; b=1;
if (b==0) .. if (a == 0)

Nehmen wir an sowohl a als auch b befinden sich im Cache beider Prozessoren (II; und
II; werden auf verschiedenen Prozessoren ausgefiihrt) mit den Cache-Blocken im Zustand S.
Weiterhin fiihrt jeder Prozessor seine Operationen streng der Reihe nach aus, d.h. jede Anweisung
ist beendet bevor die ndchste gestartet wird. Anweisungen verschiedener Prozessoren sind aber
relativ zueinander nicht geordnet. Dieses Modell bezeichnet man als sequentielle Konsistenz.

Setzt man sequentielle Konsistenz voraus so kann nur einer der beiden Prozessoren seine
if Anweisung als wahr auswerten. Uberlegen wir kurz: Angenommen beide werten ihre if-
Bedingung als wahr aus. O. B. d. A. betrachten wir Prozess 1I;. Er hat fiir b den Wert 0
vorgefunden. Dies bedeutet, dass Ils die Anweisung b = 1 noch nicht ausgefithrt haben kann,
denn bevor Il die Variable b schreibt wiirde er den Cache-Block in Prozessor 1 invalidiert ha-
ben. Damit kann, wegen der sequentiellen Konsistenz, IIs auch seine if-Bedingung noch nicht
ausgewertet haben. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Sequentielle Konsistenz ist jedoch eine starke Einschrankung. Bei Prozessoren mit Instruk-
tionspipelining moéchte man durch aufer—der—Reihe-Ausfithrung Liicken in der Pipeline ver-
meiden. Bei cache-basierten Systemen mochte man Ladezeiten des Caches verstecken. Da ins-
besondere Schreibzugriffe sehr lange dauern (invalidate Meldung) mochte der Prozessor einen
nachfolgenden Lesebefehl (wie in obigem Beispiel) gerne ausfiihren wahrend der Schreibbefehl
auf den Bus wartet. Aus der Sicht des Prozessors ist dies auch kein Problem, da keinerlei Da-
tenabhéangigkeiten zwischen a und b bestehen.

Somit muss man festlegen welche ,,Uberholvorgéinge“erlaubt sind und welche nicht. Im Laufe
der Zeit wurden viele verschiedene Konsistenzmodelle vorgestellt. Ziel ist es dabei immer ei-
nerseits eine effiziente Abarbeitung durch den Prozessor zu ermoglichen und andererseits dem
Programmierer moglichst einfache Regeln zu geben an die er sich halten kann.

Unterscheidet man zwischen Lesezugriffen R und Schreibzugriffen W so gibt es vier verschie-
dene Moglichkeiten zweier aufeinanderfolgender Zugriffe (wir nehmen an es handelt sich um
Zugriffe auf verschiedene Speicherstellen, ansonsten ist die Reihenfolge immer einzuhalten, da
es sich um echte Datenabhéngigkeiten handelt):

1. R — R: Lesezugriff folgt Lesezugriff,

2. R — W: Schreibzugriff folgt einem Lesezugriff,
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3. W — W: Schreibzugriff folgt Schreibzugriff,
4. W — R: Lesezugriff folgt Schreibzugriff.

Bei der sequentiellen Konsistenz werden alle vier Reihenfolgen strikt eingehalten. Schwichere
Konsistenzmodelle erlauben, dass gewisse Reihenfolgen nicht eingehalten werden miissen. Ist es
notwendig eine gewisse Reihenfolge zu erzwingen (wie in unserem Beispiel) muss der Program-
mierer dies durch spezielle Synchronisationszugriffe kennzeichnen.

Bei der Prozessorkonsistenz (engl. processor consistency, total store ordering) erlaubt man,
dass ein Lesezugriff einen Schreibzugriff {iberholen darf, d.h. man verlangt nicht dass W —
R eingehalten wird. Zusétzlich fiihrt man spezielle (lesende und schreibende) Zugriffe S auf
Synchronisationsvariable ein und verlangt S — R, S - W, R — S, W — S und S — 5. Will
man in diesem Modell die Reihenfolge W — R erzwingen, so ist zwischen die beiden Zugriffe ein
Synchronisationszugriff einzufiigen, denn dann gilt wegen der Transitivitat W — S und S — R.

Bei der schwachen Konsistenz (engl. weak consistency) diirfen alle Zugriffe einander tiberholen.
Nur bei den Synchronisationszugriffen werden alle ausstehenden Zugriffe beendet und keine
neuen gestartet bevor nicht der Synchronisationszugriff beendet ist.

Bei der noch weiter gehenden Freigabekonsistenz (engl. release consistency) unterscheidet man
zwei verschiedene Synchronisationszugriffe: eine Anforderung S4 (engl. acquire) und eine Freiga-
be Sk (engl. release). Jeder Zugriff auf gemeinsam benutzte Daten verschiedener Prozesse wird
iiblicherweise durch ein S, eingeleitet und durch ein Sr beendet. In diesem Fall miissen alle
Lese— und Schreibzugriffe warten bis ein vorausgehendes S4 bzw. ein nachfolgendes Sr beendet
ist, dh. S4 - R, Sq4 — W, R — Sg und W — Sg sowie S4 — Sa, Sa4 — Sgr, Sg — 54,
Sr — Sg werden erhalten. Wegen Sy — {R,W} — Sp — S4 — ... konnen aufeinanderfol-
gende Zugriffe auf gemeinsame Daten richtig geordnet werden. Als Beispiel betrachten wir die
Realisierung von Programm 4.3 auf einer Maschine mit Freigabekonsistenz:

PROGRAMM 4.4 (BEISPIEL ZUR FREIGABEKONSISTENZ)
parallel release—consistency

{

int a =0,b=0;

process II; process Il

{ {

acquire; acquire;
a = 0; b=0;
release; release;
acquire; acquire;
a=1; b=1,;
release; release;
acquire; acquire;
if (b==0) { if (a==0) {
c=3; c=2>5;
d=a; d="b;
} }
release; release;
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Mit den aquire/release Paaren ist sichergestellt, dass der Lesezugriff (b == 0) den voraus-
gehenden Schreibzugriff ¢ = 1 nicht {iberholen darf. Man beachte, dass aquire/release nur die
Reihenfolge von Befehlen innerhalb eines Prozessors betrifft. Ausserdem ist die Reihenfolge der
Zugriffe b == 0, ¢ = 3 und d = a nicht vorgeschrieben. Alle drei diirfen aber erst starten
wenn das vorausgehende aquire beendet ist und miissen vor dem nachfolgenden release beendet
werden.

4.1.4 Verallgemeinerung des Peterson auf P Prozesse

Hier ist die Idee in P — 1 Stufen vorzugehen. Um in den kritischen Abschnitt zu gelangen muss
ein Prozess alle Stufen durchlaufen. Der letzte auf einer Stufe ankommende Prozess muss auf
dieser Stufe warten bis alle Prozesse auf hoheren Stufen weitergekommen sind.

Wir verwenden zwei Felder in|P| und last|P| der Lange P. In in|i] vermerkt Prozess II; die
erreichte Stufe, d.h. eine Zahl in {1,..., P — 1}, last[j] enthélt die Nummer des Prozesses, der
zuletzt auf der Stufe j angekommen ist. Die vollstandige Losung enthilt folgendes Programm:

PROGRAMM 4.5 (PETERSONS ALGORITHMUS FUR P PROZESSE)
parallel Peterson-P
{

const int P=S8;

int in|P| = {0[P]};

int last|P] = {0[P]};

process II [int i € {0, ..., P — 1}]
{
int j.k;
while (1)
{
for (j=1;j < P—1;j++) // durchlaufe Stufen

{

inli| = j; // ich bin auf Stufe j
last|j] = 1; // ich bin der letzte auf Stufe j
for (k =0; k < P; k++)// teste alle anderen

if (k #4)

while (in[k|>inli] A last|j]==i) ;

}

kritischer Abschnitt;
inli] = 0; // Ausgangsprotokoll
unkritischer Abschnitt;

Auch dieser Algorithmus stellt eine faire Behandlungsweise sicher. Allerdings miissen O(P?)
Bedingungen ausgewertet werden bevor ein Prozess in den kritischen Abschnitt eintreten darf.
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4.1.5 Hardware Locks

Wie wir in Abschnitt 1.3 festgestellt haben, ben6tigt man fiir die korrekte Benutzung gemeinsa-
mer Variable zusétzliche Operationen, die den exklusiven Zugriff eines Prozessors sicherstellen.
In diesem Unterabschnitt zeigen wir welche Unterstiitzung die Hardware fiir diese Operation
bereitstellt. Ublicherweise verwendet ein Anwendungsprogrammierer diese Operationen nur in-
direkt {iber die Funktionen einer Systembibliothek.

Zur effizienten Realisierung des wechselseitigen Ausschluf stellen viele Prozessoren einen der
folgenden Maschinenbefehle zur Verfiigung:

e atomic-swap: Vertausche den Inhalt eines Registers mit dem Inhalt einer Speicherzelle in
einer unteilbaren Operation.

e test-and-set: Uberpriife ob eine Speicherstelle den Wert 0 hat, wenn ja schreibe den Inhalt
eines Registers in die Speicherstelle (als unteilbare Operation).

e fetch-and-increment: Hole den Inhalt einer Speicherstelle in ein Register und erhéhe den
Inhalt der Speicherstelle um eins (als unteilbare Operation).

In all diesen Befehlen muss ein Lesezugriff gefolgt von einem Schreibzugriff ohne Unterbre-
chung durchgefiihrt werden. In einem Multiprozessorsystem miissen zuséatzlich Zugriffe anderer
Prozessoren auf die selbe Speicherstelle verhindert werden.

Wir wollen nun betrachten wie ein solcher Maschinenbefehl zusammen mit dem Mechanismus
fiir die Cache—Kohérenz das Eintreten eines einzigen Prozessors in den kritischen Abschnitt
sicherstellt und gleichzeitig relativ wenig Verkehr auf dem Verbindungsnetzwerk erzeugt.

Da wir nicht auf Assemblerebene absteigen wollen, stehe dazu eine Funktion

int atomic — swap (int *xa);

zur Verfiigung, die den Inhalt der Speicherstelle mit Adresse a liefert und unteilbar den Wert
1 in die Speicherstelle schreibt. Ein kritischer Abschnitt wird dann wie folgt realisiert:

PROGRAMM 4.6 (SPIN LOCK)
parallel spin—lock

{

const int P = §; // Anzahl Prozesse
int lock=0; // Variable zur Absicherung

process II [int p € {0,..., P — 1}]

{

while ( atomic — swap(& lock))
. // kritischer Abschnitt
lock = 0;
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Der Eintritt in den kritischen Abschnitt wird durch die globale Variable lock abgesichert. Hat
sie den Wert 1 so befindet sich genau ein Prozess im kritischen Abschnitt, ist sie 0 so ist der
kritische Abschnitt frei. Das Warten auf des Freiwerden des kritischen Abschnittes wird durch
eine Schleife realisiert, daher heisst diese Losung im Englischen spin lock.

Zu Beginn hat die Variable lock den Wert 0 und ist in keinem der Caches. Angenommen
Prozess 1l fiihrt die atomic — swap—Operation aus. Der Lesezugriff fiihrt zu einem read miss,
der Block wird aus dem Speicher geholt und bekommt den Zustand E (wir legen MESI zugrunde).
Der nachfolgende Schreibzugriff findet (angenommen kein anderer hat inzwischen zugegriffen)
ohne weiteren Buszugriff statt und der Zustand geht von E nach M. Fiihrt ein anderer Prozess 11
nun seine atomic — swap—Operation aus, fiilhrt der read miss zum Zuriickschreiben des Blockes
durch Iy, der Zustand beider Kopien ist nun, nach dem Lesezugriff, S. Der Schreibzugriff von 11y
invalidiert die Kopie von Ily und der Zustand in II; ist M. Die Funktion atomic — swap liefert
1 in Iy und der kritische Abschnitt wird von II; nicht betreten.

Fithren beide Prozesse die atomic — swap—Operation gleichzeitig aus entscheidet letztendlich
der Bus wer gewinnt. Angenommen sowohl Cj (der Cache von Prozessor Py auf dem Il lauft)
als auch C7 habe je eine Kopie des Cache-Blockes im Zustand S bevor sie ihre atomic — swap—
Operation ausfithren. Ist keiner im kritischen Abschnitt, so lesen beide zunéchst den Wert 0
aus der Variable lock. Beim nachfolgenden Schreibzugriff konkurrieren beide um den Bus um
eine invalidate Meldung zu platzieren. Der Gewinner setzt seine Kopie in den Zustand M, der
Verlierer seine in den Zustand I. Die Cache-Logik des Verlierers findet beim Schreiben den
Zustand I vor und muss den atomic — swap—Befehl veranlassen doch den Wert 1 zuriickzuliefern
(der atomic-swap—Befehl ist zu dieser Zeit ja noch nicht beendet).

Programm 4.6 kann noch weiter verbessert werden. Angenommen ein Prozessor befindet sich
im kritischen Abschnitt und mehrere andere bewerben sich um den Eintritt. In diesem Fall wird
durch die stdndigen Schreibzugriffe der Bewerber ein enormer Busverkehr erzeugt. Dies lésst
sich jedoch leicht vermeiden wie folgende verbesserte Version zeigt:

PROGRAMM 4.7 (VERBESSERTER SPIN LOCK)
parallel improved—spin—lock

{

const int P = §; // Anzahl Prozesse
int lock=0; // Variable zur Absicherung

process II [int p € {0,..., P — 1}]

{

while (1)
{

if (lock==0)

if (atomic — swap(& lock)==0)
break;

}
. // kritischer Abschnitt
lock = 0;

Nun testen alle Prozesse erst einmal den Wert der Variablen lock auf den Wert 0. Nur wenn der
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kritische Abschnitt frei ist (lock=0) bewerben sie sich um den Eintritt. Ist der kritische Abschnitt
besetzt, so lesen die Bewerber nur ihre Kopie im Cache bis diese durch die Zuweisung lock=0
ungiiltig wird. Sind die Berechnungen in einem kritischen Abschnitt sehr lange, so sollte man kein
spin lock mit aktivem Warten verwenden. Es gibt dann bessere Operationen (Semaphore, siche
néchstes Kapitel), die es anderen Prozessen auf dem selben Prozessor wihrenddessen erlauben
sinnvolle Dinge zu tun.

Wie skaliert ein spin lock bei groferen Prozessorzahlen? Schliefslich kénnten sich in einem
ccNUMA-System Hunderte von Prozessen um den Eintritt in einen kritischen Abschnitt bemii-
hen. In Programm 4.7 fiithrt die Zuweisung lock=0 dazu, dass sich alle n restlichen Bewerber
eine neue Kopie des Cache-Blockes holen miissen. Dies erfordert n Transaktionen auf dem Bus.
Miissen P Prozesse (auf P Prozessoren) durch den kritischen Abschnitt, so filhrt dies zu einem
Aufwand O(P?). Mit einer Warteschlange (engl. queueing locks) lisst sich der Aufwand wieder
auf O(P) driicken. Hier vermerkt jeder Bewerber seinen Eintrittswunsch in einer Datenstruktur
(dies muss er nur einmal machen). Verlésst ein Prozess den kritischen Abschnitt, so ,,weckt er*
den niichsten Bewerber (siche Ubungsaufgabe 4.1).

4.1.6 Ticket Algorithmus

Petersons Algorithmus fiir P Prozesse ist relativ schwierig zu verstehen. Wie konnen wir das
Verhalten beziiglich schlieflichem Eintreten bei der Lésung mit Maschinenbefehlen verbessern?
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Prozess am Eintreten gehindert wird héngt davon ab wie lange
die kritischen Abschnitte dauern. Sind sie sehr kurz, so ist die Wahrscheinlichkeit sehr gering dass
ein Prozess beliebig lange verzogert wird. Dies nutzt man beim sog. Ticket—Algorithmus aus. Die
Idee ist von Verkaufstheken in Supermérkten abgeschaut: Der Kunde zieht bei Eintritt in den
Laden eine Nummer und wartet dann bis seine Nummer aufgerufen wird. Ist ein Kunde fertig
bedient wird die néchste Nummer aufgerufen. Wir simulieren dies mit zwei globalen Variablen
number und next. Die Losung zeigt

PROGRAMM 4.8 (TICKET ALGORITHMUS FUR P PROZESSE)
parallel Ticket
{

const int P=S;

int number=0;

int next=0;

process II [int i € {0, ..., P — 1}]

{

int mynumber;

while (1)

{
[mynumber—number; number—number-+1;]
while (mynumber#next) ;
kritischer Abschnitt;
next = next+1;
unkritischer Abschnitt;
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Jeder Prozess speichert die gezogene Nummer in der Variablen mynumber und wartet bis
next diesen Wert erreicht. Das Erhéhen der Variable next kann ohne wechselseitigen Ausschluss
erfolgen, da nur der Prozess im kritischen Abschnitt dies tut. Der kritische Abschnitt [...] kann
mit den Maschinenbefehlen aus Abschnitt 4.1.5 realisiert werden. Man {iberlege sich, dass der
Zahleniiberlauf das korrekte Funktionieren das Algorithmus nicht beeinflusst.

4.1.7 Bedingter kritischer Abschnitt

Wir betrachten folgendes Problem mit m Erzeugern und n Verbrauchern. Eine Menge von Pro-
zessen Pj, 0 < i < m (producer) erzeugt Auftrége, die von einer Menge von Prozessen Cj,
0 < j < n, (consumer) abgearbeitet werden sollen. Die Auftrdge werden in eine zentrale War-
teschlange mit k Plétzen eingereiht. Ist die Warteschlange voll so muss ein P; solange warten
bis ein Platz frei ist. Ist die Warteschlange leer so muss ein C; solange warten bis ein Auftrag
ankommt. Der Zugriff auf die Warteschlange muss selbstverstdndlich unter wechselseitigem Aus-
schluss erfolgen. Programm 4.9 zeigt eine Losung fiir dieses Problem. Die Warteschlange selbst
wurde weggelassen, nur die Anzahl der gespeicherten Auftriage wird gespeichert.

PROGRAMM 4.9 (ERZEUGER-VERBRAUCHER / AKTIVES WARTEN)
parallel producer-consumer-busy-wait
{

const int m = 8; n =6; k = 10;

int orders=0;

process P [int 0 < i < m] process C [int 0 < j < n]
{ {
while (1) { while (1) {
produziere Auftrag;
CSenter; CSenter;
while (orders—==k){ while (orders==0){
CSexzit; CSeit;
CSenter; CSenter;
¥ ¥
speichere Auftrag; lese Auftrag;
orders=orders-+1; orders=orders-1;
CSexit; CSexit;

bearbeite Auftrag;

Hierbei stehen die Anweisungen CSenter bzw. CSexit fiir ein beliebiges Eingangs— bzw. Aus-
gangsprotokoll fiir kritische Abschnitte (CSenter entspricht ,,[“und CSezit dem ,,|*).

Entscheidend ist, dass ein Prozess den eigentlichen kritischen Abschnitt ,,speichere Auftrag
bzw. ,lese Auftrag“ nur ausfithren kann wenn die Bedingungen , Warteschlange nicht voll“
bzw. ,,Warteschlange nicht leer” erfiillt sind. Dazu betritt er probeweise den kritischen Ab-
schnitt und testet die Bedingung. Ist die Bedingung erfiillt kann er weitermachen, ist sie jedoch
nicht erfiillt so muss er den kritischen Abschnitt wieder verlassen um anderen Prozessen die
Gelegenheit zu geben die Bedingung zu verédndern.

Programm 4.9 kann sehr ineffizient sein, da stédndig kritische Abschnitte betreten und wieder
verlassen werden. Man denke an den Fall, dass mehrere Erzeuger Auftrige absetzen wollen
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aber alle Verbraucher beschéftigt sind (und die Warteschlange voll ist). In diesem Fall wird ein
enormer Busverkehr erzeugt, auch bei einer Maschine mit Cache—Kohérenz.

Um dafiir Abhilfe zu schaffen kann man eine Verzogerungsschleife zwischen das CSezit/ CSenter—
Paar in der while-Schleife einbauen. Die Verzdgerungszeit sollte man zuféllig wihlen um zu
verhindern, dass alle Prozesse wieder zugleich eintreten wollen (dies bringt uns auf das Pro-
blem paralleler Zufallsgeneratoren . .. ). Verdoppelt man die maximale Verzogerungszeit in jedem
Durchlauf der while-Schleife so spricht man von einem ,,exponential back—off protocol.

4.2 Globale Synchronisation

Eine globale Synchronisation, oder auch ,,Barriere” veranlasst alle Prozesse zu warten bis alle an
diesem Punkt im Programm angekommen sind. Erst dann diirfen alle weitermachen. Barrieren
werden iiblicherweise wiederholt ausgefiihrt wie etwa in

while (1) {
eine Berechnung;
Barriere;

Codesequenzen dieser Art treten oft in sog. ,,datenparallelen Programmen* auf. Wir betrachten
drei verschiedene Losungen dieses Problems.

4.2.1 Zentraler Zahler

Hier ist die Idee in einer gemeinsamen Variable count die ankommenden Prozesse zu zéhlen. Ist
die Zahl P erreicht so diirfen alle weitermachen. Das Erhohen des Zahlers muss unter wechsel-
seitigem Ausschluss erfolgen.

Betrachten wir folgenden Vorschlag:

PROGRAMM 4.10 (ERSTER VORSCHLAG EINER BARRIERE)
parallel barrier-1

{

const int P=S;
int count=0;
int release=0;

process II [int p € {0,..., P — 1}]

{

while (1)
{
Berechnung;
CSenter:; // Eintritt
if (count==0) release=0; // Zurticksetzen
count=count+1; // Zéhler erhohen
CSewxit; // Verlassen
if (count==P) {
count=0; // letzter 16scht
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release=1; // und gibt frei
} else
while (release==0) ;  // warten

Dieser Vorschlag funktioniert noch nicht ganz. Stellen wir uns einen Prozess vor der in der
while—Schleife wartet. Der letzte Prozess setzt release=1. Lauft nun ein Prozess los, kommt
wieder an der Barriere und setzt release=0 bevor alle das release==1 gesehen haben so werden
die wartenden Prozesse nie aus der while—Schleife befreit. Da count nie mehr den Wert P
erreicht werden schlieklich alle Prozesse warten und eine Verklemmung ist eingetreten.

Irgendwie muss man also verhindern, dass zwei aufeinanderfolgende Durchldufe der Barriere
miteinander verwechselt werden. Dies gelingt indem abwechselnd die Werte 0 und 1 die Freigabe
der Barriere anzeigen wie im folgenden

PROGRAMM 4.11 (BARRIERE MIT RICHTUNGSUMKEHR)
parallel sense-reversing-barrier

const int P=S§;

int count=0;

int release=0;

process II [int p € {0,..., P — 1}]

{

int local _sense = release;
while (1)
{

Berechnung;
local _sense = 1-local _sensej/ Richtung wechseln
CSenter; // Eintritt
count=count+1; // Zéhler erhohen
CSewxit; // Verlassen
if (count—==P) {
count=0; // letzter 16scht
release=local _sense;  // und gibt frei
} else

while (release#local _sense) ;

Nun merkt sich jeder Prozess in der Variable local sense den Wert den release annehmen
muss um weitermachen zu diirfen. Im ersten Durchlauf warten alle auf release==1, dann auf
release==0, usw.

Auch mit Programm 4.11 sind wir noch nicht zufrieden. Es funktioniert zwar korrekt, ist
jedoch fiir grofte Prozessorzahlen ineffizient. Kommen alle Prozesse gleichzeitig an der Barriere
an, was aus Griinden optimaler Lastverteilung zu erwarten ist, so betragt der Aufwand fiir den
kritischen Abschnitt O(P?), wie in Abschnitt 4.1.5 gezeigt. Selbst ein Aufwand O(P) wire bei
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groferen Prozessorzahlen nicht mehr tolerierbar, da der Aufwand fiir die Berechnungsphase in
vielen Fillen konstant bleibt. Wir suchen also nach schnelleren Losungen.

4.2.2 Barriere mit Baum und Flaggen

Wir beginnen zunéchst mit zwei Prozessen und erweitern diese Losung dann mit einem hierar-
chischen Ansatz auf 2¢ Prozesse.

Die beiden Prozesse Ilj, II; verwenden zwei gemeinsame Variable arrived und continue. In
arrived vermerkt Prozess II; wenn er an der Barriere angekommen ist. Prozess Il wartet auf
dieses Ereignis und informiert II; dann mit Hilfe der Variable continue dass er weitermachen
kann:

int arrived=0, continue=0;

H(): H1:
arrived=1;

while (—arrived) ;

arrived=0;

continue=1;
while (—continue) ;
continue=0;

Offensichtlich benétigt diese Losung keine kritischen Abschnitte mehr. Es wird nur noch mit
Bedingungssynchronisation gearbeitet. Die dabei verwendeten Synchronisationsvariablen werden
manchmal auch als Flaggen bezeichnet. Man beachte wie die Flaggen sofort nach Eintreten der
Bedingung wieder zuriickgesetzt werden. Hier gilt die Regel: Der Prozess der auf eine Flagge
wartet setzt sie auch zurick. Eine Flagge darf erst erneut gesetzt werden wenn sie sicher zuriick-
gesetzt wurde. Dies wird im Beispiel dadurch gewéhrleistet, dass abwechselnd auf die eine und
dann auf die andere gewartet wird.

Um diese Losung auf 2¢ Prozesse auszubauen verwenden wir eine Baumstruktur wie in Ab-
bildung 4.1 dargestellt. Der Algorithmus lduft in 2d Stufen ab. In der ersten Stufe warten alle
Prozesse deren letztes Bit der Prozessnummer 0 ist auf die andere Hélfte. Dann warten die deren
letzte zwei Bits 00 sind auf die, deren letzte beiden Bits 10 sind usw. bis Prozess 0 weiss, dass
alle angekommen sind. Dann lauft der Vorgang riickwérts ab um allen Bescheid zu geben, dass
die Barriere verlassen werden kann. Die vollstdndige Implementierung zeigt

PROGRAMM 4.12 (BARRIERE MIT BAUM)
parallel tree-barrier
{

const int d = 4;

const int P = 2%

int arrived|P|={0,...,0};

int continue|P|={0,...,0};

process II [int p € {0,..., P — 1}]

{

int i, r, m, k;
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Abbildung 4.1: Baumstruktur fiir die Barriere.

while (1) {
Berechnung;
for (i=0;i<d;i++) /) aufwarts
{

r=p& [N <Z 2’“)} // Bits 0 bis i 16schen
k=0

m = r |2 // Bit i setzen
if (p == m) arrived|m|=1;
if (p==r)
{
while(—arrived|m]) ;  // warte

arrived|m|=0;

}
}
for (1=d—1;i>0; i) // abwérts
{

r=p& [N <Z 2’“)}; // Bits 0 bis ¢ 16schen
k=0

m = r |24
if (p==m)
{
while(—continue|m|) ;

continue[m]=0;

if (p ==r) continue|m|=1;
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Der Aufwand fiir die in Programm 4.12 implementierte Barriere betriagt O(1d P). Die paar-
weisen Synchronisationen behindern sich gegenseitig nicht, wenn die arrived / continue Variablen
in verschiedenen Cache-Lines gespeichert werden (dies beachtet obige Implementierung nicht!).
Eine weitere Variante einer hierarchischen Barriere zeigt der ndchste Abschnitt.

4.2.3 Barriere mit rekursiver Verdopplung

Programm 4.12 ist etwas inelegant, da nicht alle Prozesse identische Anweisungen ausfiihren.
Deshalb betrachten wir erst einmal folgende symmetrische Variante zur Synchronisation zweier
Prozesse I1;, II;:

HZ'Z Hj:

while (arrived|i]) ; while (arrived|j]) ;
arrived|i]=1, arrived|j|=1;

while (—arrived[j]) ;  while (—arrived|i]) ;
arrived|j]=0; arrived|i|=0;

Dem Prozess I1; ist eine Variable arrived|i| zugeordnet, die zu Beginn 0 ist. Betrachten wir erst
nur die Zeilen 2—4, so setzt jeder seine Flagge auf 1, wartet dann bis die des anderen gesetzt ist
(nun wissen beide, dass beide da sind) und setzt dann die Flagge des anderen zuriick. Die erste
Zeile ist notwendig um abzuwarten bis der andere die Flagge zuriickgesetzt hat (sonst wiirde das
nachfolgende Setzen tibersehen werden).

Nun kénnen wir diese Losung mit d Stufen auf 2¢ Prozesse erweitern. Die paarweise Synchro-
nisation folgt dem Muster in Abbildung 4.2. Ein Pfeil von ¢ nach j bedeutet, dass Prozess ¢ auf
Prozess j wartet. An der Abbildung kann man auch erkennen warum diese Losung ,,rekursives
Verdoppeln® (engl. recursive doubling) heisst: Der Abstand zwischen den zu synchronisierenden
Prozessen verdoppelt sich in jeder Stufe.

Wesentlich ist hierbei, dass jeder Prozess nach seiner Synchronisation auf der letzten Stufe d—1
bereits weiss, dass alle Prozesse angekommen sind. Das folgende Programm zeigt die elegante
Implementierung;:

PROGRAMM 4.13 (BARRIERE MIT REKURSIVER VERDOPPLUNG)
parallel recursive-doubling-barrier

{

const int d = 4;
const int P = 2%;
int arrived|d|[P|={0[P - d]};

process II [int p € {0,..., P — 1}]
{

int 7, g;

while (1) {
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Abbildung 4.2: Struktur der rekursiven Verdopplung fiir die Barriere.

Berechnung;

for (i =0;i < d; i++) // alle Stufen

{
q=p®2, // Bit ¢ umschalten
while (arrived|i||p]) ;
arrived|i|[p|=1;
while (—arrived|i][q]) ;
arrived|i]|q]=0;

}

}
}
}

Hierbei bezeichnet der Operator & die bitweise exklusiv—oder—Verkniipfung.

4.3 Semaphore

Wir haben nun eine Reihe von Problemen der Prozesskoordination behandelt. Jedes dieser Pro-
bleme hat eine separate Losung erfordert. Es wére praktisch ein allgemeines Werkzeug zu besitzen
mit dem sich verschiedene Prozesskoordinationsprobleme behandeln lassen. Semaphore sind ein
solches Werkzeug.

Alle bisher in diesem Kapitel vorgestellten Programme haben aktives Warten verwendet um
einen Prozess zu verzogern. Dies kann sehr ineffizient sein, insbesondere dann wenn Prozes-
se zeitverzahnt auf einem Prozessor ablaufen. In diesem Fall sollten wartende Prozesse keine
Rechenzeit verbrauchen. Auch dieses Problem wird von der Semaphore gelst.
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4.3.1 Eigenschaften einer Semaphore

Die Semaphore kann man als abstrakten Datentyp einfithren, d.h. als Datenstruktur mit Ope-
ration, die gewisse Eigenschaften erfiillen. Der Zustand der Semaphore kann nur mit Hilfe der
darauf definierten Operationen verédndert werden. Im objektorientierten Sinne wiirde man eine
Semaphore als Klasse mit privaten Daten verstehen. Fine Semaphore S hat eine ganzzahlige,
nichtnegative Komponente value(S), die mit dem Anfangswert init initialisiert wird. Auf der
Semaphore sind zwei Operationen definiert: P(S) und V(S). Es sei np die Zahl der auf S ausge-
flihrten P—Operationen und entsprechend ny die Zahl der auf S ausgefithrten V—Operationen.
Die Semaphore stellt sicher, dass folgende Bedingung gilt:

np < ny + inait. (4.1)

Im Falle np = ny + init werden nachfolgend ausgefiihrte P—Operationen solange verzogert bis
eine entsprechende V-Operation ausgefiithrt wird.
Fiir den Wert einer Semaphore gilt

value(S) = ny + init —np > 0. (4.2)
Entsprechend beschreiben die folgenden drei Regeln das Verhalten einer Semaphore S:

e Die Semaphore hat zu Beginn den Wert value(S) = init.

e P(S) erniedrigt den Wert von S um eins falls value(S) > 0, sonst blockiert der Prozess
solange bis ein anderer Prozess eine V-Operation auf S ausfiihrt.

e V(S) befreit einen anderen Prozess aus seiner P-Operation falls einer wartet (warten meh-
rere wird einer ausgewéhlt), ansonsten wird der Wert von S um eins erhoht. V-Operationen
blockieren nie!

Der Wert einer Semaphore ist nach aussen nicht sichtbar. Er &ufsert sich nur durch die Aus-
flihrbarkeit der P—Operation. Das Erhohen bzw. Erniedrigen einer Semaphore erfolgt atomar,
mehrere Prozesse konnen also P/V—Operationen gleichzeitig durchfiithren. Dariiberhinaus kon-
nen mehrere Prozesse in einer P—Operation blockieren. Jede V-Operation weckt dann einen
Prozess auf.

Semaphore, die einen Wert grofer als eins annehmen kénnen bezeichnet man als allgemeine
Semaphore, Semaphore die nur die Werte {0, 1} annehmen koénnen heifen bindre Semaphore.

In unserer hypothetischen Programmiersprache fiihren wir einen neuen Datentyp Semaphore
ein. Variablen dieses Typs miissen immer initialisiert werden:

Semaphore 5=1;

Auch Felder sind moglich:

Semaphore forks|5| = {1 [5]};
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Semaphore konnen mit aktivem Warten und kritischen Abschnitten implementiert werden
(siehe Ubungen). Aufwendigere Implementierungen arbeiten mit der Scheduler-Komponente des
Betriebsystems zusammen und versetzen wartende Prozesse in den inaktiven Zustand. Bei Aus-
fithrung einer V-Operation wird einer der wartenden Prozesse (iiblicherweise in der Reihenfolge
der Ankunft, d.h. first come first served) wieder in die Schlange der rechenbereiten Prozesse
eingereiht.

Wir stellen nun vor wie die uns schon bekannten Koordinationsaufgaben mit Semaphoren
gelost werden konnen.

4.3.2 Wechselseitiger Ausschluss

Der Zutritt zu einem kritischen Abschnitt kann mit einer bindren Semaphore abgesichert werden.
Die Semaphore wird mit dem Wert 1 initialisiert. Hier ist das sehr simple Programm:

PROGRAMM 4.14 (WECHSELSEITIGER AUSSCHLUSS MIT SEMAPHORE)
parallel cs-semaphore
{

const int P=S§;

Semaphore muter=1;

process II [int i € {0,..., P — 1}]

{

while (1)

{
P(mutex);
kritischer Abschnitt;
V(mutex);

unkritischer Abschnitt;

4.3.3 Barriere

Wir betrachten nur eine Barriere mit zwei Prozessen. Erweiterung auf 2¢ Prozesse kann mit
rekursiver Verdopplung erfolgen. Eine Barriere muss zwei Bedingungen erfiillen:

e Jeder Prozess muss verzogert werden bis der andere an der Barriere ankommt.
e Die Barriere muss wiederverwendbar sein, da sie in der Regel wiederholt ausgefiihrt wird.

Die simple Losung fiir zwei Prozesse zeigt

PROGRAMM 4.15 (BARRIERE MIT SEMAPHORE FUR ZWEI PROZESSE)
parallel barrier-2-semaphore

{

Semaphore b1=0, b2=0;

process II; process Il
{ {
while (1) { while (1) {
Berechnung; Berechnung;

66



Zu Beginn haben beide Semaphore den Wert 0. Durch die V-Operation auf b1 signalisiert
Prozess I1; dem Ils dass er angekommen ist. I1 wartet in der P—Operation auf dieses Signal.
Der symmetrische Vorgang gilt fiir 2.

Uberlegen wir nun, dass ein Prozess den Anderen nicht iiberholen kann. Rollen wir die Schleife
ab, dann sieht es so aus:

H1: HQZ
Berechnung 1; Berechnung 1;
V(bl); V(b2);
P(02), P(b1);
Berechnung 2; Berechnung 2;
V(b1); V(b2);
P(02); P(b1);
Berechnung 3; Berechnung 3;
V(b1); V(b2),
P(b2); P(b1);

Angenommen Prozess II; arbeitet an Berechnungsphase i, heisst das er hat P(b2) ¢ — 1-mal
ausgefiithrt. Angenommen Ily arbeitet an Berechnungphase j < i, heisst das er hat V(b2) 7 — 1
mal ausgefiihrt, somit gilt

np(b2) =1—1>757—-1= nv(b2).

Dies ist aber ein Widerspruch zur Semaphorenregel
np(b2) < ny(b2) +0

und somit kann j < 4 nicht gelten. Das Argument ist symmetrisch und gilt auch bei Vertauschen
der Prozessornummern was dann zeigt, dass j > ¢ auch nicht gelten kann. Somit kann nur j =i
gelten und beide Prozessuren miissen immer in der selben Iteration arbeiten.

4.3.4 Erzeuger—Verbraucher—Probleme

Ein oder mehrere Erzeugerprozesse generieren Auftriage die von einem oder mehreren Verbrau-
chern abgearbeitet werden sollen. Erzeuger und Verbraucher kommunizieren iiber einen Puffer.
Wir behandeln drei Varianten:

e m Erzeuger, n Verbraucher, 1 Pufferplatz,
e 1 Erzeuger, 1 Verbraucher, k£ Pufferplatze,
e m Erzeuger, n Verbraucher, k Pufferplitze.

Ein Erzeuger—Verbraucher—Problem trat bereits in Abschnitt 4.1.7 auf. Die Lésung erforderte
bedingte kritische Abschnitte, die nur recht ineffizient mit aktivem Warten implementiert werden
konnen. Auch hier werden Semaphore eine elegante und effiziente Losung ermoglichen.
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m Erzeuger, n Verbraucher, 1 Pufferplatz

Hier sind Erzeuger und Verbraucher wie folgt zu koordinieren: Ist der Puffer leer, so kann ihn
ein Erzeuger fiillen, ansonsten muss er warten bis er leer wird. Ist der Puffer belegt (voll) so
kann ein Verbraucher den Auftrag entnehmen, ansonsten muss er warten bis ein Auftrag kommt.
Wir verwenden somit eine (bindre) Semaphore empty, die die freien Pufferpliatze zahlt und eine
(bindre) Semaphore full, die die abgelegten Auftriage z&hlt.

PROGRAMM 4.16 (m ERZEUGER, n VERBRAUCHER, 1 PUFFERPLATZ)
parallel prod-con-nm1

{

const int m = 3, n = 5;

Semaphore empty=1; // freier Pufferplatz
Semaphore full=0; // abgelegter Auftrag
T buf; // der Puffer

process P [int i € {0,...,m — 1}]
{
while (1)

{
Erzeuge Auftrag ¢;

P(empty); // Ist Puffer frei?
buf = t; // speichere Auftrag
V(full); // Auftrag abgelegt

}
}

process C [int j € {0,...,n — 1}]

{

while (1)

{
P(full), // Ist Auftrag da?
t = buf; // entferne Auftrag
V(empty); // Puffer ist frei

Bearbeite Auftrag t;

Der Puffer wird durch die Variable buf vom Typ T realisiert. Ist der Puffer frei, d.h. value(empty)=1,
so betritt ein P; den kritischen Abschnitt, legt den Auftrag ab und signalisiert, dass ein Auftrag
vorhanden ist, d.h. value(full)=1. In diesem Fall betritt ein C; den kritischen Abschnitt, liest
den Auftrag und signalisiert, dass der Puffer frei ist. Somit gilt fiir die beiden Semaphore die
Eigenschaft

0 < empty + full < 1. (4.3)

Semaphore mit dieser Eigenschaft werden als geteilte bindre Semaphore bezeichnet (engl. split
binary semaphore).
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1 Erzeuger, 1 Verbraucher, k Pufferplatze

Der Puffer wird durch ein Feld der Lange k realisiert. Neue Auftrdge werden am Index front
eingefiigt wahrend gespeicherte Auftrige am Index rear entnommen werden. Das Einfiigen ge-

schieht mittels

buf[front]; front = (front + 1)

und das Entfernen mit

PROGRAMM 4.17 (1 ERZEUGER, 1 VERBRAUCHER, k PUFFERPLATZE)

buf[rear]; rear = (rear + 1)

Die Struktur von Programm 4.16 kann vollkommen beibehalten werden. Die Semaphore empty
wird nun mit dem Wert £ initialisiert. Damit kénnen dann k Auftrige im Puffer abgelegt werden
bevor der Erzeuger blockiert wird. Die Implementierung zeigt

parallel prod-con-11k

{

const int k£ = 20;

Semaphore empty=k;
Semaphore full=0;

T buf|k[; // der Puffer

int front=0; // neuester Auftrag
int rear=0; // éltester Auftrag
process P

{

while (1)

{

Erzeuge Auftrag t;

P(empty); // Ist Puffer frei?
buf|front] = t; // speichere Auftrag
front = (front+1) mod kj/ nichster freier Platz
V(full); // Auftrag abgelegt
}
}
process C
{
while (1)
{
P(full); // Ist Auftrag da?
t = buf|rear|; // entferne Auftrag
rear = (rear+1) mod k; // néchster Auftrag
V(empty); // Puffer ist frei

Bearbeite Auftrag t;
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Das Erhohen der Zeiger front und rear muss nicht unter wechselseitigen Ausschluss erfolgen,
da P nur front bearbeitet und C nur rear. Man beachte dass P und C gleichzeitig Auftrage in
den Puffer schreiben und entfernen kénnen.

m Erzeuger, n Verbraucher, k Pufferplitze

Dieses Programm ist eine einfache Erweiterung von Programm 4.17. Wir miissen nur sicherstel-
len, dass Erzeuger untereinander und Verbraucher untereinander nicht gleichzeitig den Puffer
manipulieren. Dazu verwenden wir zwei zusétzliche bindre Semaphore:

PROGRAMM 4.18 (m ERZEUGER, n VERBRAUCHER, k PUFFERPLATZE)
parallel prod-con-mnk

{

const int k£ = 20, m = 3, n = 6;

Semaphore empty=k; // zahlt freie Pufferplétze
Semaphore full=0; // zahlt abgelegte Auftriage
T buf|k]; // der Puffer

int front=0; // neuester Auftrag

int rear=0; // éltester Auftrag
Semaphore mutezP=1; // Zugriff der Erzeuger
Semaphore mutexC=1; // Zugriff der Verbraucher

process P [int i € {0,...,m — 1}]
{

while (1)

{

Erzeuge Auftrag ¢;

P(empty); // Ist Puffer frei?
P(mutezP); // manipuliere Puffer
buf [front] = t; // speichere Auftrag
front = (front+1) mod kj/ néchster freier Platz
V (mutexP); // fertig mit Puffer
V(full); // Auftrag abgelegt

}
}

process C [int j € {0,...,n — 1}]

{

while (1)

{
P(full); // Ist Auftrag da?
P(mutexC); // manipuliere Puffer
t = buf|rear|; // entferne Auftrag
rear = (rear+1) mod k; // nichster Auftrag
V(mutexC); // fertig mit Puffer
V(empty); // Puffer ist frei

Bearbeite Auftrag t;
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4.4 Uberlappende kritische Abschnitte

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei komplexere Probleme der Prozesskoordination.

4.4.1 Die speisenden Philosophen

Das Problem der speisenden Philosophen ist ein echter Klassiker in der parallelen Programmie-
rung. Hier geht es darum, dass ein Prozess exklusiven Zugriff auf mehrere Resourcen benotigt
bevor er seine Aufgabe erfiillen kann. Das Problem wird in folgender Weise beschrieben:

Fiinf Philosophen sitzen an einem runden Tisch. Die Tétigkeit jedes Philosophen
besteht aus den sich abwechselnden Phasen des Denkens und des Essens. Zwischen
je zwei Philosophen liegt eine Gabel und in der Mitte steht ein Berg Spaghetti. Zum
Essen bendtigt ein Philosoph zwei Gabeln — die links und rechts von ihm liegende. Das
Problem besteht darin, ein Programm zu schreiben, mit einem Prozess pro Philosoph,
das die obige Aufgabe 10st.

Abbildung 4.3 illustriert das Philosophenproblem. Jeder Philosoph fiihrt also abwechselnd
folgende Téatigkeiten durch:

71



while (1)
{
Denke;
Nehme Gabeln;
Esse;
Lege Gabeln zuriick;

Betrachten wir zunéchst folgende naive Losung bei der jeder Philosoph erst seine rechte und
dann seine linke Gabel ergreift. Jede Gabel wird dabei durch eine bindre Semaphore realisiert.
Der Wert 1 zeigt an, dass die Gabel frei ist:

PROGRAMM 4.19 (NAIVE LOSUNG DES PHILOSOPHENPROBLEMS)
parallel philosphers—1

{

const int P = 5; // Anzahl Philosophen
Semaphore forks|P| = {1 |P] }; // Gabeln

process Philosopher [int p € {0, ..., P — 1}]

{

while (1)

{
Denke;
P(fork|pl); // rechte Gabel
P(fork[(p+ 1) mod P|);  // linke Gabel
Esse;
V(fork|pl); // rechte Gabel

V(fork|(p + 1) mod P|);  // linke Gabel

Bei dieser Losung besteht die Gefahr der Verklemmung. Wollen alle Philosophen zugleich es-
sen so nehmen sie zuerst alle die linke Gabel und warten dann auf die rechte Gabel, die sie nie
bekommen kénnen. Verklemmungen kénnen nur bei einer zyklischen Abhéngigkeit vorkommen.
Eine einfache Méglichkeit eine Verklemmung zu vermeiden besteht darin zyklische Abhéngigkei-
ten auszuschliefsen, z.B. indem ein Prozess die Reihenfolge der Aufnahme der Gabeln umdreht.
Nehmen wir an dies sei Prozess 0. Wollen nun alle zugleich essen so greifen alle bis auf Prozess 0
zuerst nach rechts und Prozess 0 greift nach links. Angenommen Prozess 0 ist schneller als Pro-
zess 1 und erhélt seine linke Gabel. Nehmen wir an er ist auch schneller als Prozess 4 (der seine
rechte Gabel ergriffen hat) und somit kann Prozess 0 essen (ansonsten wiirde Prozess 4 essen).
Die Losung hat nur einen Haken: Nur Prozess 0 kann essen, alle anderen haben hochstens eine
Gabel und warten. Dies ist nicht optimal, da immer zwei von finf Philosophen essen kénnten!

Der Grund fiir dieses Verhalten ist, dass eine Gabel sofort ergriffen wird sobald sie frei ist ohne
vorher zu priifen ob auch die Chance besteht die andere Gabel zu bekommen. Die nachfolgend
beschriebene Losung ermoglicht immer die maximale Zahl essender Philosophen. Es wird von der
Tatsache ausgegangen, dass ein Philosoph nur essen kann wenn sein linker und rechter Nachbar
nicht essen.
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PROGRAMM 4.20 (LOSUNG DES PHILOSOPHENPROBLEMS)
parallel philosphers—2
{
const int P = 5; // Anzahl Philosophen
const int think=0, hungry=1, eat=2;
Semaphore muter—1;
Semaphore s[P| = { 0 |P] }; // essender Philosoph
int state|P| = { think |P] }; // Zustand

process Philosopher [int p € {0, ..., P — 1}]
{

void test (int 7)

{

int r=(i+ P — 1) mod P, I=(i + 1) mod P;
if (stateli|==hungry A state|l|#eat A state|r|#eat)

stateli] = eat;
V(s[i]);
}
}

while (1)
{

Denke;

P (mutez); // Gabeln nehmen
state|p| = hungry;

test(p);

V(mutez);

P(s[p]);
Esse;

P (mutez); // Gabeln weglegen
state|p| = think;

test((p+ P — 1) mod P);

test((p+ 1) mod P);

V (mutez);

Jeder Philosoph befindet sich in einem der Zustinde think, hungry oder eat. Der Zustand
hungry zeigt an, dass der Philosoph gerne essen mochte jedoch die Gabeln noch nicht ergriffen
hat. Die Funktion fest(i) iiberpriift in diesem Fall ob beide Nachbarn von Philosoph ¢ nicht
gerade essen und setzt ihn, wenn ja, in den Zustand eat. Die bindre Semaphore s[i] wird dann
erhoht um den wartenden Prozess zu wecken, oder, falls p == 4, ihn in der nachfolgenden P—
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Operation nicht zu verzogern. Um Interferenzen zu vermeiden muss die Zustandsmanipulation
unter wechselseitigem Ausschluss durchgefiihrt werden. Dazu dient die Semaphore mutezx.

Will ein Philosoph in der while-Schleife zum Essen iibergehen, so setzt er im kritischen
Abschnitt seinen Zustand auf hungry. In der Funktion test werden dann die beiden Nachbarn
gepriift und die Semaphore s[p] erhoht falls beide nicht essen. Dann verldsst Prozess p den
kritischen Abschnitt um anderen Prozessen wieder eine Zustandsmanipulation zu ermoglichen
und fiithrt eine P-Operation auf s[i| aus. Ist keiner der Nachbarn im Zustand eat so wird diese
nicht blockieren, ansonsten muss der Prozess warten bis ihn einer der beiden Nachbarn weckt.

Nach dem Essen wird der Zustand wieder auf think gesetzt und gepriift ob einer der beiden
Nachbarn essen will (und kann) und gegebenenfalls geweckt.

Diese Losung ist verklemmungsfrei da die Zustandsmanipulation immer exklusiv erfolgt, aller-
dings werden dadurch eventuell Prozesse verzogert obwohl sie sich gegenseitig nicht beeinflussen
wiirden. Auferdem besteht die Gefahr des Verhungerns (engl. starvation) wenn beide Nachbarn
eines Philosophen immer abwechselnd essen.

Praktische Anwendung findet das Philosophenproblem bei der Zuteilung von Resourcen in-
nerhalb des Betriebssystems. Dort kann ein Prozess gleichzeitigen, exklusiven Zugriff auf ver-
schiedene Klassen von Resourcen benétigen (z.B. Drucker, Bandlaufwerke).

4.4.2 Leser—Schreiber—Problem

Ein anderes klassisches Synchronisationsproblem ist das Leser—Schreiber—Problem, das wie folgt
beschrieben wird:

Zwei Klassen von Prozessen, Leser und Schreiber, greifen auf eine gemeinsame Daten-
bank zu. Leser fithren Transaktionen aus, die die Datenbank nicht verdndern. Schrei-
ber verdndern die Datenbank und bendtigen exklusiven Zugriff. Falls kein Schreiber
Zugriff hat konnen beliebig viele Leser gleichzeitig zugreifen.

Wir verwenden eine bindre Semaphore rw, die den exklusiven Zugriff der individuellen Schrei-
ber und der Leser als Gruppe sicherstellt. Nur der erste Leser muss den exklusiven Zugriff der
Leser gewahrleisten. Der exklusive Zugriff auf die Zahl der zugreifenden Leser wird durch eine
weitere bindre Semaphore mutezR abgesichert. Hier ist ein Losungsvorschlag:

PROGRAMM 4.21 (LESER—SCHREIBER-PROBLEM, ERSTE LOSUNG)
parallel readers—writers—1

{

const int m =8, n = 4; // Anzahl Leser und Schreiber
Semaphore rw=1; // Zugriff auf Datenbank
Semaphore muterR=1; // Anzahl Leser absichern

int nr=0; // Anzahl zugreifender Leser

process Reader [int i € {0,...,m — 1}]

{

while (1)
{
P(mutezR); // Zugriff Leserzéhler
nr = nr+l, // Ein Leser mehr
if (nr==1) P(rw); // Erster wartet auf DB
V(mutezR); // néchster Leser kann rein
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lese Datenbank;

P(mutezR); // Zugriff Leserzéhler

nr = nr-1; // Ein Leser weniger

if (nr==0) V(rw); // Letzter gibt DB frei
V(mutezR); // néchster Leser kann rein

}
¥
process Writer [int j € {0,...,n — 1}]

{

while (1)

{
P(rw); // Zugriff auf DB
schreibe Datenbank;
V(rw); // gebe DB frei

}
}
}

Die vorgestellte Losung gibt Lesern den Vorzug (engl. reader preference solution). Fiir die
Schreiber besteht die Gefahr des Verhungerns wenn nie alle Leser gleichzeitig den Zugriff auf die
Datenbank aufgeben.

Um eine faire Behandlung zu erreichen sollen nun alle Anfragen streng der Reihe nach bear-
beitet werden. Weiterhin kénnen beliebig viele Leser gleichzeitig lesen. Meldet sich jedoch ein
Schreiber an, so werden alle weiteren Leser blockiert bis der Schreiber dran war. Die Implemen-
tierung zeigt das folgende

PROGRAMM 4.22 (LESER-SCHREIBER-PROBLEM, FAIRE LOSUNG)
parallel readers—writers—2

{

const int m =8, n = 4; // Anzahl Leser und Schreiber
int nr=0, nw=0, dr—0, dw=0; // Zustand

Semaphore e=1; // Zugriff auf Warteschlange
Semaphore r=0; // Verzogern der Leser
Semaphore w=0; // Verzogern der Schreiber
const int reader=1, writer=2; // Marken

int buf[n + m|; // Wer wartet?

int front=0, rear=0; // Zeiger

int wake up (void) // darf genau einer ausfithren

{

if (nw==0 A dr>0 A buf|rear|==reader){

dr = dr-1;

rear = (rear+1) mod (n + m);

V(r);

return 1; // habe einen Leser geweckt

}

if (nw==0 A nr==0 A dw>0 A buf[rear|==writer){
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}

dw = dw-1;

rear = (rear+1) mod (n + m);

V(w);
return 1;
}
return 0;

// habe einen Schreiber geweckt

// habe keinen geweckt

process Reader [int i € {0,...,m — 1}|{

}

while (1) {
P(e);
if(nw>0 vV dw>0){

buf|front| = reader;,

// will Zustand verdndern

// in Warteschlange

front = (front+1) mod (n + m);

dr = dr-+1;
V(e);
P(r);

}

nr = nr+1;
if (wake up()==0)
Vie);

lese Datenbank;

P(e);
nr = nr-1;
if (wake _up()==0)
Vi(e);
}

// Zustand freigeben
// warte bis Leser dran sind
// hierist e =0!

// hier ist nur einer

// kann einer geweckt werden?
// nein, setze e = 1

// will Zustand verdndern

// kann einer geweckt werden?
// nein, setze e = 1

process Writer [int j € {0,...,n — 1}]

{

while (1){
P(e);
if(nr>0 VvV nw>0){

buf|front] = writer;

// will Zustand verédndern

// in Warteschlange

front = (front+1) mod (n + m);

dw = dw+1;
V(e);
P(w);

}

nw = nw—+1;

Ve);

// Zustand freigeben
// warte bis an der Reihe
// hier ist e = 0!

// hier ist nur einer
// hier braucht keiner geweckt werden
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schreibe Datenbank; // exklusiver Zugriff

P(e); // will Zustand verdndern

nw = nw-1;

if (wake up()==0) // kann einer geweckt werden?
V(e); // nein, setze e = 1

Es werden folgende Variable verwendet: nr zéhlt die Zahl der aktiven Leser, nw die Zahl
der aktiven Schreiber (< 1), dr die Zahl der wartenden Leser und dw die Zahl der wartenden
Schreiber. Muss ein Prozess warten so fiigt er eine Marke in den Puffer buf ein. Somit ist erkenn-
bar in welcher Reihenfolge die wartenden Prozesse angekommen sind. Die bindre Semaphore e
sichert den exklusiven Zugriff auf die Zustandsinformation (alle oben genannten Variablen) ab.
Semaphore r und w werden zum blockieren der Prozesse verwendet.

Wartende Prozesse werden mit der Funktion wake up geweckt. Diese priift ob ein Leser oder
Schreiber geweckt werden kann. Sie liefert 1 falls ein Prozess geweckt wurde und sonst 0. Es
gibt nur einen Prozess im kritischen Abschnitt dem eine Zustandsmanipulation erlaubt ist. Nur
dieser Prozess kann genau einen anderen Prozess wecken, der sich dann im kritischen Abschnitt
befindet. Der weckende Prozess fiihrt dann keine weiteren kritischen Zugriffe auf gemeinsame
Variable mehr aus. Diese Programmiertechnik bezeichnet man als Weiterreichen des Staffelstabes
(engl. passing the baton).

Betrachten wir einen Leser. Dieser tritt in den kritischen Abschnitt ein. War ein Schreiber
vor ihm da (nw > 0V dw > 0) so trigt er sich in die Warteschlange ein und blockiert sich
unter vorherigem Verlassen des kritischen Abschnittes. Gibt es keine Schreiber so wird die Zahl
der Leser erhoht und moglicherweise ein anderer Prozess geweckt (dies kann wegen nr > 0 nur
ein Leser sein). Falls niemand wartet muss der kritische Abschnitt verlassen werden. Nach dem
Lesen wird innerhalb des kritischen Abschnittes die Zahl der Leser erniedrigt und moglicherweise
ein anderer Prozess geweckt (dies kann hier nur ein Schreiber sein, da andere Leser bereits oben
geweckt worden wiren oder gar nicht erst gewartet hitten).

Der Schreiberprozess folgt dem selben Muster, nur miissen bei erlangtem Zugriff keine weiteren
Prozesse geweckt werden (Schreiben ist exklusiv). Nach dem Schreibzugriff kann sowohl ein Leser
als auch ein Schreiber geweckt werden, je nachdem wer als néchstes in der Warteschlange steht.

4.5 PRAXIS: Posix Threads

POSIX steht fiir Portable Operating System Interface, ein Standard fiir UNIXartige Betriebssys-
teme. Prozesse haben in UNIX immer einen getrennten Adressraum. Das Betriebssystem braucht
relativ viel Zeit um von der Ausfiihrung eines Prozesses auf einen anderen zu wechseln. Deshalb
hat man sogenannte leichtgewichtige Prozesse oder ,,threads“eingefiihrt. Wir wollen hier den so-
gennanten PThreads Standard, sieche (NICHOLS, BUTTLAR und FARELL 1996) oder (STEVENS
1999), verwenden der Teil des POSIX ist. Nach diesem Modell kann sich ein UNIX-Prozess in
mehrere Ausfithrungspfade verzweigen, die dann echt (bei Mehrprozessorbetrieb) oder quasi-
parallel ausgefiihrt werden.

Wie wir sehen werden lassen sich unsere bisherigen Programme sehr leicht mit PThreads rea-
lisieren. Stehen mehrere Prozessoren zur Verfiigung konnen die Threads echt parallel ausgefiihrt
werden, ansonsten werden sie zeitverzahnt auf einem Prozessor abgearbeitet.
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Wir zeigen nun wie ein Erzeuger—Verbraucher—Problem mit einem Erzeuger, einem Verbrau-
cher und einem Pufferplatz realisiert werden kann. Das Programm ist in C geschrieben und sollte
sich auf nahezu jedem UNIX System, z.B. LINUX, iibersetzen lassen. Wir gehen nun durch den
Programmcode und erldutern die einzelnen Schritte.

POSIX Threads und Semaphore werden durch eine Bibliothek realisiert die zu dem Programm
hinzugebunden werden muss. Um die Funktionen zu benutzen miissen zwei Header—Dateien
geladen werden:

/KKK sk ok sk ok sk ok sk sk ok ok sk ok ok ok sk ok o sk ok o ok s ok ok sk ok sk sk ok ok o sk ok sk ok o sk sk ok ok o
* Producer/Consumer with POSIX threads and semaphores
sk ok sk o sk ok sk ok o sk ok ok ok o sk ok sk sk o sk ok ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk ok ok /

#include <stdio.h> /* for printf */

#include <pthread.h> /* for threads */

#include <semaphore.h> /* for semaphores */

Die Semaphore wird durch den Datentyp sem_t realisiert. Der Puffer ist einfach ein Integer—
Wert in unserem Beispiel:

sem_t empty; /* init 1, counts free buffer slots */
sem_t full; /* init O, counts tasks stored */

int buf; /* the buffer */

Mit den POSIX Threads kann eine C—Funktion als eigener Thread gestartet werden. Threads
kénnen Parameter erhalten und auch Ergebnisse zuriickliefern, allerdings nur in eingeschréankter
Art und Weise: Als Parameter kann man einen (und nur einen) Zeiger tibergeben und als Ergebnis
kann ein Thread nur einen Zeiger liefern (oder gar nichts wie in unserem Beispiel). Die nun
folgende Prozedur P realisiert einen Erzeugerprozess und diirfte selbsterklarend sein:

/* Producer thread */
void P (int *i)

{
int count=0;
while (1)
{
count++;
printf ("prod: %d\n",count);
sem_wait (&empty) ;
buf=count;
sem_post (&full);
}
}

Die Funktionen sem_wait und sem_post entsprechen genau den Funktionen P und V. Als
Argument erhalten sie einen Zeiger auf eine Semaphore.
Nun kommt der Verbraucher C:
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/* Consumer thread */
void C (int *j)

{
int count=0;
while (1)
{
sem_wait (&full);
count=buf;
sem_post (&empty) ;
printf ("con: %d\n",count);
}
}

Das nun folgende Hauptprogramm initialisiert die beiden Semaphore mit dem Anfangswert,
startet die beiden Threads, wartet bis beide Threads beendet sind (was hier leider nie passiert)
und vernichtet dann die beiden Semaphore:

int main (int argc, char *argvl[])
{
pthread_t thread_p, thread_c;
int i,3;
/* initialize semaphores */
sem_init (&empty,0,1);
sem_init (&full ,0,0);

/* start threads */

i=1;
pthread_create(&thread_p,
NULL,
(void *) P,
(void *) &i);
i=5
pthread_create(&thread_c,
NULL,
(void *) C,
(void *) &j);
/* wait for threads to terminate ... */

pthread_join(thread_p, NULL);
pthread_join(thread_c, NULL);

/* destroy semaphores */

sem_destroy (&empty) ;
sem_destroy (&full);
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return(0) ;

Die Funktion sem_init initialisiert eine Semaphore. Der erste Parameter ist ein Zeiger auf
die Semaphore und der dritte Parameter ist der Anfangswert. Der zweite Parameter ist immer
0 wenn nur Threads eines Prozesses auf die Semaphore zugreifen.

Die Funktion pthread_create startet eine C—Funktion als eigensténdigen Thread. Das erste
Argument ist ein Zeiger auf eine Variable vom Typ pthread_t, der Verwaltungsinformation
enthélt. Das dritte Argument ist die C—Funktion, wihrend das vierte Argument das Argument
fiir den zu startenden Thread ist.

Die Funktion pthread_join wartet bis der angegebene Thread beendet ist. Der Thread wird
iiber die pthread_t-Datenstruktur identifiziert. Schlieflich fithrt sem_destroy noch eventuelle
Aufraumarbeiten fiir eine nicht mehr benotigte Semaphore durch.

Mit Semaphoren lassen sich, wie oben gezeigt, praktisch alle Koordinationsprobleme l6sen.
Speziell fiir kritische Abschnitte bietet PThreads die mutex-Variablen, wie folgendes Programm-
stiick zeigt:

pthread_mutex_t mutexl = PTHREAD_MUTEX_INITIALIZER;

void foo (void)

{
pthread_mutex_t mutex2;
pthread_mutex_init (&mutex2,NULL) ;
pthread_mutex_lock(&mutex1);
. kritischer Abschnitt hier ...;
pthread_mutex_unlock (&mutexl) ;
}

pthread_mutex_t-Variablen miissen initialisiert werden, entweder statisch, wie mutex1, oder
dynamisch wie mutex2. Nach Initialisierung ist der kritische Abschnitt frei.
Ein ausfiihrliches Beispiel zu den pthreads findet sich im Anhang.

4.6 Ubungen

UBUNG 4.1 Implementieren Sie den wechselseitigen Ausschluss mit einer Warteschlange, d.h. fin-
det ein Prozess den Abschnitt besetzt vor soll er sich in ein Feld eintragen. Der Prozess im
kritischen Abschnitt wahlt vor Verlassen des kritischen Abschnittes den néchsten Prozess aus
und teilt ihm mit, dass er eintreten kann.

UBUNG 4.2 Wiirden Sie Programm 4.3 zur Sicherung von wechselseitigem Ausschluss verwen-
den? Uberlegen Sie ob einer der beiden Prozesse immer seine if-Bedingung als wahr auswertet.

UBUNG 4.3 Betrachten Sie folgendes Programmsegment:

1: A=3;
2:if (B==5)C =T,
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3: aquire;
4: D = 6;
5. A= D;
6: E=T1,
7: release;
8 F=09;

Stellen Sie mit Hilfe eines gerichteten Graphen dar welche Zugriffe bei den verschiedenen Kon-
sistenzmodellen (sequentielle Konsistenz, Prozessorkonsistenz, schwache Konsistenz und Freiga-
bekonsistenz) aufeinander warten miissen.

UBUNG 4.4 Spielen Sie Programm 4.5 mit 3 Prozessen durch.

UBUNG 4.5 Erweitern Sie Programm 4.2 mittels eines hierarchischen Ansatzes auf P = 2¢

Prozesse. Konnen Sie schlielliches Eintreten sicherstellen?

UBUNG 4.6 Realisieren Sie die Bildung einer globalen Summe (sieche Programm 1.6) mit rekur-
siver Verdopplung.

UBUNG 4.7 Schreiben Sie eine C++ Klassendefinition fiir eine Semaphore. Implementieren Sie
die P— und V-Operationen mit aktivem Warten.

UBUNG 4.8 Schreiben Sie ein Programm fiir das Erzeuger—Verbraucher-Problem mit m Erzeu-
gern, n Verbrauchern und k& Pufferplidtze unter POSIX Threads. Realisieren Sie das Generieren
und Verarbeiten von Auftridgen durch zuféllig gewdhlte Wartezeiten. Experimentieren Sie mit
verschiedenen Pufferlangen und messen Sie die Programmlaufzeit.

UBUNG 4.9 Das Saunaproblem. Frauen und Minner wollen eine Sauna besuchen. Personen ei-
nes Geschlechtes konnen die Sauna gleichzeitig benutzen, Personen verschiedener Geschlechter
jedoch nicht. Entwickeln Sie eine faire Losung fiir dieses Problem. Erweitern Sie die Losung so,
dass nur k Personen (eines Geschlechtes) gleichzeitig die Sauna benutzen.
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5 Nachrichtenaustausch

In diesem Kapitel behandeln wir zunéchst Syntax und Semantik der Funktionen fiir den Nach-
richtenaustausch und zeigen dann eine Reihe von grundlegenden Programmiertechniken.

5.1 Funktionen fiir den Nachrichtenaustausch

Die ersten Mechanismen zum Nachrichtenaustausch zwischen Prozessen wurde Ende der 60er
Jahre entwickelt. Damals dienten sie nicht zum Transport der Information in Netzwerken (die gab
es noch gar nicht!), sondern der besseren Strukturierung von parallelen Programmen bzw. der
Aufgaben innerhalb eines Betriebssystemes. Seit dem wurden viele verschiedene Mechanismen
zum Nachrichtenaustausch vorgeschlagen, die im Prinzip alle gleich méchtig sind, sich jedoch
hinsichtlich der Eleganz der Losung bestimmter Kommunikationsaufgaben deutlich unterschei-
den konnen.

5.1.1 Synchrone Kommunikation

Wir betrachten zunéchst Befehle fiir den synchronen Punkt-zu-Punkt Nachrichtenaustausch.
Dazu stehen die beiden Befehle

e send(dest — process,expry,. .. expr,)
e recv(src — process, vary,. .., Vary)

zur Verfligung.

Der Befehl send sendet eine Nachricht an den Prozess dest — process, die die Werte der
Ausdriicke expr; bis expr,, enthilt. Der Prozess dest — process empfangt diese Nachricht mit
dem entsprechenden recv-Befehl und speichert die Werte der Ausdriicke in den Variablen var
bis war,, ab. Die Variablen miissen von passendem Typ sein.

Sowohl send als auch recv sind blockierend, d.h. werden erst beendet, wenn die Kommunika-
tion stattgefunden hat. Die beteiligten Prozesse werden dadurch synchronisiert, daher der Name.
Sende— und Empfangsprozess miissen ein passendes send /recv-Paar ausfithren, sonst entsteht
eine Verklemmung.

Abbildung 5.1(a) illustriert graphisch die Synchronisation zweier Prozesse durch blockierende
Kommunikationsoperationen, und Teil (b) gibt ein Beispiel fiir eine Verklemmung.

Blockierende Punkt-zu-Punkt-Kommunikation ist nicht ausreichend um alle Aufgaben zu 16-
sen. In einigen Situationen kann ein Prozess nicht wissen, welcher von mehreren moglichen
Partnerprozessen als néchstes zu einem Datenaustausch bereit ist.

Eine Moglichkeit dieses Problem zu losen besteht in der Bereitstellung zusétzlicher Funktionen,
die es ermoglichen festzustellen, ob ein Partnerprozess bereit ist, eine Nachricht zu senden oder
zu empfangen, ohne selbst zu blockieren:

e int sprobe(dest — process)

e int rprobe(src — process).
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| | I1;: recv(Ils,1)
send (I1y,1)
Zeit : :
I1,: recv(Il;,i)
send(I1;,i)
t | i I1;5: recv(Ily,i)
: : send (11, i)

(a) (b)

Abbildung 5.1: (a) Synchronisation zweier Prozesse durch ein send/recv Paar. (b) Beispiel fiir
eine Verklemmung.

Die Funktion sprobe liefert 1 (true), falls der angegebene Prozess bereit ist, eine recv-Operation
durchzufiihren, d.h. ein send-Befehl wiirde nicht blockieren. Entsprechend testet rprobe, ob ein
recv-Befehl nicht blockieren wiirde. Um ein Blockieren eines Prozesses zu vermeiden, wiirde man
einem Kommunikationsbefehl eine entsprechende probe-Anweisung voranstellen:

e if (sprobe(Ily)) send(Il,,. .. );

In diesem Zusammenhang bezeichnet man die Befehle sprobe/rprobe auch als Wichter (engl. ,,guards”).

Die Implementierung von rprobe ist relativ einfach. Ein send-Befehl schickt die Nachricht
(oder einen Teil davon) zum Empfiangerprozessor, wo sie zwischengespeichert wird. Der Emp-
fangsprozess braucht nun nur lokal nachzuschauen, ob eine entsprechende Nachricht (oder Teil
davon) angekommen ist.

Eine Implementierung von sprobe ist aufwendiger, da normalerweise keine Information vom
Empfingerprozess zum Zielprozess zurticklaufen muss. Gliicklicherweise kommt man (im Prinzip)
mit einem der Befehle sprobe/rprobe aus, weshalb man sich in der Praxis meist auf rprobe
beschrankt.

Eine dhnliche Wirklung wie rprobe hat ein Befehl der Art

e recv any(who,vary,...,vary)

der es erlaubt, eine Nachricht von einem beliebigen Prozess zu empfangen. Der Absender wird
in der Variablen who abgespeichert.

5.1.2 Asynchrone Kommunikation

Die Befehle
e asend(dest — process,expry,. .. expr,,)
e arecv(src — process,vari,...,vary)

haben die gleiche Semantik wie send/recv mit dem Unterschied, dass sie nicht blockieren. Ein
Prozess kann nun (im Prinzip) beliebig viele asend-Befehle ausfithren ohne zu verzégern. Die
beteiligten Prozesse werden also micht implizit synchronisiert. Man kann sich am Anfang des
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Kommunikationskanals von Sendeprozess zu Empfangsprozess eine Warteschlange vorstellen,
die alle Nachrichten zwischenpuffert, bis sie vom Empfangsprozess abgenommen werden.

Dies zeigt auch schon die Schwachstelle dieses Konzeptes: In der Praxis muss jeglicher Puf-
ferplatz endlich sein und somit kann es zur Situation kommen, dass kein weiterer asend-Befehl
mehr ausgefiithrt werden kann. In der Prazis muss man also testen konnen, ob ein frither ausge-
fithrter Kommunikationsbefehl inzwischen bearbeitet werden konnte. Dazu liefern asend/arecv
einen eindeutigen Identifikator zurtick,

e msgid asend(...)

e msgid arecv(...)
mittels dem dann die Funktion

e int success(msgid m)

den Status des Kommunikationsauftrages liefert.

Wir werden auch erlauben, die Funktionen fiir asynchronen und synchronen Nachrichtenaus-
tausch zu mischen. So ist es etwa sinnvoll, asynchrones Senden mit synchronem Empfangen zu
mischen.

5.1.3 Virtuelle Kanale

Die bisher vorgestellten Kommunikationsfunktionen werden als verbindungslos bezeichnet. Alter-
nativ dazu kann man sich vorstellen, dass die Kommunikation iiber sogenannte ,,Kanéle* erfolgt,
wie in der folgenden Abbildung dargelegt:

“Kanal”
send — @ ® — recv

Diese Kommunikationskanile (engl. communication channels) konnen als gemeinsame Objekte
verstanden werden. Bevor ein Kanal benutzt werden kann, muss er aufgebaut werden. Dies kann
statisch (zur Ladezeit) oder dynamisch, wihrend des Programmablaufes geschehen. Sende— und
Empfangsbefehle operieren dann auf Kanélen:

e send(channel,expry,... expr,)
e recv(channel,vary,...,vary).

Eine mit der recv__any-Anweisung vergleichbare Funktionalitdt erhalt man, wenn man erlaubt,
dass mehrere Prozesse auf einem Kanal senden diirfen, aber nur einer empfiangt. Wir werden
in den folgenden Beispielen keinen Gebrauch von kanalorientierten Kommunikationsfunktionen
machen.

5.1.4 Der MPI Standard

Das Message Passing Interface, oder MPI' ist eine portable Bibliothek von Funktionen zum
Nachrichtenaustausch zwischen Prozessen. MPI wurde 1993-94 von einem internationalen Gre-

"http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi
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mium entwickelt und ist heute auf praktisch allen Plattformen verfiigbar. Freie Implementierun-
gen fiir LINUX Cluster (und weitere Rechner) sind MPICH? und LAM3. MPI hat die folgenden
Merkmale:

e Bibliothek zum Binden mit C-, C++- und FORTRAN-Programmen (keine Spracherwei-
terung).

e Grofse Auswahl an Punkt-zu-Punkt Kommunikationsfunktionen.
e Globale Kommunikation.

e Datenkonversion fiir heterogene Systeme.

e Teilmengenbildung und Topologien.

MPI besteht aus iiber 125 Funktionen, die auf iiber 200 Seiten im Standard beschrieben
werden. Daher konnen wir nur eine kleine Auswahl der Funktionalitdt betrachten.

Ein simples Beispiel

MPI ist eine Bibliothek, die zu einem Standard-C(C++/FORTRAN) Programm hinzugebunden
wird. Ein erstes Beispiel in C zeigt folgender Code:

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include "mpi.h"

int main (int argc, char *argvl[])
{

int my_rank;

int P;

int dest;

int source;

int tag=50;

char message[100];

MPI_Status status;

MPI_Init(&argc,&argv);
MPI_Comm_size (MPI_COMM_WORLD,&P) ;
MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD,&my_rank) ;

if (my_rank!=0)

{
sprintf (message,"I am process %d\n",my_rank);
dest = 0;
MPI_Send(message,strlen(message)+1,MPI_CHAR,
dest,tag,MPI_COMM_WORLD) ;
}

’http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich
3http://www.mpi.nd.edu/lam
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else

{
puts("I am process 0\n");
for (source=1; source<P; source++)
{
MPI_Recv(message,100,MPI_CHAR,source,tag,
MPI_COMM_WORLD, &status) ;
puts (message) ;
}
+

MPI_Finalize();

return O;

Dieses Beispielprogram ist im SPMD-Stil geschrieben. Dies ist von MPI nicht zwingend vor-
geschrieben, es erleichtert nur das Starten des parallelen Programmes etwas. Ubersetzen, binden
und ausfithren des Programms unterscheiden sich von Implementierung zu Implementierung.
Viele Implementierungen enthalten eine Reihe von Shell-Skripten, die den Installationsort der
Bibliotheken verbergen. So benétigt man etwa in MPICH die Kommandos

mpicc -o hello hello.c
mpirun -machinefile machines -np 8 hello

um das Programm zu tibersetzen und acht Prozesse zu starten. Dabei werden die Namen der zu
benutzenden Rechner aus der Datei machines genommen.

Das Programm selbst erklért sich fast von alleine. Die MPI-Funktionen und -Macros werden
durch die Datei mpi.h zur Verfiigung gestellt. Jedes MPI-Programm beginnt mit MPI_Init und
endet mit MPI_Finalize.

Die Funktion MPI_Comm_size liefert die Anzahl der beteiligten Prozesse P und MPI_Comm_rank
liefert die Nummer des Prozesses, in MPI  rank® genannt. Die Nummer eines Prozesses ist
zwischen 0 und p — 1. Schlieflich werden noch die Funktionen MPI_Send und MPI_Recv zum
senden /empfangen von Nachrichten verwendet. Dabei handelt es sich um blockierende Kommu-
nikationsfunktionen. Die genaue Bedeutung der Parameter wird unten besprochen.

Blockierende Kommunikation

MPT unterstiitzt verschiedene Varianten blockierender und nicht-blockierender Kommunikation,
Waichter fiir die receive-Funktion, sowie Datenkonversion bei Kommunikation zwischen Rech-
nern mit unterschiedlichen Datenformaten.

Die grundlegenden blockierenden Kommunikationsfunktionen lauten:

int MPI_Send(void #*message, int count, MPI_Datatype dt,
int dest, int tag, MPI_Comm comm) ;

int MPI_Recv(void #*message, int count, MPI_Datatype dt,
int src, int tag, MPI_Comm comm,
MPI_Status *status);

Eine Nachricht in MPI besteht aus den eigentlichen Daten und einer Hiille (engl. envelope). Die
Hiille besteht aus
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1. Nummer des Senders

2. Nummer des Empfingers
3. Tag

4. Einem Communicator

Nummer (Rank) des Senders und Empfangers sind selbsterklarend. Das sog. Tag ist auch ei-
ne Integer-Zahl und dient der Kennzeichnung verschiedener Nachrichten zwischen identischen
Kommunikationspartnern.

Ein Communicator ist gegeben durch eine Teilmenge der Prozesse und einen Kommunikati-
onskontext. Nachrichten, die zu verschiedenen Kontexten gehoren, beeinflussen einander nicht,
bzw. Sender und Empfinger miissen den selben Communicator verwenden. Wir werden das Kon-
zept des Communicator spéater noch genauer erlautern. Fiir den Moment geniigt es, dass MPI
den Communicator MPI_COMM_WORLD vordefiniert, der aus allen Prozessen besteht, die gestartet
wurden.

Betrachten wir den Befehl MPI_Send néher. Die ersten drei Argumente message, count, und
dt, beschreiben die zu sendenden Daten. Dabei zeigt message auf einen zusammenhéngenden
Speicherbereich der count Elemente des Datentyps dt enthélt. Die Kenntnis des Datentyps gibt
MPI die Gelegenheit zur Datenkonversion. Die Argumente dest, tag und comm bilden die Hiille
der Nachricht (wobei die Nummer des Senders implizit durch den Aufruf gegeben ist).

MPI_Send ist grundsétzlich eine blockierende (synchrone) Sendefunktion. Dabei gibt es ver-
schiedene Varianten:

e buffered send (B): Falls der Empfanger noch keine korrespondierende recv-Funktion ausge-
fiihrt hat, wird die Nachricht auf Senderseite gepuffer. Ein ,buffered send* wird, gentigend
Pufferplatz vorausgesetzt, immer sofort beendet. Im Unterschied zur asynchronen Kom-
munikation kann der Sendepuffer message sofort wiederverwendet werden.

e synchronous send (S): Ende des synchronous send zeigt an, dass der Empfanger eine recv-
Funktion ausfiithrt und begonnen hat, die Daten zu lesen.

e ready send (R): Ein ready send darf nur ausgefiihrt werden, falls der Empfianger bereits das
korresponierende recv ausgefiihrt hat. Ansonsten fiihrt der Aufruf zum Fehler.

Die entsprechenden Aufrufe zu diesen verschiedenen Varianten lauten MPI_Bsend, MPI_Ssend
und MPI_Rsend. Der MPI_Send-Befehl hat entweder die Semantik von MPI_Bsend oder die von
MPI_Ssend, je nach Implementierung. MPI_Send kann also, muss aber nicht blockieren. In jedem
Fall kann der Sendepuffer message sofort nach beenden wieder verwendet werden.

Der Befehl MPI_Recv ist in jedem Fall blockierend, d.h. wird erst beendet, wenn message die
Daten enthélt. Das Argument status enthéilt Quelle, Tag, und Fehlerstatus der empfangenen
Nachricht. Fiir die Argumente src und tag konnen die Werte MPI_ANY_SOURCE bzw. MPI_ANY_TAG
eingesetzt werden. Somit beinhaltet MPI_Recv die Funktionalitit von recv _any.

Eine nicht-blockierende Wéachterfunktion fiir das Empfangen von Nachrichten steht mittels

int MPI_Iprobe(int source, int tag, MPI_Comm comm,
int *flag, MPI_Status *status);

zur Verfiigung. Diese Funktion setzt flag auf true (# 0), falls eine Nachricht mit passender
Quelle und Tag empfangen werden kann. Die Argumente MPI_ANY_SOURCE und MPI_ANY_TAG
sind moglich.
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Datenkonversion

MPI Implementierungen fiir heterogene Systeme sind in der Lage, eine automatische Konversi-
on der Datenreprasentation durchzufithren. Wie dies geschieht, ist Sache der Implementierung
(z.B. durch XDR). Der (MPI-) Datentyp MPI_BYTE erfahrt in jedem Fall keine Konversion.

Nichblockierende Kommunikation

Hierfiir stehen die Funktionen

int MPI_ISend(void *buf, int count, MPI_Datatype dt,
int dest, int tag, MPI_Comm comm,
MPI_Request *req);

int MPI_IRecv(void *buf, int count, MPI_Datatype dt,
int src, int tag, MPI_Comm comm,
MPI_Request *req);

zur Verfliigung. Sie imitieren nur eine entsprechende Kommunikationsoperation. Mittels der

MPI_Request-Objekte ist es moglich, den Zustand des Kommunikationsauftrages zu ermitteln
(entspricht unserer msgid). Dazu gibt es (unter anderem) die Funktion

int MPI_Test(MPI_Request *req,int *flag, MPI_Status *status);

Das flag wird auf true (# 0) gesetzt, falls die durch req bezeichnete Kommunikationsope-
ration abgeschlossen ist. In diesem Fall enthélt status Angaben iiber Sender, Empfanger und
Fehlerstatus.

Zu beachten ist dabei, dass das MPI_Request-Objekt ungiiltig wird, sobald MPI_Test mit
flag==true zurilickkehrt. Es darf dann nicht mehr verwedet werden. Der Grund dafiir ist, dass
die MPI_Request-Objekte von der MPI-Implementierung verwaltet werden (sog. opaque objects).

Globale Kommunikation

MPI bietet verschiedene Funktionen zur globalen Kommunikation an der alle Prozesse eines
Communicator (siche néchster Abschnitt) teilnehmen. So blockiert

int MPI_Barrier (MPI_Comm comm) ;
alle Prozesse, bis alle angekommen sind (d.h. diese Funktion ausgefithrt haben). Die Funktion

int MPI_Bcast(void *buf, int count, MPI_Datatype dt,
int root, MPI_Comm comm) ;

verteilt die Nachricht in Prozess root an alle anderen Prozesse des Communicator.
Fiir das Einsammeln von Daten stehen verschiedene Operationen zur Verfiigung. Wir beschrei-
ben nur eine davon:

int MPI_Reduce(void *sbuf, void *rbuf, int count,
MPI_Datatype dt, MPI_Op op, int root, MPI_Comm comm);

kombiniert die Daten im Eingangspuffer sbuf aller Prozesse mittels der assoziativen Operation
op. Das Endergebnis steht im Empfangspuffer rbuf des Prozesses root zur Verfligung. Beispiele
fiir op sind MPI_SUM, MPI_MAX und MPI_MIN, womit sich Summen, Maxima und Minima tiber alle
Prozesse berechnen lassen.

BEMERKUNG 5.1 Globale Kommunikationen miissen von allen Prozessen eines Communicators
mit passenden Argumenten (z.B. root in MPI_Reduce aufgerufen werden!
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Communicators und Topologien

In allen bisher betrachteten MPI Kommunikationsfunktionen trat ein Argument vom Typ MPI_Comm
auf. Ein solcher Communicator beinhaltet die folgenden Abstraktionen:

e Prozessgruppe: Ein Communicator kann benutzt werden, um eine Teilmenge aller Prozes-
se zu bilden. Nur diese nehmen dann etwa an einer globalen Kommunikation teil. Der
Vordefinierte Communicator MPI_COMM_WORLD besteht aus allen gestarteten Prozessen.

e Kontext: Jeder Communicator definiert einen eigenen Kommunikationskontext. Nachrich-
ten kénnen nur innerhalb des selben Kontextes empfangen werden, in dem sie abgeschickt
wurden. So kann etwa eine Bibliothek numerischer Funktionen einen eigenen Communi-
cator verwenden. Nachrichten der Bibliothek sind dann vollkommen von Nachrichten im
Benutzerprogramm abgeschottet, und Nachrichten der Bibliothek konnen nicht falschli-
cherweise vom Benutzerprogramm empfangen werden und umgekehrt.

e Virtuelle Topologien: Ein Communicator steht nur fiir eine Menge von Prozessen {0, ..., P—
1}. Optional kann man diese Menge mit einer zusédtzlichen Struktur, etwa einem mehrdi-
mensionalen Feld oder einem allgemeinen Graphen, versehen.

o Zusdtzliche Attribute: Eine Anwendung (z.B. eine Bibliothek) kann mit einem Communi-
cator beliebige statische Daten assoziieren. Der Communicator dient dann als Vehikel, um
diese Daten von einem Aufruf der Bibliothek zum néchsten hiniiberzuretten.

Der so beschriebene Communicator stellt einen sogenannten Intra-Communicator dar. Die-
ser ist dadurch gekennzeichnet, dass er nur Kommunikation innerhalb einer Prozessgruppe er-
laubt. Fiir die Kommunikation zwischen verschiedenen Prozessgruppen gibt es sogenannte Inter-
Communicators, auf die wir nicht ndher eingehen wollen.

Als eine Moglichkeit zur Bildung neuer (Intra-) Communicators stellen wir die Funktion

int MPI_Comm_split(MPI_Comm comm, int color,
int key, MPI_Comm *newcomm) ;

vor. MPI_Comm_split ist eine kollektive Operation, die von allen Prozessen des Communicators
comm gerufen werden muss. Alle Prozesse mit gleichem Wert fiir das Argument color bilden
jeweils einen neuen Communicator. Die Reihenfolge (rank) innerhalb des neuen Communicator
wird durch das Argument key geregelt.

5.2 Globale Kommunikation

In diesem Abschnitt behandeln wir verschiedene Situationen in denen alle Prozesse Daten mit-
einander austauschen miissen. Optimale Losung dieser Probleme setzt immer eine hierarchische
Kommunikationstopologie voraus.

5.2.1 Einer an alle (und alle an einen zusammenfassen)

Wir betrachen das Problem, dass ein Prozess ein identisches Datum an alle anderen Prozesse
versenden muss (engl. ,one-to-all broadcast” oder ,mingle-node-broadcast®).

Die dazu duale Operation ist das Zusammenfassen von individuellen Resultaten auf einem
Prozess, z.B. Summen- oder Maximumbildung (alle assoziativen Operatoren sind moglich).
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austeilen vorher: | M
nachher: | M M M M
einsammeln vorher: | My M, M, M,

nachher: M = Zi_ol M;

Wir betrachten das Austeilen auf verschiedenen Topologien (Ring, Feld, Hypercube) und be-
rechnen den notwendigen Zeitbedarf im Falle von store & forward routing. Anschlieftend wenden
wir uns den Cut-through Netzwerken zu.

Wir geben nur Algorithmen fiir das Austeilen an, solche fiir Einsammeln ergeben sich durch
umdrehen der Reihenfolge und Richtung der Kommunikationen.

Ring mit store & forward routing

Auf dem Ring nutzen wir die Kommunikation in beiden Richtungen. Alle Prozesse kleiner gleich
P/2 werden von kleineren Nummern her versorgt, die anderen von groferen Nummern her

(s.Abb. 5.2).
@~(0~0—

Abbildung 5.2: Einer an alle im Ring

PROGRAMM 5.2 (EINER-AN-ALLE AUF DEM RING)
parallel one-to-all-ring

{

const int P;

process II[int p € {0,..., P —1}]

{

void one_to all broadcast(msg *mptr)

{

// Nachrichten empfangen
if (p>0 A p<P/2) recv(Ill,_i, *mptr);
if (p > P/2) recv(Il, 1y p, *mptr);
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// Nachrichten an Nachfolger weitergeben
if(p<P/2-1) send (11,1, *mptr);
if (p > P/2+1Vp==0) send(Ily, p_1%p, "mplr);

one_to_all broadcast(&m);

Der Zeitbedarf fiir die Operation betrigt

P
Tone—to—all—ring = (ts +itp+tw - n) ’72—‘
wobei n = |[«mptr| immer die Lange der Nachricht bezeichne.

2D-Feld mit store & forward routing

Auf einer 2D-Feldtopologie (ohne Riickverbindungen) wiirde man wie in Abb. 5.3 vorgehen.
Wichtig ist es, die Nachricht erst in der ersten Spalte nach oben zu schicken. Das Programm

12 14

W~

O 6 6 6

ot
D

w

M
B o
e o o

(]
w

Abbildung 5.3: Einer an alle im Feld
lautet:

PROGRAMM 5.3 (EINER AN ALLE AUF DEM FELD)
parallel one-to-all-array

{
int P, Q; // Feldgrofe in x- und y-Richtung
process II[int[2] (p,q) € {0,..., P — 1} x {0,...,Q — 1}]
{

void one to all broadcast(msg *mptr)

{
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if (p ==0)
// erste Spalte
if (¢ > 0) recv(Ily, ,_1), mptr);
if (¢ < Q — 1)send(Iy, 4y 1),  mptr);

¥
else recv(Il,_; 4, mptr);
if (p < P —1)send(Il(, 1 q),*mptr);

msg m=...;
one__to_all_broadcast(&m);

Die Ausfiihrungszeit betragt fiir ein 2D-Feld
Tone—to—ali—arrayzp = 2(ts + t + tw - n)(VP = 1)
und fiir ein 3D-Feld
Tone—to—all—arraysp = 3(ts + tn + ty - n)(PY3 — 1),

wobei wir ein Feld mit gleicher Prozessorzahl in jede Richtung und insgesamt P Prozessoren
angenommen haben.

Hypercube mit store & forward routing

Auf einem Hypercube der Dimension d = 1 ist das Problem trivial zu l0sen:

Auf einem Hypercube der Dimension d = 2 schickt 0 erst an 2 und das Problem ist auf 2
Hypercubes der Dimension 1 reduziert:

2
@@
1
10— ~@

Allgemein schicken im Schritt £ = 0,... d — 1 die Prozesse

Pd—1---Pi—k O 0...0
k Dimens. d—k—1 Dimens.
je eine Nachricht an pg_1...pg—r 1 0...0

k Dimens. d—k—1 Dimens

Es folgt ein Programm.*

4GBzxor
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PROGRAMM 5.4 (EINER AN ALLE AUF DEM HYPERCUBE)
parallel one-to-all-hypercube

{
int d, P = 2%

process I[int p € {0,..., P — 1}]

{

void one_to all broadcast(msg *mptr)
{
int i, mask = 2% — 1,
for (i=d—-1,i>0;i——)
{ |
mask = mask ® 2°;
if (p&mask == 0)
{

if (p&2' == 0) //die letzten i Bits sind 0
send (I1,q0:,*mptr);
else

recv(Il,gqi, *mptr);

}

msg m = ,bla’
one_to_all broadcast(&m);

Der Zeitbedarf ist
Tone—to—all—HC’ = (ts + th +ty - Tl) IdP
Als Variante konnen wir noch den Fall einer beliebigen Quelle src € {0, ..., P—1} betrachten,

die ein Datum an alle anderen Prozesse schicken will. Der Hypercube-Algorithmus ldsst sich dafiir
leicht modifizieren, indem wir alle Prozesse (virtuell) umnummerieren:

ne

P = p @ sre.

Nun gilt p™®* =0 <= p = src und in der Funktion one to all broadcast von Programm 5.4
sind einfach alle Vorkommen von p durch p™®* zu ersetzen.

Ring mit cut-through routing

Hier verwendet man vorteilhafterweise den Hypercubealgorithmus auf dem Ring. Dies sieht fiir
P = 8 so aus wie in Abb. 5.4. Wie man sieht, werden keine Kommunikationsleitungen doppelt
verwendet. Fiir die Laufzeit erhalten wir:

dpP -1

Tone—to—all—rmg—ct = Z (ts +tw -n -+t 22) =
=0
= (ts+te n)IdP+t,(P—1)
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1

Abbildung 5.4: Hypercube-Baum auf Ring mit cut-throug routing

Der Term mit 5 ist in der Praxis vernachléssigbar, und wir erhalten Hypercube-Perfomance

auf dem Ring!

Feld mit cut-through routing

Auch hier kann man den Hypercubealgorithmus vorteilhaft verwenden. Dazu verwendet man
eine Nummerierung der Prozesse wie in Abb. 5.5. Wieder kommt man ohne Leitungskonflikte

Abbildung 5.5: Prinzip der Hypercube-Baumes auf dem Feld

aus, und die Laufzeit betragt:

Tone— to—all—field—ct

1d P
WP _3

= 2 Dttt ntty 2=

jede =0
Entfernung
2 mal
1d P i
(t$+tw-n)27+th-2 § 0 20 =
1=
——
dpr
=272 1
<~
=VP

1d P(ts + ty -n) +t, - 2(VP — 1)
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Selbst fiir P = 1024 = 32 x 32 ist der Term mit t;, vernachléssigbar. Dies erklart, warum man
mit cut-through routing keine physikalische Hypercube-Struktur mehr benétigt.

5.2.2 Alle an alle austeilen

Jeder Prozess sendet ein Datum an alle anderen Prozesse (wie in einer an alle mit beliebiger
Quelle). Unterschiedliche Prozesse senden unterschiedliche Daten, und am Ende soll jeder alle
Nachrichten kennen (Abb. 5.6). In einer Variante mit Akkumulieren wird ein assoziativer Ope-

OLO020X0

vorher: M, My M, M
nachher: M, M, M, M,
My My My My
M, M, M, M,
M; M, M; M,

Akkumulieren

Abbildung 5.6: Alle an alle

rator (Summe, Max, Min,...) auf alle Daten angewandt, und am Ende soll jeder das Ergebnis
kennen (im Gegensatz zu alle-an-einen).

Ring mit store & forward routing

Alle Prozesse schieben das Datum, das sie zuletzt erhalten haben, zyklisch im Ring weiter
(Abb. 5.7)

PROGRAMM 5.5 (ALLE AN ALLE AUSTEILEN AUF DEM RING)
parallel all-to-all-ring
{

const int P;

process II[int p € {0,..., P —1}]

{

void all _to all broadcast(msg m[P])

{

int 1,

item = p; /] M|item] wird geschickt/empfangen
msgid ids, idr;
for (i=0;i<P;i++) // P — 1 mal schieben

{
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Anfang:

Nach 1. Schritt: M

M
USW. L

Abbildung 5.7: Alle an alle im Ring

==

= =

I

ids =asend (11, 1)y p,m[item]);// an néchsten
item = (item + P — 1)%P; // zéhle riickwérts
idr =arecv(Il, 4 p_1)yp,m[item]);
while(—success(ids));

while(—success(idr));

}
}

m[p| =,Das ist von pl;

all_to all _broadcast(m);

}
}

BEMERKUNG 5.6 Hier wird asynchrone Kommunikation verwendet, um das Schieben parallel
durchzufiihren.

Der Zeitbedarf berechnet sich zu

Tall—to—all—rmg—sf = \2,/ (ts +tp +tw - n)(P — 1)

send u.

Schritt

1D-Feld mit store & forward routing

Nun betrachten wir den Ring ohne die Riickverbindung. In diesem Fall sendet jeder Prozess
seine Daten nach links und rechts (Abb. 5.8):

PROGRAMM 5.7 (ALLE AN ALLE AUF 1D-FELD)
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Anfang:

1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

=

=

=

=

=

=

=

= =l =

= =l =

=

= =} =

=

=

= =l =

= = - =

= =l =

Abbildung 5.8: Alle an alle im 1D-Feld mit store & forward routing
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parallel all-to-all-1D-feld
{
const int P;
process II[int p € {0,..., P — 1}]
{
void all _to all broadcast(msg m[P])
{
int 1,
from _left=p—1, from right=p+1,
// das empfange ich
to_left=p, to_right= pj; // das verschicke ich
for (i=1,i< P;i++) // P —1 Schritte
{

if (p%2) ==1) // schwarz/weiss Farbung

if
if
if
if

from_left > 0) recv(Il,_1, m|from _left]);
to_right > 0) send(Il,41, m[to_ right]);
from_right < P) recv(Il,41, m[from_right]);
to_left < P) send(Il,_1, m[to_ left]);

e e N

}

else
{
if
if
if
if

to_right > 0) send(Il,1, m[to_ right]);
from_left > 0) recv(Il,—1, m[from_ left]);
to_left < P) send(Il,_1,m[to_left]);

from _right < P) recv(Il, 11, m[from_ right]);

N N N

}
from__left——; to__right——;
from _right++; to_left++;
}
}

m[p} :,,D&S ist von p!u;
all_to all _broadcast(m);

Fiir die Laufzeitanalyse betrachte P ungerade, P = 2k + 1:

H07 cee 7Hk717 Hk? Hk‘+17 s 7H2k‘

k k
Prozess 11, empfangt k von links
schickt k41 nach rechts
empfangt k von rechts
schickt k+1 nach links.
o= 4k + 2
=2P
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Danach hat II; alle Nachrichten. Nun muss die Nachricht von 0 noch zu 2k und umgedreht.
Dies dauert nochmal

( k. —1)- 2 + 1 —2%—1=P—2
—~— ~— ~—
Entfernung senden u. der Letzte
empfangen empfangt nur

also haben wir
Tallftofallfarmyfld - (ts +ip+tw - n)(SP - 2)

also 50% mehr als der Ring.

Hypercube

Der folgende Algorithmus fiir den Hypercube ist als Dimensionsaustausch bekannt.
Beginne mit d =1

1
* *
* *

Bei vier Prozessen tauschen erst 00 und 01 bzw 10 und 11 ihre Daten aus, dann tauschen 00
und 10 bzw 01 und 11 jeweils zwei Informationen aus:

00 01
* *
* 1 *
9
10 11 2
* *
* 1 *

Allgemein kennt nach dem i-ten Schritt ein Prozess p die Daten aller Prozesse ¢, die sich genau
in den letzten ¢ Bitstellen von ihm unterscheiden.

PROGRAMM 5.8 (ALLE AN ALLE AUF DEM HYPERCUBE)
parallel all-to-all-hypercube
{

const int d, P = 2d;

process II[int p € {0,..., P — 1}]

{

void all to all broadcast(msg m[P]) {
int i, mask =2¢ -1, q;
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for (1 =0;i<d;i++){

g=p®2;

if (p<q){ /] wer zuerst?
send(Il,,m[p&mask],. .. ,m[p&mask + 2 — 1]);
recv(Il,,m[qg&mask],... m[g&mask + 2! — 1]);

}

else {
recv(Il,,mlqg&mask],. .. ,m[g&mask + 2" — 1]);
send (I, m[p&mask],. .. ,;m[p&mask + 2 — 1]);

}

mask = mask & 2%

}

m[p] =,Das ist von mir!“
all _to _all _broadcast(m);

}

Laufzeitanalyse:
Id P—-1
Tall—to—all—be—he = 2 Z ts+1tp +tyw -n-28 =
send u. 1=0

receive

= 21d P(ts + tp) + 2tyn(P — 1).

Fiir grosse Nachrichtenlénge n ist der Hypercube also nicht besser als der Ring! Warum? Ein
Prozess muss ein individuelles Datum von jedem anderen Prozess empfangen. Dies dauert immer
mindestens t,n(P — 1), unabhéngig von der Topologie!

BEMERKUNG 5.9 Summe bilden (akkumulieren) geht in Zeit

1d P—-1
Tali—to—ali—sum—he = 2 Z ts+tp +tyn-1= 2(t5 +ty + ntw) 1d P.
i=0

BEMERKUNG 5.10 Bei cut-through routing auf dem Ring wird durch Abbilden des HC-Algorithmus
keine Einsparung erzielt, da Leitungskonflikte auftreten (also auch nicht im Term mit t5 + ¢5!).

5.2.3 Einer an alle (alle an einen) mit individuellen Nachrichten

Nun betrachten wir das Problem, dass Prozess 0 an jeden Prozess eine individuelle Nachricht
schicken muss (Abb. 5.9).

In der dualen Version ,alle an einen individuell” schickt jeder Prozess seine individuelle Nach-
richt an Prozess 0. Vorher und Nachher sind also im obigen Bild zu vertauschen. (Dieser Teil ist
auch in ,alle an alle* enthalten.)

Eine Anwendung ist die Ein-/Ausgabe fiir parallele Anwendungen.

Wir betrachten einen Algorithmus fiir den Hypercube, der nur jeweils eine Nachricht zwischen-
puffert. Er benutzt Pipelining und kann durch Paketierung leicht auf beliebig lange Nachrichten
erweitert werden.
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vorher: My
M,
M,
M3
nachher: My M, M, M5

Abbildung 5.9: 0 schickt an jeden Prozess seine personliche Nachricht (fiir alle an einen vertau-
sche man ,yvorher” und ,nachher®)

Wie benétigen dazu eine Baumstruktur als Teil des Hypercube, wie in Abb. 5.10.

/\
Wurzel: 000 — 010 100 — 110

oor 011 101 111

Abbildung 5.10: Altbekannte Baumstruktur auf dem Hypercube

PROGRAMM 5.11 (Einsammeln PERSONLICHER NACHRICHTEN (HC))
parallel all-to-one-personalized
{
const int d, P = 2%;
process II[int p € {0,..., P — 1}]
{
void all _to one pers(msg m)
{
int mask, i, q, root;
// bestimme Papa-Knoten des Baumes (p’s Wurzel):
mask = 2% —1;
for (1 =0;i<d;i++)
{ |
mask = mask ® 2°;
if (p&mask # p) break;

Y/ p=pi-1...-Dit1 1 0...0

zuletzt 0 i—1,...,0
gesetzt In
mask

if (i < d) root = p ® 2 // meine Wurzelrichtung

// eigene Daten
if (p == 0) selber-verarbeiten(m);
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p
k
kol k1| ks
4 X
q1 q2

Abbildung 5.11: Sortierte Ausgabe individueller Daten.

else send (11,01, m); // hochgeben

// arbeite Unterbaume ab:
mask = 2% — 1;
for (i=0;i<d;i++)
{
mask = mask ®© 2%; g = p ® 2%;
if (p&mask == p)
p= pi-1---pit1 0 0...0,
i—1,...,0
t // q= pa-1---pit1 1 0...0
i—1,...,0
// = Wurzel HC Dim. i + 1!
for (k=0; k<2 k++) //Daten aus anderer Hiilfte
{
recv(Il,,m);
if (p == 0) verarbeite(m);
else send(I1,,0t,m);
}
}
¥

Fiir die Laufzeit hat man fiir grosse (n) Nachrichten
Tall—to—one—pers > twn(P - 1)

wegen dem Pipelining.
Einige Varianten von Programm 5.11 sind denkbar:

102



o [ndividuelle Linge der Nachricht: Hier sendet man vor verschicken der eigentlichen Nach-
richt nur die Langeninformation. Ist aber Kése, weil wir das sowieso ohne Langenangaben
formulieren.

e beliebig lange Nachricht (aber nur endlicher Zwischenpuffer!): zerlege Nachrichten in Pakete
fester Lange (s.0.).

e sortierte Ausgabe: Es sei jeder Nachricht M; (von Prozess i) ein Sortierschliissel k; zuge-
ordnet. Die Nachrichten sollen von Prozess 0 in aufsteigender Reihenfolge der Schliissel
verarbeitet werden, ohne dass alle Nachrichten zwischengepuffert werden.

Dabei folgt man der folgenden Idee: p habe drei ,,Untergebene”, qg,q1, g2, die fiir ganze
Unterbaume stehen. Jeder g; sendet seinen néchst kleinsten Schliissel an p, der den kleins-
ten Schliissel raussucht und ihn seinerseits weitergibt. Abbildung 5.11 illustriert dies. Die
Implementierung sei dem geneigten Leser iiberlassen.

5.2.4 Alle an alle mit individuellen Nachrichten

Hier hat jeder Prozess P — 1 Nachrichten, je eine fiir jeden anderen Prozess. Es sind also (P —1)2
individuelle Nachrichten zu verschlicken (s.Abb. 5.12). Das Bild zeigt auch schon eine Anwen-

ONONONO

vorher: | My Mg My M
Mo, My My, M3,
Moo M Moy M3y
Moz M3 Mo M3
nachher: | My, Moy, Moo Mo
My My, My M3
My My M Mg
Ms Ms, M3y M3

Abbildung 5.12: Alle an alle mit individuellen Nachrichten

dung: Matrixtransposition bei spaltenweiser Aufteilung.

Wir wollen wieder einen Algorithmus fiir den Hypercube angeben. Im Schritt ¢ kommuniziert
p mit ¢ = p @ 2" — wie immer. Die Abb. 5.13 zeigt die Idee fiir P = 4.

Allgemein haben wir folgende Situation im Schritt ¢ = 0,...,d — 1: Prozess p kommuniziert
mit ¢ = p @ 2° und sendet ihm

alle Daten der Prozesse pg_1...piy1 DPi Ti-1...T0

fiir die Prozesse yq—1...Yi+1 Di Pi—1---P0,
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May |1 Mag M3 Mo,
M3 My, Mz, [ M3,
My [ Mo, M3y M3
M3y Mo Mz | M33
10 11
1
2 %
00 1 01
Moo |1 Moo My My,
My Mo, My, [ My,
Moy [ Mo My Mos >j
My Moz Mz | M3
[ VAN (VAN
vorher vorher

Abbildung 5.13: Mlustration fiir HC mit Dimension 2.

wobei die xe und ypsilons fiir alle moglichen Eintrage stehen. Es werden also in jeder Kommu-
nikation P/2 Nachrichten (nur Bit 7 ist fest) gesendet.

Nun wollen wir rekursiv herleiten, welche Daten ein Prozess p in jedem Schritt besitzt. Es sei
P = P4—1 ---po in Bindrdarstellung. Prozess p besitzt zu jedem Zeitpunkt P Daten, wobei ein
individuelles Datum von Prozess r zu Prozess s unterwegs ist. Jedes Datum koénnen wir also
durch das Paar (r,s) € {0,...,P —1} x{0,..., P — 1} identifizieren. Entsprechend schreiben
wir M} € {0,...,P—1} x{0,..., P — 1} fiir die Daten, die Prozess p im Schritt ¢ besitzt, d.h.

im Schritt ¢ hat Prozess
p die Daten, die
Prozess r an Prozess s
senden will.

(r,s) € M; =

Zu Beginn besitzt Prozess p die Daten

M) = {(pa-1---P0sYa-1---90) | Ya-1,---,50 € {0,1}}
Nach Schritti = 0,...,d—1 hat p die Daten M;H, die sich aus M; und obiger Regel ergeben
(@ = pd—1---Pi+1DiPi—1---Po):
i
M = M -
\ AWd-1---pit1PiTi—1 - T0,Yd—1 - - - Yir1Di - --P0) | 25,95 € {0,1}}

schickt p
an q

U AWwd-1---pit1PiTi-1 - .20, Yd—1 - - - Yi+1Pi - - - Do) | z5,y; € {0,1}}
kriegt p
von q
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Per Induktion iber i zeigt man nun, dass fiir alle p

MEY = {(pa—1 - - PisaTi - - -0, Ya—1 - - - Yis1pi - - -p0) | z5,95 € {0,1} Vj}

Fiir i = —1 hat M} (fiir alle p) diese Form.
Ansonsten gilt: M;“'l =

{(pa-1.--pit1 Pi Tic1...T0, Yd1... Yi Pi-1---P0) |...
U{(pdfl-'-pi—i-l Di Ti—1...To, Yd—1---Yit1 Di ..po) |-
\ {...}
N——
was ich nicht
brauche
Z{(pd—l---pz‘ﬂ Ty Ti—1.--205 Yd—1---Yi+1 Pi ..po) |-

PROGRAMM 5.12 (ALLE AN ALLE INDIVIDUELL MIT HC)
parallel all-to-all-personalized
{
const int d, P = 2¢:
process I[int p € {0,..., P — 1}]
{
void all _to all pers(msg m[P])
{
int 7, z, y, q, index;
msg sbuf[P/2], rbuf[P/2];
for (1 =0;i<d;i++)
{

qg=p& 2 // mein Partner

// Sendepuffer assemblieren:
for (y=0;y <2715y + +)
for (x =0; x < 2% .+ +)
sbufly - 2° + z] = mly - 277" + (¢&2") + a;
)

<PJ2 (!

// Messetsches austauschen:
if (p < q)
{
send(Il,,sbuf[0], ..., sbuf[P/2 — 1]);
recv(Il,,rbuf[0], ..., rbuf[P/2 — 1]);
}
else
{
recv(Il,,rbuf[0], ..., rbuf[P/2 — 1]);
send(I1,,sbuf[0],. .., sbuf[P/2 — 1]);
}

// Empfangpuffer disassemblieren:
for (y =0;y <27y ++)
for (x =0; x < 2% 2+ +)
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mly - 2770 4 (q&2%) + z] = sbuf[y - 2 + x];

genau das, was

gesendet wurde, wird
ersetzt

}

} // ende all _to all pers

m[q] =,Griif g von p!;
all _to _all _pers(m);

Komplexitatsanalyse:
1d P—1 P
Tallftofallfpers = Z 2 (ts +tp +ty 5 n) =
i=0 send u. ~~~
receive in jedem

Schritt
= 2(ts+tp)ldP +tynPIldP.

5.3 Lokaler Austausch

Bei diesem Problem muss ein Prozess jeweils mit einer festen Menge anderer Prozesse Daten
austauschen (d. h. Kommunikation in beide Richtungen). Wir behandeln erst den einfacheren
Fall des Ringes und dann den allgemeinen Fall.

5.3.1 Schieben im Ring
Betrachte folgendes Problem: Jeder Prozess p € {0,..., P — 1} muss ein Datum an (p + 1)%P

schicken:
vorher: Ml \ MQ \ M3 \ MO
Ms

nachher: | M, M, M,

Folgendes Vorgehen mit blockierenden Kommunikationsoperationen produziert einen Dead-
lock, dhnlich dem im Problem der Philosophen:

send(H(pH)%p,mSg);
recv(l,, p_1)9%p,msg);
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Man kann das Problem lésen, indem ein Prozess (z.B. p = 0) die Reihenfolge umdreht (d.h. erst
von P — 1 empfingt und danach an 1 sendet). Dann werden die Kommunikationen allerdings
sequentiell nacheinander abgearbeitet.

Einen optimalen Parallelitatsgrad erreicht man durch ,Farben®. Genauer gesagt sei G = (V, E)
ein Graph mit

Vv = {0,...,P—1}

E = {e=(p,q)|Prozess p muk mit Prozess ¢ kommunizieren}

Es sind die Kanten so einzufiarben, dass an einem Knoten nur Kanten unterschiedlicher Farben
anliegen. Die Zuordnung der Farben sei durch die Abbildung

c: E—{0,...,C -1}

gegeben, wobei C' die Zahl der bendtigten Farben ist.
Fiir das oben beschriebene Problem des Schiebens im Ring geniigen zwei Farben fiir gerades
P, wohingegen man drei Farben fiir ungerades P bendtigt (s.Abb. 5.14).

Abbildung 5.14: Im Ring geniigen zwei bzw. drei Farben

Die Kommunikation lduft nun in C' Schritten ab, wobei in Schritt 0 < i < C' die Nachrichten
auf den Kanten der Farbei ¢ ausgetauscht werden.

BEMERKUNG 5.13 Beim Schieben im 1D-Feld kommt man immer mit genau zwei Farben aus
(P >3).

BEMERKUNG 5.14 Obiger Algorithmus kann leicht dahingehend modifiziert werden, dass Nach-
richten in beide Richtungen geschoben werden. Jeder tauscht also eine Nachricht mit all seinen
Nachbarn im Graphen aus (s.Abb. 5.15).

Hierzu bendtigt man genauso viele Farben wie beim einfachen Schicken. Auf jeder Kante laufen
nun zwei Nachrichten. Die kann man dadurch sequentialisieren, dass etwa der Prozess mit der
kleineren Nummer zuerst sendet.
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vorher:

nachherf

Abbildung 5.15: Schieben im Ring in beide Richtungen

Farben:

Tt = W N = O

Abbildung 5.16: Farben in einem allgemeinen Graphen
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5.3.2 Allgemeiner Graph

Es sei nun ein ungerichteter Graph G = (V, E) gegeben, der bestimmt, welche Prozesse mitein-

ander kommunizieren miissen (s.Abb. 5.16 z.B. ).

In diesem Fall kann die Féarbung der Kanten nicht mehr so einfach angegeben werden. Insbe-
sondere kénnte sich die Kommunikationsstruktur auch erst zur Laufzeit ergeben. Wir benétigen
also einen verteilten Algorithmus, der aus der vorgegebenen Nachbarschaftsstruktur die Farbung
der Kanten bestimmt. Jeder Prozess habe eine Liste aller Nachbarn in einem Feld

int nb[N,|;

Die Eintrdge des Feldes seien aufsteigend sortiert, d.h. es gelte

nbli] < nbli+ 1].

Die Idee des Algorithmus ist einfach: In aufsteigender Reihenfolge handeln die Prozessoren

die nachste freie Farbe aus.

PROGRAMM 5.15 (VERTEILTES FARBEN)
parallel coloring
{
const int P;
process II[int p € {0,..., P — 1}]
{
int nbs;
int nb[nbs|;
int color[nbsl;
int index[ MAXCOLORS],
int 7, c, d;

for (i = 0; i < nbs; i ++)
index|[i]=-1;
for (i = 0; ¢ < nbs; i+ +)
{
c=0;
while(1)
{
c=min{k > clindex[k] < 0};
if (p < nbli])
{
send (I1,5(,¢);
recv(IL,(,d);

else

{

recv(IL,0);
send (I1,5(7,d);

if (¢ ==d)
{

// Anzahl Nachbarn
// nbli] < nbli + 1]
// das Ergebnis

// freie Farben

// alles frei

// Farbe fiir nbli]

// beginne mit Farbe 0
// néchste freie Farbe > ¢

// kleinerer sendet zuerst

// Farben
// austauschen

// Farben
// austauschen

// beide sind sich einig
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index[c] = i; color[i]| = ¢; break;

}

else ¢ = max(c, d);

Die Farben in der Abbildung 5.16 oben zeigen das Ergebnis des Algorithmus fiir diesen Gra-
phen. Der Algorithmus findet auch die Férbung fiir einen Ring mit zwei bzw. drei Farben,
benotigt dazu aber O(P) Schritte. Dies ist akzeptabel, da in vielen Anwendungen (z.B. FE)
viele Male iiber den selben Graphen kommuniziert werden muss.

BEMERKUNG 5.16 Alternative: asynchrone Kommunikation.

5.4 Zeitmarken

Im Kapitel 4.1 haben wir die Durchsetzung des wechselseitigen Ausschlusses in einem System
mit gemeinsamem Speicher betrachtet. Nun betrachten wir eine Menge nur iiber send /receive
kommunizierender Prozesse. Diese sind so zu koordinieren, dass nur genau ein Prozessor einen
kritischen Abschnitt bearbeiten darf.

5.4.1 Lamport-Zeitmarken

In einer Loésung mit Zeitmarken versucht man mit Hilfe sogenannter ,logischer Uhren“ jedem
Ereignis (z.B. ich will in kritischen Abschnitt eintreten) in einem beliebigen Prozess eine global
eindeutige Sequenznummer bzw. eine Zeitmarke zuzuordnen. Diese Nummer dient dann der Kon-
fliktlosung: kleinere Nummern, entsprechend ,fritheren Ereignissen, haben Vorrang vor gréfieren
Nummern, die spéteren Ereignissen entsprechen.

Das im folgenden vorgestellte Konzept der Zeitmarken stammt von Lamport ((LAMPORT
1978), ja, das ist der von IATEX). Jeder Prozess besitzt eine lokale Uhr C),. Die mit einem
Ereignis a im Prozess p assoziierte ,Uhrzeit* wird mit Cp(a) bezeichnet. Kommunikation der
Prozesse findet nur iiber send/receive statt. Die Uhr erfiille folgende Eigenschaften:

1. Seien a und b zwei Ereignisse im selben Prozess p, wobei a vor b stattfinde, so soll Cp(a) <
Cp(b) gelten.

2. Es sende p eine Nachricht an ¢, so soll Cp(send) < C,(receive) sein.

3. Fiir zwei beliebige Ereignisse a und b in beliebigen Prozessen p bzw. ¢ gelte Cp(a) # Cy(b).

Die Bedingungen 1 und 2 sorgen dafiir, dass die logische Uhr die Kausalitdt von Ereignissen
widerspiegelt, d.h. wenn in einem parallelen Programm sicher gesagt werden kann, dass a in p
vor b in ¢ stattfindet, dann gilt auch Cp(a) < Cy(b).

Die Relation a <¢ b : <= Cp(a) < Cy4(b) — fiir Ereignis a im Prozess p und Ereignis b
im Prozess ¢ — definiert eine partielle Ordnung auf der Menge aller Ereignisse, falls C' nur die
Eigenschaften 1 und 2 hat. Durch die zusétzliche Bedingung 3 induziert C' eine totale Ordnung
auf der Menge aller Ereignisse.

Wir sehen uns im folgenden Programm an, wie Lamport-Zeitmarken implementiert werden
kénnen.
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PROGRAMM 5.17 (LAMPORT-ZEITMARKEN)
parallel Lamport-timestamps

{

const int P; // was wohl?
int d = min{i[2’ > P}; // wieviele Bitstellen hat P.

process II[int p € {0,..., P —1}]

{

int C=0; // die Uhr
int ¢,s,7; // nur fiir das Beispiel
int Lclock(int ¢) // Ausgabe einer neuen Zeitmarke
{
C=max(C, c/2%); // Regel 2
C++; // Regel 1
return C -2 + p; // Regel 3

// die letzten d Bits enthalten p

}

// Verwendung:
// Ein lokales Ereignis passiert
t=Lclock(0);

// send

s=Lclock(0);

send(Il,,message,s); // Zeitmarke verschicken
// receive

recv(Il,,message,r); // Zeitmarke empfangen
r=Lclock(r); // so gilt Cp(r) > Cy(s)!

}

BEMERKUNG 5.18 Die Verwaltung der Zeitmarken obliegt dem Benutzer, da nur dieser weiss,
welche Ereignisse mit Marken versehen werden miissen. Was ist bei Integer-Uberlauf?!?

5.4.2 Verteilter wechselseitiger Ausschluss mit Zeitmarken

Lamport Zeitmarken kénnen nun verwendet werden, um das Problem des verteilten wechselsei-
tigen Ausschlusses (VWE) zu losen.

Die Idee ist wie folgt: Will ein Prozess in den kritischen Abschnitt eintreten, so sendet er
eine entsprechende Anforderungsnachricht an alle anderen Prozesse. Sobald er eine Antwort von
allen anderen Prozessen erhalten hat, kann er in den kritischen Abschnitt eintreten (die Antwort
ist also die positive Bestéitigung, eine ,Nein‘-Meldung gibt es nicht). Will ein anderer Prozess
auch gerade in den kritischen Abschnitt eintreten, so antwortet er nur, wenn seine Zeitmarke
grofer (dlter) als die empfangene, ansonsten verzogert er die Antwort, bis der kritische Abschnitt
abgearbeitet wurde.

Die Anforderungen miissen von den Partnerprozessen ,asynchron beantwortet werden. Dazu
wird jedem Rechenprozess ein Monitor (oder Démon) zur Seite gestellt, der den Eintritt in den
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kritischen Abschnitt iiberwacht. Zum Empfang der Nachrichten wird die recv _any-Funktion
verwendet, da man ja nicht weiss, wer als nichstes kommt.

PROGRAMM 5.19 (VWE MIT LAMPORT-ZEITMARKEN)
parallel DME-timestamp

{
int P; /] ...

const int REQUEST=1, REPLY =2; // Nachrichten

process II[int p € {0,..., P — 1}]

{

int C=0, mytime; // Uhr

int s requesting=0, reply pending;

int reply deferred[P]={0,...,0}; // abgewiesene Prozesse
process M [int p* = p| // der Monitor

{

int msg, time;

while(1) {
recv__any(m,q,msg,time); // Empfange von ¢’s Monitor
if (msg==REQUEST) // q will eintreten

{
[Lclock(time);] // Erhohe eigene Uhr

// Koordiniere mit II
[ if(is_requesting N\ mytime < time)
reply _deferred|q|=1,; // q soll warten
else
asend(M,,p,REPLY 0); |/ q darf 'rein
}

else
reply pending——; // es war ein REPLY

}
}

void enter cs() // kritischen Abschnitt
{

int 7;

[ mytime=Lclock(0); is requesting=1; ]

// kritischer Abschnitt
reply pending=P — 1; // Anzahl Antworten
for (1=0; i < P; i++)

if (i # p) send(M;,p, REQUEST ,mytime);
while (reply _pending> 0); // bisi wait

}

void leave cs()

{

int 7;
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[ is_requesting=0; //krit. Abschnitt !
for (1=0; i < P; i++) // Wecke Wartende
if (reply _deferred[i])
{
send(M;,p, REPLY )0);
reply  deferred[i]=0;
1]

enter cs();
/* critical section */
leave cs();

} // end process

Abbildung 5.17 zeigt ein Ablaufschema, wenn zwei Prozesse 0 und 1 annéhernd gleichzeitig
in den kritischen Abschnitt eintreten wollen.

5.4.3 Verteilter wechselseitiger Ausschluss mit Wahlen

Beim Zeitmarkenalgorithmus werden 2(P — 1) Nachrichten fiir jedes Eintreten in den kritischen
Abschnitt verschickt. Der nachfolgende Algorithmus kommt mit O(y/P) Nachrichten aus. Insbe-
sondere muss ein Prozess nicht alle anderen Prozesse fragen, bevor er in den kritischen Abschnitt
eintreten kann!

Wie bei einer Wahl bewerben sich mehrere Prozesse um den Eintritt in den kritischen Ab-
schnitt. Diese Prozesse heissen Kandidaten. Alle Prozesse (oder nur ein Teil, wie wir sehen
werden) stimmen nun dariiber ab, wer eintreten darf. Jeder Wahler hat genau eine Stimme zu
vergeben.

In einer naiven Form koénnte jeder Kandidat alle Wéhler fragen. Erhélt er mehr als die Hélfte
aller Stimmen, so kann er eintreten. Wenn man statt absoluter Mehrheit nur eine relative Mehr-
heit verlangt, so erhélt man einen effizienteren Algorithmus: Ein Prozess kann in den kritischen
Abschnitt eintreten, sobald er weiss, dass kein anderer mehr Stimmen haben kann als er. Dazu
ordnen wir jedem Prozess p einen Wahlbezirk S, C {0, ..., P — 1} mit folgender Uberdeckungs-
eigenschaft zu:

SpNSy#0 ¥p,qe{0,...,P—1}.

Erhélt ein Prozess alle Stimmen seines Wahlbezirkes, so darf er eintreten, denn angenommen
q hatte auch alle Stimmen erhalten, so gibt es einen r € S, N Sy, der sich nur fiir p oder ¢
entschieden haben kann.

Wenden wir uns zunéchst der Frage zu, wie die Wahlbezirke konstruiert werden. Natiirlich
mochte man die Wahlbezirke so klein wie moglich machen.

Es sei K die Grofe eines Wahlbezirks (alle seien gleich grof) und

D = [{q|p € S¢}|

die Anzahl der Wahlbezirke in denen ein Prozess Mitglied ist. Wir versuchen nun fiir gegebene
K, D die Zahl der Wahlbezirke M und Prozesse P zu maximieren. Jeder Prozess ist Mitglied in
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@© ®

Monitor bearbeitet REQUEST

bevor mytime,=Lclock(0);

mytime,=Lclock(0);

Monitor bearbeitet O= is_requesting=0 und

REPLY kriegt sofort Antwort

O = Nachfolgendes mytime, =Lclock(0)
hat mytime, > mytime,!
1 schickt REQUEST

O reply _pending wird 0
Proz. 0 tritt ein.

O weiter wie

Monitor bearbeitet erst 1 fithrt

REQUEST [mytime,=Lclock(0); is _requesting=1;]
o aus,

is_requesting, =1, bevor Monitor den REQUEST kriegt

aber mytime, < mytime,,

also wird Antwort verzGgert. O Monitor: is _requesting=1, nun kommt

es auf mytime, und mytime, an.
Sie sind nie gleich, also darf
genau einer rein.
O mytime, < mytime,: sende
0 1
sofort reqly, O darf rein.
O mytime, > mytime,: verzogere reply,

0 antwortet mit reply, 1 darf 'rein.

Abbildung 5.17: Prozesse 0 und 1 wollen gleichzeitig in den kritischen Abschnitt
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D Wahlbezirken, die Menge
A ={(p,S)|p Prozess mit 0 < p < P, S Wahlbezirk mit p € S}
hat also |A| = P - D Elemente. Andererseits hat jeder Wahlbezirk K Mitglieder, d.h. die Menge
B = {(S,p)|S Wahlbezirk, p Prozess mit p € S}

hat |B| = M - K Elemente. Wegen (p,S) € A <= (S,p) € Bgilt |[A|=|B|, P-D =M - K.
Pro Prozess gibt es genau einen Wahlbezirk, d.h. P=M, somit erhalten wir

D =K.

Ein beliebiger Wahlbezirk S hat K Mitglieder. Jedes Mitglied von S ist Mitglied von D — 1
anderen Wahlbezirken. Somit kann es bei gegebenem D, K héchstens

M<KD-1)+1

Wahlbezirke geben. Wegen P = M und D = K erhalten wir:

P<KK-1)+1 |

1 / 3
K>- P—-.
_2+ 4

Eine mogliche Konstruktion fiir P = 16 zeigt folgende Abbildung (Wer findet die Losung mit
D =K =57):

oder

Sy
r-—-—-—-—--»  orrrenrErrEraes
| |
----- | PE | U pu—
(15 | (14} 1 {13) 12
______ 2NN
I ______________ =
N L e I
B 9 (10, 1!
L., o ___i____ |
..... L :
{ay v (5, {6 {7
_______ N b T
............... |I
..... I, .
o) v {1y, (2 3
_______ I SO I SO SO
|
__________________________________________________ o

Abbildung 5.18: Konstruktion der Wahlbezirke fiir P = 16.

Der bis jetzt skizzierte Algorithmus enthélt die Gefahr eines Deadlocks. Betrachte die Kandi-
daten 3 bzw 9 mit ihren Wahlbezirke S3 und Sy. Es kénnte folgende Situation entstehen:
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e 9 gewihlt von 1,5,8,10,13 € Sy
e 3 gewdhlt von 0,2,7,11,15 € S3

Keiner der beiden hat alle Stimmen seines Wahlbezirkes, aber alle Wahler haben ihre Stimme
bereits abgegben. Das Protokoll muss also noch eine Komponente zur Deadlockauflésung enthal-
ten. Dies geschieht wieder mit Hilfe von Zeitmarken. Das Problem liegt darin, dass ein Wahler
seine Stimme abgeben muss bevor er alle Kandidaten kennt. So hat sich 1 fiir 9 entschieden,
da er von diesem zuerst gefragt wurde. Versieht man die Anfragen mit Zeitmarken, so konnte
1 erkennen, dass die Anfrage von 3 élter ist (kleinere Zeitmarke), und seine Stimme von 9 zu-
riickfordern und sie der 1 geben. Allerdings kénnte 9 auch schon in dem kritischen Abschnitt
eingetreten sein bevor 1 seine Stimme zuriickhaben will ...

PROGRAMM 5.20 (VME MIT WAHLEN)
parallel DME-Voting
{
const int P = 7.962;
const int REQUEST=1, YES=2, INQUIRE=3,
RELINQUISH=4, RELEASE=D5;
// ynquire* = sich erkundigen®; ,relinquish” = jyverzichten*
process II[int p € {0,..., P — 1}]
{

int C=0, mytime;

void enter _cs() // will eintreten
{
int i, msg, time, yes votes=0;
[ mytime=Lclock(0); | // Zeit meiner Anfrage
for (i € Sp) asend(V;,p, REQUEST ,mytime);
// Anfrage an Wahlbezirke
while (yes_votes < |Sp|)

{

recv__any(m,q,msg,time); // empfange von ¢

if (msg==VYES) yes wvotes++; // ¢ wihlt mich

if (msg==INQUIRE) // q will Stimme zuriick
if (mytime==time) // nur aktuelle Anfrage

{
asend(V,,p, RELINQUISH ,0);

// gib zuriick
yes _votes——;

}

}// end enter cs

void leave cs()

{
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int

for (i € S,) asend(V;,p, RELEASE 0);

// Es konnten noch nicht bearbeitete INQUIRE-Messages fiir diesen
// kritischen Abschnitt anstehen, die nun obsolet sind.

// Diese werden dann in enter cs ignoriert.

}

// Beispiel:
enter _cs();
...; // kritischer Abschnitt
leave c¢s();

process Vlint p’ = p] // der Voter zu I,
{
int ¢, candidate; // Prozesse
int msg, time, have voted=0,
candidate _time, have inquired=0;
while(1) // lauft fir immer

{

recv__any(m,q,msg,time); // empfange sie mit Absender

if (msg==REQUEST) // Anfrage eines Kandidaten

{
[ Lelock(time); ] // Uhr weiterschalten fiir spatere Anfragen
if (—have voted) // ich habe meine Stimme noch zu vergeben

{
asend(Il,,p,YES,0); // zuriick an Kandidaten-Prozess

candidate _time=time; // merke, wem ich meine
candidate=q; // Stimme gegeben habe.
have _voted—1; // ja, ich habe schon gewéhlt

}

else // ich habe schon gewéhlt
{
Speichere (g, time) in Liste;
if (time < candidate time N\ —have _inquired)
{ // hole Stimme vom Kandidaten zuriick!
asend (Il .qndidate ., INQUIRE  candidate _time);
// an der candidate time erkennt er, um welche Anfrage
// es geht: es konnte sein, dass er schon eingetreten ist.
have _inquired=1;
}
}

}
else if (msg==RELINQUISH)

// q ist der Kandidat, der mir meine
// Stimme zuriick gibt.

{

Speichere (candidate, candidate _time) in Liste;
Entnehme und Losche
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den Eintrag mit der kleinsten time aus der Liste: (g, time)
// Es konnte schon mehrere geben

asend(Il,,p, YES,0); // gebe dem ¢ meine Stimme
candidate time=time; // neuer Kandidat

candidate=q;

have _inquired=0; // kein INQUIRE mehr unterwegs

}
else if (msg==RELEASE) // q verlédsst den kritischen Abschnitt

{
if (Liste ist nicht leer)
// vergebe Stimme neu
Entnehme und Losche
den Eintrag mit der kleinsten time aus der Liste: (g, time)
asend(Il,,p, YES 0);
candidate _time=time; // neuer Kandidat
candidate=gq;

have _inquired=0; // vergiss alle INQUIRESs weil obsolet
}
else

have _voted=0; // niemand mehr zu wihlen

}
}
} // end Voter

5.5 Markenbasierte Algorithmen

Wir wenden uns nun Algorithmen zu, die Prozesse koordinieren indem sie eine Marke (engl. to-
ken) herumreichen. Nur der Prozess der die Marke besitzt darf etwas bestimmtes tun.

5.5.1 Verteilter wechselseitiger Ausschlul}

Zur Mlustration der Idee mit den Marken betrachten wir noch einmal das Problem des verteilten
wechselseitigen Ausschlufs. Die zunéchst vorgestellte Losung benotigt im Mittel P/2 Kommu-
nikationen. Dann werden wir aber eine Losung konstruieren, die mit nur O(1d P) Schritten
auskommt!

Die Idee zur O(P)-Losung ist einfach: In einem Ring wird eine Marke stdndig herumgereicht.
Ein Prozess darf in den kritischen Abschnitt eintreten, wenn er die Marke besitzt. In diesem Fall
hélt er sie fest. Das Herumreichen wird von einem zusétzlich zu dem Rechenprozess vorhandenen
Prozess realisiert:

PROGRAMM 5.21 (VME MIT MARKEN)
parallel DME-token-ring
{

const int P = 10;

process II; [int i € {0,..., P —1}]
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{

while (1) {
send(M;,1); // Eintritt
kritischer Abschnitt;
send(M;,1); // Austritt

}
}

process M; [int i € {0,..., P — 1}]
{
int msg;
if (i == 0) send(My,1); // initialisiere Marke
while (1) {
recv(M(i4p—1) mod psmsg); // empfange Marke
if (rprobe(IL;)) {

recv(Il;,msg); / /blockiert nicht
recv(Il;,msg); //blockiert
}
delay; // bremse Marke
send(M ;4 1) mod P»1); // sende Marken

}

Offensichtlich ist die Losung fair, da nach Bearbeiten eines kritischen Abschnitts die Marke
erst einmal im Ring rumlaufen muss. Nachteil dieser Losung ist, dass relative viele Nachrichten
herumlaufen auch wenn kein Prozess den kritischen Abschnitt betreten will.

Um nun eine Lésung mit O(1d P) Schritten zu erhalten seien alle Prozesse in einem vollstén-
digen bindren Baum angeordnet. Wir betrachten also P = 2% — 1 Prozesse. Prozess M sei die
Wurzel des Baumes und jeder kennt seinen linken und rechten Nachfolger M; und M, sowie
seinen Vorganger M,,.

Wieder kann nur der in den kritischen Abschnitt eintreten der die Marke besitzt. Die Marke
wird aber nur auf Anforderung herumgereicht. Dazu muss jeder wissen wer die Marke gerade
hat. Da es im Baum nur genau einen Weg von einem Knoten zu einem anderen Knoten gibt muss
man sich nur merken in welcher Richtung sich die Marke befindet. Fordern mehrere Prozesse die
Marke an muss man sich alle Anforderungen merken. Um Fairness sicherzustellen werden die
Anforderungen mit einer Lamport-Zeitmarke versehen.

Hier nun das vollstandige Programm:

PROGRAMM 5.22 (VME MIT MARKEN UND BINAREM BAUM)
parallel DME-token-tree

{
const int d =4; P =27 — 1;
const Int REQUEST=1, TOKEN=2;

process II; [int i € {0,..., P — 1}]

{
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int ts, msg;

while (1) {
ts = Lclock(0); // neue Zeitmarke
send(M;,REQUEST ts); // Anforderung
recv(M;,msg,ts); // erhalten
Lclock(ts); // Uhr weiter
kritischer Abschnitt;
send(M;, TOKEN 1), // Austritt

}
}

process M; [int i € {0,..., P —1}]
{
process M;, M,, My; // Der binédre Baum;
process who, where, 11,
int msg,ts,tr;
List requests;

if (i == 0) where=My; else where=M,;
while (1) {
recv__any(who,msg,ts); // von M,,, M, M, oder II;
if (msg==REQUEST)
put__min(requests,(who,ts));
if (msg==TOKEN) {
where = M;; // ich hab es
tr = 0; // request bearbeitet

if (where==DM; N\ —empty(requests))
(I1,ts) = get _min(requests);
where = 1II;
send(II, TOKEN ,ts);
if (where # M; N\ where # I1; A mempty(requests) A tr == 0)
(IL,ts) = get min(requests);
put__min(requests,(I1,ts));

send (where, REQUEST ,ts);
tr =1,

Das Programm verwendet eine Liste mit den Operationen

e put _min: Ein Paar (I1, ¢) wird in die Liste aufgenommen falls fiir den Prozess II noch kein
Eintrag exisiert. Ein vorhandener Eintrag fiir II wird ersetzt wenn die Zeitmarke ¢ kleiner
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ist als die schon gespeicherte Zeitmarke.

e get man: Liefert das Paar (II,¢) mit der kleinsten Zeitmarke ¢ und entfernt dieses aus der
Liste.

5.5.2 Verteilte Terminierung

Es seien die Prozesse I, ...,I[Ip_1 gegeben, welche {iber einen Kommunikationsgraphen
G=(V,E)
V ={ly,...,lIp_1}
ECV XV

kommunizieren.

Dabei schickt Prozess II; Nachrichten an die Prozesse
N; = {j eN ’ (HZ,HJ) S E}

Das geschieht auf folgende Weise:

process II; [ int i € {0,..., P — 1}]

{
while (1)

{
recv__any(who,msg), // 11; ist idle
compute(msg);
for (p € Npsg C N; )

{
msg, = ... ;
asend(Il,, msg,); // vernachléassige Pufferproblem

Das Terminierungsproblem besteht darin, daf das Programm beendet ist, falls gelten:
1. Alle warten auf eine Nachricht ( sind idle )
2. Keine Nachrichten sind unterwegs
Dabei werden folgende Annahmen iiber die Nachrichten gemacht:
1. Vernachlassigung von Problemen mit Pufferiiberlauf

2. Die Nachrichten zwischen zwei Prozessen werden in der Reihenfolge des Absendens bear-
beitet
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B Token
[ Nachricht

OrOm©

Abbildung 5.19: Terminierung im Ring

1.Variante: Ring

Jeder Prozess hat einen von zwei moglichen Zustdnden: rot ( aktiv ) oder blau ( idle ). Zur
Terminierungserkennung wird eine Marke im Ring herumgeschickt.

Angenommen, Prozess Il startet den Terminierungsprozess, wird also als erster blau. Weiter
angenommen,

1. IIj ist im Zustand blau
2. Marke ist bei II; angekommen und II; hat sich blau geférbt

Dann kann gefolgert werden, daf die Prozesse Iy, . . ., I1; idle sind und die Kanéle (11, I1y), . . ., (IT;—1, IT;)
leer sind.

Ist die Marke wieder bei Il und ist dieser immer noch blau ( was er ja feststellen kann ), so
gilt offenbar:

1. Ho, ce ,Hp_l sind idle
2. Alle Kanéle sind leer

Damit ist die Terminierung erkannt.

2.Variante: Allgemeiner Graph mit gerichteten Kanten

Idee: Uber den Graph wird ein Ring gelegt, der alle Knoten erfasst, wobei ein Knoten auch
mehrmals besucht werden kann.

Allerdings reicht hier der Algorithmus vom Ring nicht mehr aus, denn stellen wir uns fiir das
obige Beispiel vor, Iy starte den Terminierungsprozess , und die Marke habe Il erreicht, dann
kann nicht gefolgert werden, dafs Ilg, ..., Il idle sind, denn inzwischen kénnte IT; eine Nachricht
von II3 bekommen haben.

Es gilt aber: Kommt die Marke wieder bei Il an und Ilj ist immer noch idle und die Marke
erreicht jetzt II; und alle Iy, ..., II; sind idle geblieben, so sind die letzten i Kanéle leer.

Idee fiir den Algorithmus: Wahle einen Pfad = = (II;,, I1;,, ..., II;, ) der Lénge n von Prozes-
soren derart aus, dafs gelten:

1. Jede Kante (II,,1I,;) € E kommt mindestens einmal im Pfad vor
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Abbildung 5.20: Allgemeiner Graph mit dariibergelegtem Ring

<] —— — — —_ -

Abbildung 5.21: In diesem Beispiel ist m = (11, I13, I14, o, I3, IT, 1Ty, I1)
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2. Eine Sequenz (II,,I1,, II,) kommt héchstens einmal im Pfad vor. Erreicht man also q von
p aus, so geht es immer nach r weiter. r héngt also von II, und II,; ab: r = r(II,, II;)

Man beachte, daf das Token diesmal einen Wert hat.

process II [ int i € {0,...,P — 1}]

{

int color = red , token;

if (II; ==11;,)

{ // Initialisierung des Tokens
color = blue;
token = 0 ,
asend(Il;,, TOKEN, token)

}

while(1)

{

recv__any(who,tag,msg);
if ( tag = TOKEN ) { color = red; Rechne weiter }
else // msg = Token

{

if ( msg == n ) { break; ,hurra, fertig! “}
if ( color == red )

color = blue ;
token = 0 ;
rcvd = who ;

}

else

if ( who == rcvd ) token++ ;
// ein kompletter Zyklus

asend (I, (,p0,1m,), TOKEN | token );

Ist das Token = 1, so haben die letzten 1 Prozesse das Token im Zustand blau erhalten und
weitergeschickt. Die letzten 1 Kanten enthielten keine Nachrichten mehr.
Ist 1 = n, so sind alle idle und keine Nachrichten mehr in Puffern.

3.Variante: Synchrone Kommunikation

Da die Nachrichten mit synchroner Kommunikation abgegeben werden, die Kommunikations-
kanale also keine Pakete speichern kénnen, reicht es, ein Token im Ring herumzuschicken.
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Wieder befindet sich jeder Prozess in einem von zwei Zustanden: rot ( aktiv ) oder blau (
inaktiv ), wobei zu Beginn alle rot sind. Wird nun Prozess 0 zum ersten Mal frei, geht er in den
Zustand blau iiber und sendet das Token mit Wert 0 zu Prozess 1. Empfangt ein Prozess das
Token im freien Zustand und ist rot, so wird er blau und sendet es mit Wert 0 weiter. Ist er bei
Empfang im Zustand blau ( und frei ), so erhoht er den Wert des Tokens um 1 und sendet es
weiter. Ist er bei Empfang im Zustand aktiv, so bleibt er rot und behélt das Token solange, bis
er inaktiv wird ( dann schickt er es mit Wert 0 weiter und wird blau). Bekommt ein Prozess eine
neue Nachricht, so wird er rot. Empfiangt ein Prozess im Zustand blau das Token mit Wert P (
Anzahl der Prozessoren ), so ist das Programm beendet.

5.5.3 Verteilte Philosophen

Wir betrachten noch einmal das Philosophenproblem, diesmal jedoch mit message passing.

Lasse eine Marke im Ring herumlaufen. Nur wer die Marke hat, darf eventuell essen.
Zustandsénderungen werden dem Nachbarn mitgeteilt, bevor die Marke weitergeschickt
wird.

Jedem Philospohen P; ist ein Diener W; zugeordnet, der die Zustandsmanipulation vor-
nimmt.

Wir verwenden nur synchrone Kommunikation

process P; [int i € {0,...,P — 1}]

while (1) {

think;

send (W;, HUNGRY );
recv( W;, msg );

eat;

send( W;, THINK );

process W; [int i € {0,..., P — 1}]

{

int L = (i+1)%P;

int R=(i+p—1)%P;

int state = statel, = stateR = THINK ;
int stateTemp;

if (1==0)send( W , TOKEN );
while (1) {

recv__any( who, tag );
if ( who == P; ) stateTemp = tag ;
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// Mein Philospoph
if ( who == W, & & tag # TOKEN ) stateL = tag ;
// state change
if (who == Wg & & tag # TOKEN ) stateR = tag ;
// in Nachbarn
if ( tag == TOKEN){
if ( state # EAT & & stateTemp == HUNGRY
& & stateL == THINK & & stateR == THINK ){
state = EAT;
send( W; , EAT ),
send( Wg , EAT );
send( P; , EAT );

}
if ( state == EAT & & stateTemp # EAT ){

state = THINK;
send( Wy, , THINK );
send( Wx , THINK );

}
send( Wi, , TOKEN );

}

Der Ubergang von HUNGRY auf EAT ist einem Philosphen nur dann méglich, falls sein Diener
das Token hat ( damit ist er der einzige, der etwas verdndert ) und weder linker noch rechter
Nachbar essen und aufferdem der Philosoph selber essen will.

Ebenfalls ist der Ubergang von EAT auf THINK nur mdéglich, falls der Diener das Token hat.
Dann hat der Philosoph bereits aufgehort zu essen, also ist stateT'emp € { THINK , HUNGRY

}.
Das Weitersenden des Tokens bedeutet, daf die Nachbarn die Zustandsdnderung mitbekom-
men haben.

5.6 Client-Server Paradigma

...welches wir schon x-mal benutzt haben.
e Server: Prozess, der in einer Endlosschleife Anfragen ( Auftrage ) von Clients bearbeitet.
e Client: Stellt in unregelméftigen Abstdnden Anfragen an einen Server.

Zum Beispiel waren im Fall der verteilten Philospohen die Philosophen die Clients und die Diener
die Server ( die auch untereinander kommunizieren ).
Praktische Beispiele:

e File Server ( NFS: Network File Server )
e Datenbank-Server

e HTML-Server
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Weiteres Beispiel: File Server, Conversational Continutity

Uber das Netzwerk soll der Zugriff auf Dateien realisiert werden.

M Stiick N Stiick
l lokal

Abbildung 5.22: Datenzugriff Client iiber Server

e Client : 6ffnet Datei; macht beliebig viele Lese-/ Schreibzugriffe; schliefit Datei.

e Server : bedient genau einen Client, bis dieser die Datei wieder schlieftt. Wird erst nach
Beendigung der Kommunikation wieder frei.

e Allocator : ordnet dem Client einen Server zu.

process C [int i € {0,..., M — 1}]
{
send( A, OPEN |  foo.txt “);
recv( A, ok ,j);
send( S; , READ , where );
recv( S; , buf );
send( S; , WRITE , buf , where );
recv( S; , ok );
send( S; , CLOSE );
recv( S; , ok );

process A // Allocator

{
int free [N] = {1[N]}; // alle Server frei

int cut = 0; // wieviel Server belegt?
while (1) {
if ( rprobe( who ) ) { // von wem kann ich empfangen?
if (who € {Cy,...,Cr—1} & & cut == N))
continue; // keine Server frei
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recv( who , tag , msg );
if ( tag == OPEN ){
Finde freien Server j ;
Jree [j] =0
cut-+-+;
send( S; , tag , msg , who );
recv( S; , ok );
send( who , ok , j );
}
if ( tag == CLOSE )
for (j€{0,...,N—1})
if (S; == who ) {
free [j] = 1;
cut = cut - 1 ;

process S [int j € {0,..., N — 1}]

while (1) {
// warte auf Nachricht von A
recv( A, tag , msg , C )i/ mein Client
if ( tag # OPEN ) — error;
offne Datei msg
send( A | ok );
while (1) {
recv( C | tag , msg );
if ( tag == READ ) {

send( C , buf );

}
if ( tag == WRITE ) {

send( C, ok ); }
}
if ( tag == CLOSE ){
close file;
send( C , ok );
send( A , CLOSE , dummy );
break;
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Abbildung 5.23: Kommunikation Client/Allocator/Server
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6 Entfernter Prozeduraufruf

6.1 Einfithrung

Wird abgekiirzt mit RPC ( Remote Procedure Call ). Ein Prozess ruft eine Prozedur in einem
anderen Prozess auf.

II;: ITs:
: int Square( int x )
y = Square(x); {

return x - x;

Es gilt dabei:
e Die Prozesse konnen auf verschiedenen Prozessoren sein.
e Der Aufrufer blockiert solange, bis die Ergebnisse da sind.

e Es findet eine Zweiweg-Kommunikation statt, d.h. Argumente werden hin-/ und Ergebnisse
zuriickgeschickt. Fiir das Client-Server Paradigma ist das die ideale Konfiguration.

e Viele Clients konnen gleichzeitig eine entfernte Prozedur aufrufen.

In unserer simplen Programmiersprache realiesieren wir den RPC dadurch, dass Prozeduren
durch das Schliisselwort remote gekennzeichnet werden. Diese konnen dann von anderen Pro-
zessen aufgerufen werden.

PrROGRAMM 6.1 (RPC-SYNTAX)
parallel rpc-example

{

process Server

{

remote int Square(int x)

{
}

remote long Time ( void )

{
}

... Initialisierungscode

return x - x;

return time _of _day;
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process Client

{

y = Server.Square(5);

}

Abbildung 6.1 zeigt was beim Aufruf einer Funktion in einem anderen Prozess technisch pas-
siert. Die Argumente werden auf Aufruferseite in eine Nachricht verpackt, iiber das Netzwerk
geschickt und auf der anderen Seite wieder ausgepackt. Nun kann die Funktion ganz normal
aufgerufen werden. Der Riickgabewert der Funktion wird auf dieselbe Weise zum Aufrufer zu-

riickgeschickt.

Client process

client code

P

int square(int x
client stub:
verpacken arg,
entpacken erg

RPC runtime

Server process

int square(int x

|

server stub:

auspacken arg,
Aufruf square
verpacken arg

RPC runtime

Abbildung 6.1: Realisierung RPC

6.2 Praxis: SUN RPC

Eine sehr haufig verwendete Implementierung des RPC stammt von der Firma SUN. Die wich-

tigsten Eigenschaften sind:

e Portabilitat (Client/Server Anwendungen auf verschiedenen Architekturen). Dies bedeu-
tet, dass die Argumente und Riickgabewerte in einer Rechnerunabhéngigen Form iiber
das Netzwerk transportiert werden miissen. Dazu dient die XDR-Bibliothek (external data

representation).

e Es sind wenig Kenntnisse iiber Netzwerkprogrammierung erforderlich.
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Wir gehen nun schrittweise durch wie man obiges Beispiel mittels SUN’s RPC realisiert.

Erstelle RPC Spezifikation

In die Datei square.x packen wir eine Beschreibung aller remote aufrufbaren Funktionen und
ihrer Argumente.

struct square_in { /* first argument */
int argl;

s

struct square_out { /* return value */
int resli;

s

program SQUARE_PROG {
version SQUARE_VERS {
square_out SQUAREPROC(square_in) = 1;
/*procedure number */
} =1; /% version number */
} = 0x31230000 ; /* program number */

Ubersetzen der Beschreibung

Mit dem RPC-Compiler wird die Datei square.x nun verarbeitet:
rpcgen -C square.x

und heraus kommen vier Dateien mit folgender Bedeutung:

1. square.h: Datentypen fiir Argumente, Prozedurkopfe ( Ausschnitt )
#define SQUAREPROC 1
/* die ruft Client */
extern square_out *
squareproc_1(square_in *, CLIENT *);
/* Serverseite */

extern square_out *
squareproc_1_svc(square_in *, struct svc_req *);

2. square_clnt.c: Client-Seite der Funktion, Verpacken der Argumente

#include <memory.h> /* for memset */
#include "square.h"

/* Default timeout can be changed using clnt_control() */
static struct timeval TIMEQUT = { 25, 0 };
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square_out * squareproc_l(square_in *argp, CLIENT *clnt)
{

static square_out clnt_res;

memset ((char *)&clnt_res, 0, sizeof(clnt_res));
if (clnt_call (clnt, SQUAREPROC,
(xdrproc_t) xdr_square_in, (caddr_t) argp,
(xdrproc_t) xdr_square_out, (caddr_t) &clnt_res,
TIMEQUT) != RPC_SUCCESS) {
return (NULL);
}

return (&clnt_res);

3. square_svc.c: Kompletter Server, der auf den Prozeduraufruf reagiert.

4. square_xdr.c: Funktion fiir Datenkonversion in heterogener Umgebung:

#include "square.h"

bool_t xdr_square_in (XDR *xdrs, square_in *objp)

{
register int32_t *buf;
if (Ixdr_int (xdrs, &objp->argl))
return FALSE;
return TRUE;
b
bool_t xdr_square_out (XDR *xdrs, square_out *objp]
{
register int32_t *buf;
if (!xdr_int (xdrs, &objp->resl))
return FALSE;
return TRUE;
X
Client

Nun ist der Client zu schreiben, der die Prozedur aufruft (client.c):

#include "square.h" /x includes also rpc/rpc.h */
int main ( int argc, char *xargv)

{
CLIENT *cl;
square_in in;
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square_out *outp;

if ( argec!=3) {
printf("usage: client <hostname>
<integer-value>\n");
exit(1);

cl = clnt_create(argv[i],
SQUARE_PROG,SQUARE_VERS, "tcp") ;

if (cl== NULL) {
printf("clnt_create failed\n");
exit(1);

in.argl = atoi(argv[2]);

outp = squareproc_1(&in,cl);/*x RPC */

if (outp==NULL) {
printf ("%s",clnt_sperror(cl,argv[1]));
exit(1);

printf ("%d\n", outp->resl);
exit (0);

Das Ubersetzen des Client geschieht mittels:

gcc -g -c client.c

gcc -g -c square_xdr.c

gcc -g -c square_clnt.c

gcc -o client client.o square_xdr.o square_clnt.o

Remote Funktionen auf Serverseite
Schlussendlich ist die Funktion auf der Serverseite zu schreiben (server.c):
square_out *

squareproc_1_svc(square_in *inp,
struct svc_req *rqgstp)

{
/* weil wir pointer zurueckgeben werden ! */
static square_out out;
out.resl = inp->argl * inp->argl;
return (&out);
+

Das Ubersetzen des Servers geschieht mittels:
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gcc -g -c server.c
gcc -g -c square_xdr.c
gcc -g -Cc square_svc.cC
gcc -o server.o square_xdr.o square_svcC.O

Test
Als erstes ist sicherzustellen, dass der portmapper lauft:
rpcinfo -p
Starte server mittels
server &
Starte Client:

peter@troll:~/TeX/vorlesung/prl_ueb/rpc > client troll 123
15129

Per default beantwortet der Server die Anfragen sequentiell nacheinander. Einen multithreaded
Server kriegt man so:

e generiere RPC code mittels rpcgen -C -M ...

e Mache die Prozeduren reentrant. Trick mit static Varianble geht dann nicht mehr. Lésung:
Gebe Ergebnis in einem call-by-value Parameter zuriick.

6.3 CORBA

In der objektorientierten Programmierung kapseln Klassen sowohl Daten als auch Methoden.
Nun koénnen wir uns die Objekte verteilt iber mehrere Rechner vorstellen. Der Aufruf einer
Methode eines Objekts das nicht lokal vorliegt entspricht dabei einem RPC.

Das von der OMG (Object Managment Group) entwickelte CORBA (Common Objekt Re-
quest Broker Architecture) realisiert diese Idee verteilter Objekte in einer sehr allgemeinen und
portablen Weise. Dabei diirfen sowohl die Rechnerarchitektur, als auch das Betriebssystem, sowie
die Programmiersprache auf den unterschiedlichen Maschinen verschieden sein. (engl. heteroge-
neous distributed environment). Wichtigste Eigenschaften von CORBA sind:

e objektorientiert
e transparente Verteilung
e unabhéngig von Hardware, Betriebssystem und Programmiersprache

e herstellerunabhéngig

Konkurrenzprodukte zur CORBA mit &hnlicher Zielsetzung sind DCOM (Microsoft) und RMI
(Java, also nicht sprachunabhéngig).

Eine freie Implementierung von CORBA 2.3 ist MICO!, welches an der Uni Frankfurt fiir
C-++ entwickelt wurde und mit dem wir nun die Konzepte von CORBA illustrieren wollen.
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Account

e deposit( amount );
e withdraw( amount
e long balance();

N

Abbildung 6.2: Account Klasse

Abbildung 6.2 zeigt eine Klasse Account. Mittels CORBA wollen wir nun ein Objekt dieser
Klasse auf einem entfernten Rechner platzieren und dessen Methoden aufrufen kénnen.

Zunichst sind wie beim RPC alle entfernt aufrufbaren Methoden zu beschreiben. Hier sind das
alle Methoden eines Objektes (Puristen wiirden 6ffentliche Datenmitglieder ohnehin vermeiden).
Da CORBA sprachunabhéngig ist wurde dafiir eine eigene Sprache, die sogenannte IDL (interface
definition language) geschaffen.

Die Idee der Realisierung verteilter Objekte ist in Abbildung Abb. 6.3 skizziert. Account
wird zundchst als abstrakte Basisklasse realisiert. Davon wird dann einerseits der Stummel
Account_stub abgeleitet und andererseits Account_skel, wovon wieder die eigentliche Imple-
mentierung des Kontos Account_impl abgeleitet wird. Der Stummel ist ein Stellvertreter des
entfernten Objektes auf dem lokalen Rechner und leitet alle Anfragen an das entfernte Objekt
weiter. Der Benutzer muss nur die Implementierung das Kontos in Account_impl liefern, alle
anderen Klassen werden vom IDL-Compiler automatisch generiertt.

Wir gehen nun alle Schritte im Details durch

IDL-Definition erstellen

Die kommt in die Datei account.idl:

interface Account {
void deposit( in unsigned long amount ) ;
void withdraw( in unsigned long amount );
long balance();

s

Automatisches Generieren der Client/Server Klassen
gelingt mittels
idl account.idl

Das Ergebnis sind die Dateien account.h (enthélt die Klassendefinitionen) und account.cc
(Implementierung auf der Client-Seite).

lyww.mico. org
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Abbildung 6.3: Account mit IDL
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Aufruf auf der Client-Seite

Siehe Datei client.cc:

#include <CORBA-SMALL.h>
#include <iostream.h>
#include <fstream.h>
#include "account.h"

int main( int argc, char *argv[] )
{
//ORB initialization
CORBA: :0RB_var orb = CORBA::0RB_init( argc, argv,
"mico-local-orb" );
CORBA: :BOA_var boa = orb->B0A_init (argc, argv,
"mico-local-boa");

//read stringified object reference
ifstream in ("account.objid");

char ref[1000];

in » ref;

in.close();

// client side

CORBA: :0Object_var obj = orb->string_to_object(ref);
assert (!CORBA::is_nil (obj));

Account_var client = Account::_narrow( obj );

client->deposit( 100 );

client->deposit( 100 );

client->deposit( 100 );

client->deposit( 100 );

client->deposit( 100 );

client->withdraw( 240 );

client->withdraw( 10 );

cout « "Balance is " « client->balanca() « endl;

return O;

Serverseite

Server erhélt Implementierung der Klasse, Erzeugen eines Objektes und den eigentlichen Server:
server.cc

#define MICO_CONF_IMR
#include <CORBA-SMALL.h>
#include <iostraem.h>
#include <fstraem.h>
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#include <unistd.h>
#include "account.h"

class Account_impl : virtual public Account_skel {
CORBA: :Long _current_balance;

public:
Account_impl ()
{
_current_balance = 0;
+
void deposit( CORBA::ULong amount )
{
_current_balance += amount;
3
void withdraw( CORBA::ULong amount )
{
_current_balance -= amount;
}
CORBA: :Long balance()
{
return _current_balance;
}
s
int main( int argc, char *argv[] )
{
cout « "server init" « endl;
//initialisiere CORBA
CORBA: :0ORB_var orb = CORBA::0RB_init( argc, argv,
"mico-local-orb" );
CORBA: :BOA_var boa = orb->BOA_init (argc, argv,
"mico-local-boa");
// create object, produce global reference
Account_impl *server = new Account_impl;
CORBA: :String_var ref = orb->object_to_string( server );
ofstream out ("account.objid");
out « ref « endl;
out.close();
// start server
boa->impl_is_ready( CORBA::ImplementationDef::_nil() );
orb->run ();
CORBA: :release( server );
return O;
}
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Test

Zum Start wird wieder der Server gestartet:
server &
und der Client wird aufgerufen:

peter@troll:~/TeX/vorlesung/prl_ueb/corba > client
Balance is 250
peter@troll:~/TeX/vorlesung/prl_ueb/corba > client
Balance is 500
peter@troll:~/TeX/vorlesung/prl_ueb/corba > client
Balance is 750

Object-Naming: Hier iiber ,stringified object reference. Austausch iiber gemeinsam lesbare

Datei, email, etc., ist Global eindeutig und enthélt IP-Nummer, Serverprozess, Objekt.
Alternativ: Separate naming services.
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7 Grundlagen paralleler Algorithmen

7.1 Parallelisierungsansatze

In diesem Kapitel stellen wir einige grundsitzliche Uberlegungen zum Entwurf paralleler Algo-
rithmen an. Dazu unterscheiden wir die folgenden Schritte, denen je ein Unterabschnitt gewidmet
wird:

1. Zerlegen eines Problems in unabhéngige Teilaufgaben. Dies dient der Identifikation des
maximal moglichen Parallelismus.

2. Kontrolle der Granularitdt um Rechenaufwand und Kommunikation auszubalancieren.

3. Abbilden der Prozesse auf Prozessoren. Ziel ist eine optimale Abstimmung der logischen
Kommunikationsstruktur mit der Maschinenstruktur.

7.1.1 Zerlegen

Ziel des Zerlegungsschrittes ist das Aufzeigen der maximalen Parallelitét.

Datenzerlegung

Bei vielen Algorithmen sind die Berechnungen direkt an eine bestimmte Datenstruktur gekniipft.
Fiir jedes Datenobjekt sind gewisse Operationen auszufiihren, oftmals ist dieselbe Folge von
Operationen auf unterschiedliche Daten anzuwenden. In diesem Fall empfiehlt es sich jedem
Prozess einen Teil der Daten zuzuordnen, fiir die dieser verantwortlich ist.

Als Beispiele fiir Datenstrukturen betrachten wir eine Matrix und eine Triangulierung wie sie
in Abbildung 7.1 dargestellt sind. Bei der Matrixaddition C' = A + B konnen alle Elemente
ci; vollkommen parallel bearbeitet werden. In diesem Fall wiirde man jedem Prozess II;; die
Matrixelemente a;;, b;; und ¢;; zuordnen. Eine Triangulierung ergibt sich bei der numerischen
Losung partieller Differentialgleichungen. Hier treten Berechnungen pro Dreieck auf, die alle
gleichzeitig durchgefiihrt werden kénnen, jedem Prozess wiirde man somit ein Dreieck zuordnen.

Datenabhangigkeiten

Oft konnen die Operationen nicht fiir alle Datenobjekte gleichzeitig durchgefiihrt werden kénnen.
Als Beispiel dient die Gauf-Seidel-Iteration mit lexikographischer Nummerierung. Diese fiihrt
Berechnungen auf einem Gitter durch, wobei die Berechnung am Gitterpunkt (4, j) vom Ergebnis
der Berechnungen an den Gitterpunkten (i — 1, j) und (7, j — 1) abhéngt. Der Gitterpunkt (0, 0)
kann ohne jede Voraussetzung berechnet werden. Abbildung 7.2 zeigt die Datenabhéngigkeiten
mit Pfeilen. In diesem Fall kénnen alle Gitterpunkte auf den Diagonalen i + j = const parallel
bearbeitet werden. Datenabhéngigkeiten machen die Datenzerlegung wesentlich komplizierter.

142



Matrix Triangulierung

Abbildung 7.1: Beispiele fiir Datenstrukturen.

Abbildung 7.2: Datenabhéngigkeiten im Gaufs—Seidel-Verfahren.
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Abbildung 7.3: Zur adaptiven Quadratur.

Funktionale Zerlegung

Miissen unterschiedliche Operationen auf einer Datenmenge ausgefiithrt werden, so kann man an
eine funktionale Zerlegung denken. Als Beispiel sei ein Compiler erwéihnt. Dieser besteht aus
den Schritten lexikalische Analyse, Parser, Codegenerierung, Optimierung und Assemblierung.
Jeder dieser Schritte konnte einem separaten Prozess zugeordnet werden. Die Daten konnten die
Stufen in Portionen durchlaufen. In diesem Fall spricht man auch von ,,Makropipelining®.

Irreguldre Probleme

Bei manchen Problemen kann man die Zerlegung nicht a priori festlegen. Als Beispiel dient die
Berechnung des Integrals einer Funktion f(x) durch adaptive Quadratur wie in Abbildung 7.3
angedeutet. Die Wahl der Intervalle hingt von der Funktion f ab und ergibt sich erst wéhrend
der Berechnung durch Auswertung von Fehlerschitzern.

7.1.2 Agglomeration

Der Zerlegungsschritt zeigt die maximale Parallelitdt auf. Diese wirklich zu nutzen (im Sinne
von ein Datenobjekt pro Prozess) ist meist nicht sinnvoll, da der Kommunikationsaufwand dann
iiberhand nimmt. Deswegen ordnet man einem Prozess mehrere Teilaufgaben zu und fasst die
Kommunikation fiir all diese Teilaufgaben in moglichst wenigen Nachrichten zusammen. Dies
bezeichnet man als Agglomeration. Damit reduziert man zumindest die Anzahl der zu sendenden
Nachrichten. Weisen die Berechnungen eine gewisse Datenlokalitdt auf, so ergeben sich noch
weitere Einsparungen wie unten erlautert wird. Als Granularitit eines parallelen Algorithmus
bezeichnet man das Verhéltnis:

Anzahl Nachrichten
Rechenzeit

Granularitat =

Agglomeration reduziert also die Granularitét.

Als Beispiel betrachten wir gitterbasierte Berechnungen, siehe Abbildung 7.4. Hierbei kénnen
die Berechnungen fiir alle Gitterpunkte parallel durchgefiihrt werden. Jedem Prozess wird nun
eine ganze Menge von Gitterpunkten zugewiesen, etwa alle schwarzen Gitterpunkte dem Prozess
IT in Abbildung 7.4. In vielen solchen Anwendungen werden die Berechnungen iterativ durch-
gefiihrt, d.h. an jedem Gitterpunkt wird ein Wert gespeichert, der nun modifiziert werden soll.
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Abbildung 7.5: Verschiedene Agglomerationsprobleme.

Diese Modifikation berechnet sich aus dem aktuellen Wert des Gitterpunktes und dem seiner
vier direkten Nachbarpunkte. Alle Modifikationen kénnen gleichzeitig durchgefithrt werden. Es
bestehen also keine Datenabhéngigkeiten wie im Beispiel des Gaufs—Seidel-Verfahrens oben.

Durch die Zusammenfassung von Gitterpukten in einem Prozess tritt nun der folgende Effekt
ein. Ein Prozess besitze N Gitterpunkte und muss somit O(N) Rechenoperationen ausfiihren.
Falls die Datenaufteilung so gewéhlt wird wie in Abbildung 7.4 ist jedoch nur fiir die Gitter-
punkte am Rand der Partition, d.h. fiir solche mit Nachbarn in anderen Prozessen eine Kom-
munikation notwendig. Es ist also somit nur fiir insgesamt 4v/N Gitterpunkte Kommunikation
notwendig. Das Verhiltnis von Kommunikationsaufwand zu Rechenaufwand verhilt sich somit
wie O(N~1/2) und wir kénnen durch erhéhen der Anzahl der Gitterpunkte pro Prozessor den
Aufwand fiir die Kommunikation relativ zur Rechnung beliebig klein machen. Dies bezeichnet
man als Oberfliche—zu—Volumen—Effekt. Er setzt voraus, dass die Berechnung Datenlokalitdt be-
sitzt und die Agglomeration miteinander kommunizierende Teilaufgaben moglichst in den selben
Prozessor packt.

Nun geht es darum wie die Agglomeration durchzufithren ist. Wir stellen hier nur die Pro-
blematik anhand dreier verschiedener Modelle vor, die in Abbildung 7.5 schematisch dargestellt
sind. Die eigentlichen Methoden zur Agglomeration werden in Abschnitt 7.2 besprochen.
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(a) Ungekoppelte Berechnungen

Im ersten Fall besteht die Berechnung aus Teilproblemen, die vollig unabhéngig voneinander
berechnet werden konnen. Jedes Teilproblem kann jedoch eine andere Rechenzeit erfordern. Dies
ist in Abbildung 7.5(a) durch eine Menge von Knoten mit Gewichten dargestellt. Die Gewichte
sind ein Mafs fiir die erforderliche Rechenzeit.

Hier ist die Agglomeration sehr einfach. Man weist die Knoten der Reihe nach (z.B. der Grofe
nach geordnet oder zufillig) jeweils dem Prozess zu der am wenigsten Arbeit hat (dies ist die
Summe all seiner Knotengewichte).

Dieser Fall wird komplizierter wenn die Anzahl der Knoten sich erst wiahrend der Berechnung
ergibt (wie bei der adaptiven Quadratur) und/oder die Knotengewichte a priori nicht bekannt
sind (wie z.B. bei depth first search). In diesem Fall ist eine dynamische Lastverteilung erforder-
lich, die entweder zentral (ein Prozess nimmt die Lastverteilung vor) oder dezentral (ein Prozess
holt sich Arbeit von anderen, die zuviel haben) sein kann.

(b) Gekoppelte Berechnungen

Dies ist das Standardmodell fiir statische, datenlokale Berechnungen. Die Berechnung wird in
diesem Fall durch einen ungerichteten Graphen beschrieben. Ein Beispiel zeigt Abbildung 7.5(b).
Hier ist die Vorstellung, dass in einem ersten Schritt eine Berechnung pro Knoten erforderlich ist,
deren Lénge vom Knotengewicht modelliert wird. In einem zweiten Schritt tauscht jeder Knoten
Daten mit seinen Nachbarknoten aus. Die Anzahl der zu sendenden Daten ist proportional zum
jeweiligen Kantengewicht.

Ist der Graph regelméfig (und die Gewichte konstant), wie in Abbildung 7.4, so ist die Ag-
glomeration trivial. Im Fall eines allgemeinen Graphen G = (V, E) und P Prozessoren ist die
Knotenmenge V' so zu partititonieren, dass einerseits

B
Uvi=v, vinv;=0, Y g(v)=> g)/|V]
=1

veV; veV

und andererseits die Separatorkosten

> g, w) = min, S ={(v,w) € Elv € V;,w € V},i # j}
(v,w)es

minimal sind. Dieses Problem wird als Graphpartitionierungsproblem bezeichnet und ist schon
im Fall konstanter Gewichte und P = 2 (Graphbisektion) NP-vollstindig. Es gibt aber eine
ganze Reihe guter Heuristiken, die in linearer Zeit (in der Anzahl der Knoten, O(1) Nachbarn)
eine (ausreichend) gute Partitionierung finden koénnen.

(c) Gekoppelte Berechnungen mit zeitlicher Abhangigkeit

Hier ist das Modell ein gerichteter Graph wie in Abbildung 7.5(c) dargestellt. Die Vorstellung
dahinter ist, dass ein Knoten erst berechnet werden kann wenn alle Knoten, die iiber einge-
hende Kanten erreicht werden bereits berechnet sind. Ist ein Knoten berechnet (Rechenzeit
durch Knotengewicht gegeben) so wird das Ergebnis iiber die ausgehenden Kanten weitergege-
ben (Kommunikationszeit gegeben durch die Kantengewichte).

Dieses Problem ist im allgemeinen sehr schwer zu 16sen. Theoretisch ist es zwar nicht ,;schwie-
riger als Graphpartitionierung” (beide sind NP-vollstindig) aber es sind keine einfachen und
guten Heuristiken bekannt. Fiir spezielle Probleme dieser Art, wie sie etwa z.B. in adaptiven
Mehrgitterverfahren auftreten, kann man jedoch ganz gute Heuristiken finden.
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7.1.3 Abbilden der Prozesse auf Prozessoren

Die Menge der Prozesse II bildet einen ungerichteten Graphen G = (II, K). Dabei sind zwei
Prozesse miteinander verbunden, falls sie miteinander kommunizieren (man kénnte auch noch
Kantengewichte einfiithren, die modellieren wieviel sie kommunizieren).

Andererseits haben wir die Menge der Prozessoren P, die zusammen mit dem Kommunika-
tionsnetzwerk (Hypercube, Feld, etc.) einen Graphen Gp = (P, N) bilden. Wir nehmen an,
dass |II| = | P| und stehen nun vor der Frage welcher Prozess auf welchem Prozessor ausgefiihrt
werden soll. Im allgemeinen wollen wir die Abbildung so durchfiihren, dass Prozesse, die mitein-
ander kommunizieren moglichst auf (nahe) benachbarte Prozessoren abgebildet werden. Dieses
Optimierungsproblem bezeichnet man als Graphabbildungsproblem und auch dieses ist (leider
wieder) N'P-vollstindig.

Heutige Multiprozessoren besitzen sehr leistungsfiahige Kommunikationsnetzwerke. Insbeson-
dere ist in cut-through-Netzwerken die Ubertragungszeit einer Nachricht praktisch entfernungsu-
nabhangig. Diese Tatsache hat heute das Problem der optimalen Prozessplatzierung etwas in den
Hintergrund gedriangt. Eine gute Platzierung der Prozesse ist jedoch wichtig falls viele Prozesse
gleichzeitig miteinander kommunizieren wollen (was aber durchaus hiufig vorkommt!).

In den unten beschriebenen Algorithmen ist die logische Kommunikationsstruktur meist iden-
tisch mit der Maschinenstruktur, so dass wir auf dieses Problem nicht weiter eingehen.

7.2 Lastverteilung

Wir untersuchen in diesem Kapitel die Aufgabe, die anfallende Arbeit auf die verschiedenen Pro-
zessoren aufzuteilen. Dies entspricht dem Agglomerationsschritt vom vorhergehenden Abschnitt
bei dem man die parallel abarbeitbaren Teilprobleme wieder zusammengefasst hat.

7.2.1 Statische Verteilung ungekoppelter Probleme
Wir machen die Annahme, dafs das Maf fiir die Arbeit bekannt ist.

Bin Packing

Am Anfang sind alle Prozessoren leer. Die Knoten, die in beliebiger Reihenfolge oder sortiert
( z.B. der Grosse nach ) vorliegen, werden nacheinander jeweils auf den Prozessor gepackt,
der ( gerade ) am wenigsten Arbeit hat. Das funktioniert auch dynamisch, wenn wihrend des
Rechenvorganges neue Arbeit entsteht.

Rekursive Bisektion

Hierbei wird die zusétzliche Annahme gemacht, daf die Knoten eine Position im Raum besitzen.
Der Raum wird jetzt so geteilt, dafs in den Teilen etwa gleich viel Arbeit besteht. Dieses Vorgehen
wird dann rekursiv auf die entstandenen Teilrdume angewandt.

7.2.2 Dynamische Verteilung ungekoppelter Probleme

Nun sei das Ma# fiir die Arbeit nicht bekannt. Ein Prozess ist entweder aktiv ( hat Arbeit ) oder
frei ( hat keine Arbeit ). Die Arbeit kann geteilt werden ( falls es sich lohnt ).
Die Aktivitdten und Zusténde eines Prozesses zeigt die Abb. 7.7
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Beim Teilen der Arbeit sind folgende Fragen zu beriicksichtigen: Was will ich abgeben ( beim
Travelling-Salesman Problem z.B. moglichst Knoten aus dem Stack, die weit unten liegen ) und
wieviel will ich abgeben ( z.B. die Hélfte der Arbeit ( half split ) )?

Zusétzlich zur Arbeitsverteilung kann noch weitere Kommunikation stattfinden ( z.B. die
Bildung des globalen Minimums bei branch-and-bound beim Travelling-Salesman ). Aufserdem
kommt noch das Problem der Terminierungserkennung hinzu. Wann sind alle Prozesse idle?

Fiir die Frage, welcher Prozess auf der Suche nach Arbeit als néchster angesprochen wird,
betrachten wir verschiedene Selektionsstrategien:

e Master/Slave(Worker) Prinzip
Ein Prozess wird abgestellt, um die Arbeit zu verteilen. Er weifs, wer aktiv bzw. frei ist
und leitet die Anfrage weiter. Er regelt ( da er weif, wer frei ist ) auch das Terminierungs-
problem. Der Nachteil dieser Methode ist, dafs sie nicht skaliert. Als Alternative konnte
man eine hierarchische Struktur von Mastern einfiigen.

e Asynchrones Round Robin
Der Prozess II; hat eine Variable target;. Er schickt seine Anfrage an Iliarget, und setzt
dann target; = (target, + 1)%P.

¢ Globales Round Robin

Es gibt nur eine globale Variable target. Daran ist positiv, daf keine gleichzeitigen Anfragen
an denselben Prozess gestellt werden kénnen. Negativ ist jedoch der nétige Zugriff auf eine
globale Variable ( was z.B. ein Server Prozess machen kann ).

e Random Polling
Jeder wihlt zufillig einen Prozess mit gleicher Wahrscheinlichkeit ( — Paralleler Zufalls-
generator, achte zumindest auf das Austeilen von seeds 0.A.). Dieses Vorgehen bietet eine
gleichméfige Verteilung der Anfragen und benétigt keine globale Resource.

7.2.3 Graphpartitionierung

Betrachten wir ein Finite-Elemente-Netz :

Abbildung 7.8: Finite-Elemente-Netz

Es besteht aus Dreiecken T' = {t1,...,tx} mit
0
tiNt; =< ein Knoten

eine Kante
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Wir haben also einen Graphen. Die Arbeit findet beim Verfahren der Finiten Elemente in den
Knoten statt. Alternativ kann man auch in jedes Dreieck einen Knoten legen, diese mit Kanten
verbinden und den so entstehenden Dualgraphen betrachten.

5%
yoX

Abbildung 7.9: Graph und Dualgraph

Die Aufteilung des Graphen auf Prozessoren fiihrt zum Graphpartitionierungsproblem. Dazu
machen wir die folgenden Notationen:

G=(V,E) (Graph oder Dualgraph)
ECVxV symmetrisch (ungerichtet)

Die Gewichtsfunktionen

w:V —N (Rechenaufwand)

w:E—N (Kommunikation)

Die Gesamtarbeit

W = Zw(v)

veV

Aulserdem sei k die Anzahl der zu bildenden Partitionen, wobei & € N und k& > 2 sei. Gesucht
ist nun eine Partitionsabbildung

m:V—{0,...,k—1}
und der dazugehorige Kantenseparator
Xo={(w,W) e E|n(v) #nr()} CE

Das Graphpartitionierungproblem besteht nun darin, die Abbildung 7 so zu finden, dafs das
Kostenfunktional ( Kommunikationskosten )

Z w(e) — min

eGXﬂ—
minimal wird unter der Nebenbedingung ( Gleichverteilung der Arbeit )
Z w(v) gé% fir alle i € {0,...,k — 1}
v,m(v)=i

wobei 0 das erlaubte Ungleichgewicht bestimmt ( z.B. 6 = 1.1 fiir erlaubte 10% Abweichung
vom Durchschnittswert ).
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Wir machen hierbei die Annahme, daf die Berechnung dominiert, weil sonst wegen der hohen
Kommunikationskosten evtl. die Partitionierung unnotig ware. Das ist allerdings nur ein Modell
fiir die Laufzeit!

Fiir den Fall k = 2 spricht man vom Graphbisektionsproblem. Durch rekursive Bisektion lassen
sich 29-Wege-Partitionierungen erzeugen.

Problematischerweise ist die Graphpartitionierung fiir k > 2 NP-vollstdndig. Eine optimale
Losung wiirde also normalerweise die eigentliche Rechnung dominieren ( — paralleler Overhead
) und ist daher nicht annehmbar, weshalb man schnelle Heuristiken benotigt.

Abb. 7.10 illustriert die Partitionierung eines Finite-Elemente-Netzes

Rekursive Koordinatenbisektion(RCB)

Dazu benétigt man die Positionen der Knoten im Raum ( bei Finite-Elemente Anwendungen
sind die vorhanden ).

Weiter oben haben wir das Verfahren schon unter dem Namen Rekursive Bisektion gesehen.
Diesmal haben wir aber ein gekoppeltes Problem vorliegen. Daher ist es wichtig, dafs der Raum,
in dessen Koordinaten die Bisektion durchgefiihrt wird, mit dem Raum, in dem die Knoten liegen,
iibereinstimmt. In der Abb. 7.11 ist das nicht der Fall. Zwei Knoten mégen zwar raumlich dicht
beieinanderliegen, eine Koordinatenbisektion macht aber keinen Sinn, da die Punkte hier nicht
gekoppelt sind, es also einem Prozessor gar nichts niitzt, beide zu speichern.

Rekursive Spektralbisektion(RSB)

Hier werden die Positionen der Knoten im Raum nicht benotigt. Man stellt zunicht die Lapla-
cematrix A(G) zum vorliegenden Graphen G auf. Diese ist folgendermafen definiert:

grad(v;) 1=
A(G) = {aZJ}Q;':l mit a;; =4 —1 (vi,vj) ek

0 sonst

Dann l6se das Eigenwertproblem
Ae = Xe

Der kleinste Eigenwert A\; ist gleich Null, denn mit e; = (1,...,1)T gilt Ae; = 0 - e;. Der
zweitkleinste Figenwert Ao allerdings ist ungleich Null, falls der Graph zusammenhéngend ist.

Die Bisektion findet nun anhand der Komponenten des Eigenvektors es statt, und zwar setzt
man fiir ¢ € R die beiden Indizeemengen

Ip={ie{l,...,[V]}|(e): <c}
L={ie{l,.. .|V} (e)i>c}

und die Partitionsabbildung

{0 fallsv=v; Ni € Iy
m(v) =

1 fallsv=wv;Niel}

Dabei wahlt man das ¢ so, dafs die Arbeit gleichverteilt ist.
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Abbildung 7.10: Nordsee mit FE-Netz
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Abbildung 7.11: Gegenbeispiel zur Anwendbarkeit der RCB
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Abbildung 7.12: Graph und zugehérige Laplacematrix
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Kerninghan/Lin

Dabei handelt es sich um ein Iterationsverfahren, dafs eine vorgegebene Partition unter Beriick-
sichtigung des Kostenfunktionals verbessert.

Wir betrachten hier nur die Bisektion ( k-Wege Erweiterung moglich ) und nehmen die Kno-
tengewichte als 1 an. Aufierdem sei die Anzahl der Knoten gerade.

i=0;
|V | = 2n;
// Erzeuge Ilj so, dass Gleichverteilung erfiillt ist.
while (1) { // Iterationsschritt
Vo = {v [ m(v) = 0};
Vi={v|m(v) =1}

‘{O/:VIIZQ;
Vo = Vo;
Vi ="V

for (i=1;i<n;i++)
{
// Wéhle v; € Vo \ Vo' und w; € V4 \ V7’ so, dass
Zee(%x%)mE w(e) — Zee(vo”xvl”)ﬂE w(e) — max
// wobei
Vo' = Vo \ {vi} U {w;}
VA" = Vi \ {wi} U{vi}
// setze
Vo = Vo {uoi} U {wik:
Vi =Vi\{wi}U{vi};
} // for
// Bem.: max kann negativ sein, d.h. Verschlechterung der Separatorkosten
// Ergebnis an dieser Stelle: Folge von Paaren {(vi,w1),..., (vn,wy)}.
// Vo, V1 wurden noch nicht veréndert.
// Waihle nun eine Teilfolge bis m < n, die eine maximale
// Verbesserung der Kosten bewirkt ( ,hill climbing “)
Vo=Vo\{v1,...,om} U{wi,...,wn};
Vi=Vi\{wi,...,own}U{v1,...,on};
if (m == 0) break; // Ende
} // while

Das Verfahren von Kerningham /Lin wird meist in Kombination mit anderen Verfahren benutzt.

Multilevel k-Wege Partitionierung

Das Prinzip besteht darin, Knoten des Ausgangsgraphen G ( z.B. zufillig oder aufgrund schwe-
rer Kantengewichte ) in Clustern zusammenzufassen und diese wiederum als Knoten in einem
vergroberten Graphen G' anzusehen. Rekursiv angewandt fiihrt dieses Verfahren auf einen Gra-
phen G!.

G! wird nun partitioniert ( z.B. RSB / KL ) und anschlieRend die Partitionsfunktion auf
dem feineren Graphen G'~! interpoliert. Diese interpolierte Partitionsfunktion kann jetzt wieder
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mittels KL rekursiv verbessert und anschlieffend auf dem néchst feineren Graphen interpoliert
werden. So verfahrt man rekursiv, bis man wieder beim Ausgangsgraphen ankommt. Die Im-
plementierung ist dabei in O(n) Schritten moglich. Das Verfahren liefert qualitativ hochwertige
Partitionierungen.

Weitere Probleme

Weitere Probleme bei der Partitionierung sind

e Dynamische Repartitionierung: Der Graph soll mit mdoglichst wenig Umverteilung
lokal abgedndert werden.

e constraint Partitionierung: Aus anderen Algorithmenteilen sind zusétzliche Datenab-
héngigkeiten vorhanden.

e Parallelisierung des Partitionsverfahrens: Ist nétig bei grofien Datenmengen ( Dafiir
gibt es fertige Software )

7.3 Analyse paralleler Algorithmen

In diesem Abschnitt beschreiben wir wie die Leistungsfahigkeit paralleler Algorithmen untersucht
werden kann.

Wir nehmen an wir wollen ein Problem II parallel 16sen. Das Problem II ist parametrisiert
durch die Problemgrifie N, die frei gewéhlt werden kann.

Wir 16sen das Problem II mit einem sequentiellen bzw. einem parallelen Algorithmus, die
miteinander verglichen werden sollen. Parallele Algorithmen kénnen nicht unabhéngig von der
Hardware betrachtet werden auf der sie ausgefiihrt werden. Wir nehmen an, daf der zur Verfii-
gung stehende Parallelrechner vom MIMD-Typ ist und aus P identischen Rechenknoten besteht.
Der sequentielle Algorithmus wird immer auf einem dieser Knoten ausgefiihrt. Weiterhin verfiigt
der Parallelrechner iiber ein mitwachsendes Kommunikationsnetzwerk. Als Hardwareparameter
sind Aufsetzzeiten und Ubertragungsrate des Kommunikationsnetzwerkes sowie die Zeiten fiir
elementare Rechenoperationen bekannt.

Eine Kombination von parallelem Algorithmus und paralleler Hardware auf der dieser ausge-
fiihrt wird bezeichnen wir als paralleles System. Unter der Skalierbarkeit eines parallelen Sys-
tems verstehen wir dessen Fahigkeit wachsende Resourcen, wie Prozessoren und Speicher, zu
nutzen. Das Ziel dieses Abschnittes ist es den Begriff der Skalierbarkeit zu quantifizieren und
verschiedene Skalierbarkeitsansétze vorzustellen. Skalierbarkeitsuntersuchungen ermdoglichen es
verschiedene parallele Systeme miteinander zu vergleichen und Leistungsvorhersagen fiir grofte
Prozessorzahlen zu treffen.

7.3.1 MakBe paralleler Algorithmen
Laufzeiten

Unter der Zeit Ts(N) verstehen wir die Laufzeit eines bestimmten sequentiellen Algorithmus
zur Losung des Problems II bei Eingabegroffe N auf einem Knoten des Parallelrechners. So
kénnte das Problem IT etwa aus der Losung eines linearen Gleichungssystemes der Grofe N x N
bestehen und Ts(N) konnte die Laufzeit des Gaufschen Eliminationsverfahrens sein.

Unter der Zeit Tpest(N) verstehen wir die Laufzeit des besten (bekannten) sequentiellen Algo-
rithmus zur Losung des Problems II bei Eingabegrofte N. Wichtig ist, daf Tpes (V) die Laufzeit
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eines sequentiellen Algorithmus darstellt der alle Probleme II (z.B. lineare Gleichungssysteme)
fiir fast alle Eingabegrofen N in der kiirzesten Zeit 10st.

Die Laufzeit Tp(N, P) beschreibt die Laufzeit des zu untersuchenden parallelen Systems zur
Losung von II in Abhéngigkeit der Eingabegrofse N und der Prozessorzahl P.

Speedup und Effizienz

Mit den Laufzeiten von oben definieren wir nun den Speedup S als

Tbest (N)
S(N,P) = ————-. 7.1
Es gilt fiir alle N und P, daf S(N, P) < P. Denn angenommen es sei S(N, P) > P, so konnten
wir ein sequentielles Programm konstruieren, welches das parallele Programm simuliert (im Zeit-
scheibenbetrieb abarbeitet). Dieses hypothetische Programm hétte dann die Laufzeit PTp(N, P)
und es wére

Tbest(N)
PTp(N,P) = P—————= < Tpest(N). 7.2
P( 9 ) S(N, P) beSt( ) ( )
Das neue Programm wére also schneller als das beste sequentielle Programm was offensichtlich
ein Widerspruch ist.

Die Effizienz E wird definiert als
Thest(N)
E(N,P)= ————~_, 7.3
(N, P) PTp(N,P) (7.3)

und es gilt E(NV, P) < 1. Die Effizienz gibt den Anteil des maximalen Speedup der erreicht wird.
Man kann auch sagen, dafs E - P Prozessoren wirklich an der Losung von II arbeiten und der
Rest (1 — E)P nicht effektiv zur Problemlésung beitrégt.

Kosten
Als Kosten C' definiert man das Produkt

C(N,P)= PTp(N,P), (7.4)
denn fiir soviel Rechenzeit muss man im Rechenzentrum bezahlen. Man bezeichnet einen Algo-
rithmus als kostenoptimal falls C(N, P) = constTpes:(N). Offensichtlich gilt dann

Tbest (N)

BN, P) = C(N, P)

= 1/const, (7.5)

die Effizienz bleibt also konstant.

Parallelitdtsgrad

Schlieflich bezeichnen wir mit I'(N) noch den sog. Parallelitatsgrad, das ist die maximale Zahl
gleichzeitig ausfiihrbarer Operationen in dem besten sequentiellen Algorithmus. Offensichtlich
kénnten prinzipiell umso mehr Operationen parallel ausgefiihrt werden, je mehr Operationen
iiberhaupt auszufiihren sind, je grofer also N ist. Der Parallelitdtsgrad ist also von N abhéngig.

Andererseits kann der Parallelitdtsgrad nicht grofser sein als die Zahl der insgesamt auszufiih-
renden Operationen. Da diese Zahl proportional zu Ts(N) ist, konnen wir sagen, dass

I'(N) < O(Ts(N)) (7.6)
gilt.
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7.3.2 Skalierter Speedup

Wir wollen nun untersuchen wie sich der Speedup S(N, P) eines parallelen Systems in Abhén-
gigkeit von P verhélt. Dabei stellt sich sofort die Frage wie der zweite Parameter N zu wihlen
ist. Dazu gibt es verschiedene Moglichkeiten.

Feste sequentielle Ausfiihrungszeit

Hier bestimmen wir N aus der Beziehung
!
Tbest(N) = szm — N =Ny (77)
wobei T'f;; ein Parameter ist. Der skalierte Speedup ist dann
Sa(P) = S(Na, P), (7.8)

dabei steht A fiir den Namen AMDAHL (siehe unten).

Wie verhélt sich dieser skalierte Speedup? Dazu nehmen wir an, dass das parallele Programm
aus dem besten sequentiellen Programm dadurch entsteht, dass ein Teil 0 < ¢ < 1 weiter
sequentiell bearbeitet wird und der Rest (1 — ¢) vollstédndig parallelisiert werden kann. Die
parallele Laufzeit (fiir das feste N4!) ist also Tp = qT iz + (1 — ¢)Tfi2/ P. Fiir den Speedup gilt
dann

Ty 1
S(P) = = 7.9
) ATriz + (1= )Ty /P g+ 158 (79)
und somit limp_., S(P) = 1/q. Der maximal erreichbare Speedup wird also rein durch den

sequentiellen Anteil bestimmt. Zudem sinkt die Effizienz stark ab wenn man nahe an den maxi-
malen Speedup herankommen will. Diese Erkenntnis wird als ,,Gesetz von Amdahl* bezeichnet
und hat Ende der 60er Jahre zu einer sehr pessimistischen Einschéatzung der Moglichkeiten des
parallelen Rechnens gefiihrt, siche (AMDAHL 1967). Dies hat sich erst gedndert als man erkannt
hat, dass fiir die meisten parallelen Algorithmen der sequentielle Anteil g mit steigendem N ab-
nimmt. Der Ausweg aus dem Dilemma besteht also darin mit mehr Prozessoren immer grofere
Probleme zu 16sen!
Wir stellen nun drei Ansétze vor wie man N mit P wachsen lassen kann.

Feste parallele Ausfiihrungszeit

Hier bestimmen wir N aus der Gleichung
Tp(N,P) £ Ty, — N=Na(P) (7.10)
fiir gegebenes T't;; und betrachten dann den Speedup
Sa(P) = S(Ng(P),P). (7.11)

Diese Art der Skalierung wird auch ,,Gustafson scaling” genannt, siche (GUSTAFSON 1988). Als
Motivation dienen Anwendungen wie etwa die Wettervorhersage. Hier hat man eine bestimmte
Zeit T't;; zur Verfiigung in der man ein mdéglichst grokes Problem 16sen will.
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Fester Speicherbedarf pro Prozessor

Viele Simulationsanwendungen sind speicherbeschréankt, d.h. der Speicherbedarf wéchst mit N
wie M (N) an und oft bestimmt nicht die Rechenzeit sondern der Speicherbedarf welche Probleme
man auf einer Maschine noch berechnen kann. Nehmen wir an, dass der Parallelrecher aus P
identischen Prozessoren besteht, die jeweils einen Speicher der Grosse My besitzen, so bietet sich
die Skalierung

M(N) = PMy, — N =Ny(P) (7.12)

an und wir betrachten
Sy (P) = S(Ny(P), P). (7.13)

als skalierten Speedup.

Konstante Effizienz

Als letzte Moglichkeit der Skalierung wollen wir N so wéahlen, dass die parallele Effizienz konstant
bleibt, d.h. wir fordern

E(N,P)=E, — N=N;(P). (7.14)
Dies bezeichnet man als isoeffiziente Skalierung. Offensichtlich ist E(N(P), P) = Ej also
Si(P) = S(N;(P),P) = PEj. (7.15)

Wie wir spéater sehen werden ist eine isoeffiziente Skalierung nicht fiir alle parallelen Systeme
moglich, d.h. man findet nicht unbedingt eine Funktion N;(P), die (7.14) identisch erfiillt. Somit
kann man andererseits vereinbaren, dass ein System skalierbar ist genau dann wenn eine solche
Funktion gefunden werden kann.

Um diese Begriffe etwas zu vertiefen betrachten wir ein

Beispiel

Es sollen N Zahlen auf einem Hypercube mit P Prozessoren addiert werden. Wir gehen folgen-
dermassen vor:

e Jeder hat N/P Zahlen, die er im ersten Schritt addiert.
e Diese P Zwischenergebnisse werden dann im Baum addiert.
Wir erhalten somit die sequentielle Rechenzeit
Thest(N) = (N = 1)t (7.16)
und die parallele Rechenzeit
Tp(N,P) = (N/P — 1)t, + 1d Pt,,, (7.17)

wobei t, die Zeit fiir die Addition zweier Zahlen und t,, die Zeit fiir den Nachrichtenaustausch
ist (wir nehmen an, dass t,, > t,).

Feste sequentielle Ausfithrungszeit
Setzen wir Tpest(N) = T'tiy so erhalten wir, falls T, > t,, in guter Ndherung

Ny = Tfix/ta-
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Da die Problemgrofie auf N beschrinkt ist hat es natiirlich auch keinen Sinn mehr als P =
N4 Prozessoren einzusetzen. Wir erhalten also eine Beschrankung der maximal einsetzbaren
Prozessorzahl. Fiir den Speedup erhalten wir fiir den Fall Ny/P > 1

Ty P
Sa(P) = = . 7.18
a(P) Ttiz/P +1d Pty, 1+PldP% (7.18)
Feste parallele Ausfithrungszeit
Wir erhalten fiir die Gustafson—Skalierung:
N Ttir —1d Pty
(P_1> ta+1dPtm:Tfi$:>NG:P<1+f) . (7.19)

Auch hier erhalten wir eine Beschrankung an die maximal nutzbare Prozessorzahl: Ist 1d Pt,, =
T'tiz, so wiirde ein Einsatz von mehr Prozessoren in jedem Fall die maximal zuldssige Rechen-
zeit tibersteigen. Es sind also maximal 277i/tm Prozessoren einsetzbar. Immerhin kénnen wir
annehmen, dass 27fi/tm > Tpiz/ta gilt.

Fiir den skalierten Speedup S¢ erhalten wir unter der Annahme Ng(P)/P > 1:

B Ne(P)t, B P
- Ng(P)ty/P+1dPt,, 1 +1dP;Tw'

Sa(P) (7.20)

Hier haben wir ausgenutzt, dass Ng(P) ~ PT¥;3/t, in guter Naherung. Im Vergleich zu Sa(P)
sehen wir, dass ein Faktor P im Nenner weggefallen ist, fiir gleiche Prozessorzahlen ist also Sg
grofler als Sy.

Fester Speicher pro Prozessor
Der Speicherbedarf unseres Algorithmus ist M(N) = N. Somit liefert M (N) = MyP die
Skalierung

Ny (P) = MyP.
Offensichtlich kénnen wir nun unbegrenzt viele Prozessoren einsetzen, dafiir steigt allerdings die
parallele Rechenzeit auch unbegrenzt an. Fiir den skalierten Speedup bekommen wir:
N M (P )ta P

T Nu(P)ta/P+1dPty, 1 +1d Pl

Sy (P) (7.21)

Fiir die Wahl T';, = Mot, ist dies die selbe Formel wie Sg. In beiden Féllen sehen wir, dass die
Effizienz mit P fallt.

Isoeffiziente Skalierung
Wir wahlen N so, dass die Effizienz konstant bleibt, bzw. der Speedup linear wichst, d.h.:

P 1 P
14K

Im
Ny(P)=PldP——-
- I( ) Kta’

14+ P%(\ifPt

lm,
ta

fiir ein frei wihlbares K > 0. Da Nj(P) existiert wird man den Algorithmus als skalierbar
bezeichnen. Fiir den Speedup gilt St = P/(1 + K).
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7.3.3 lIsoeffizienzanalyse

Wir werden nun das Prinzip der isoeffizienten Skalierung noch weiter formalisieren. Dies wird es
uns erlauben die Skalierbarkeit verschiedenster paralleler Systeme miteinander zu vergleichen.
Wir werden damit in der Lage sein z.B. eine Frage wie , Ist dieser Algorithmus zur Matrixmulti-
plikation auf dem Hypercube besser skalierbar als jener zur schnellen Fouriertransformation auf
einem Feld* zu beantworten.

Problemgrélie

Unser Problemgréfenparameter N war bisher willkiirlich gewihlt. So konnte N bei der Matrix-
multiplikation sowohl die Anzahl der Elemente einer Matrix als auch die Anzahl der Elemente
einer Zeile bezeichnen. In diesem Fall wiirde sich im ersten Fall 2N3/%¢ ¢ und im zweiten Fall
2N Stf als sequentielle Laufzeit ergeben. Fiir die Vergleichbarkeit von Algorithmen bendtigen
wir jedoch ein Aufwandsmaft das invariant beziiglich der Wahl des Problemgrofsenparameters
ist. Daher wahlen wir als Maf fiir den Aufwand W eines (sequentiellen) Algorithmus dessen
Ausfithrungszeit, wir setzen also

W = Tpest(N) (7.22)

selbst. Diese Ausfiihrungszeit ist wiederum proportional zur Zahl der auszufithrenden Operatio-
nen in dem Algorithmus. Im folgenden driicken wir nun alle Grofen beziiglich dieser Arbeit W
aus. So erhalten wir etwa fiir den Parallelitatsgrad I':

L(w) <ow),

denn es konnen nicht mehr Operationen parallel ausgefithrt werden als iiberhaupt auszufiithren
sind.

Mittels N =T, b;;t(W) konnen wir schreiben

Tp(W, P) = Tp(Ty, (W), P),

est

wobei wir jedoch die Tilde im folgenden gleich wieder weglassen werden.

Overhead
Wir definieren den Overhead als
T,(W,P) = PTp(W,P) — W > 0. (7.23)

PTp(W, P) ist die Zeit, die eine Simulation des sequentiellen Programms auf einem Prozessor be-
notigen wiirde. Diese ist in jedem Fall nicht kleiner als die beste sequentielle Ausfithrungszeit W.
Der Overhead beinhaltet zusétzliche Rechenzeit aufgrund von Kommunikation, Lastungleichheit
und ,,iberflissigen” Berechnungen.

Isoeffizienzfunktion

Aus dem Overhead erhalten wir

T,(W, P
Tp(W,P) = W+ LW, P)
P
Also erhalten wir fiir den Speedup
1
SW,P) =" _p

Tp(W,P) 1 LeO%P)”
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bzw. fiur die Effizienz .

1+ To(VV[‘//,P)
Im Sinne einer isoeffizienten Skalierung fragen wir nun: Wie muss W als Funktion von P
wachsen damit die Effizienz konstant bleibt. Wegen obiger Formel ist dies dann der Fall wenn
To(W, P)/W = K, mit einer beliebigen Konstanten K > 0. Die Effizienz ist dann 1/(1 + K).
Damit erhalten wir die folgende Definition:

Eine Funktion W (P) heifst Isoeffizienzfunktion falls sie die Gleichung

B(W, P) =

To(Wk(P), P) = KWk (P)

identisch erfiillt. Ein paralleles System heifst skalierbar genau dann wenn es eine Isoeffizienzfunk-
tion besitzt. Das asymptotische Wachstum von W mit P ist ein Mafs fiir die Skalierbarkeit eines
Systems. Besitzt etwa ein System S eine Isoeffizienzfunktion W = O(P3/ 2) und ein System S5
eine Isoeffizienzfunktion W = O(P?) so ist Sy schlechter skalierbar als Si.

Wir wenden uns nun noch zwei Fragen iiber die Existenz und das Mindestwachstum einer
Isoeffizienzfunktion zu.

Wann gibt es eine Isoeffizienzfunktion?

Wir gehen aus von der Effizienz

1

1+ LeQRR)

E(W,P) =

Betrachten wir zunéchst was mit der Effizienz bei festem W und wachsendem P passiert. Es gilt
fiir jedes parallele System, dass

lim E(W,P) =0

P—oo

wie man aus folgender Uberlegung sicht: Da W fest ist, ist auch der Parallelititsgrad fest und
damit gibt es eine untere Schranke fiir die parallele Rechenzeit: Tp(W, P) > Ty (W), d.h. die
Berechnung kann nicht schneller als T),;, sein, egal wieviele Prozessoren eingesetzt werden.
Damit gilt jedoch asymptotisch

T,(W, P) - PToim(W) =W
w - w
und somit geht die Effizienz gegen 0.

Betrachten wir nun die Effizienz bei festem P und wachsender Arbeit W, so gilt fiir viele
(nicht alle!) parallele Systeme, dass

lim E(W,P)=1.
W—oo
Offensichtlich bedeutet dies im Hinblick auf die Effizienzformel, dass
TO(VVv P)‘P:const < O(W) (724>

bei festem P wéchst also der Overhead weniger als linear mit . In diesem Fall kann fiir jedes P
ein W gefunden werden so dass eine gewiinschte Effizienz erreicht wird. Gleichung (7.24) sichert
also die Existenz einer Isoeffizienzfunktion. Als Beispiel fiir ein nicht skalierbares System sei
die Matrixtransposition genannt. Wir werden spéter ableiten, dass der Overhead in diesem Fall
To(W, P) = O(W,1d P) betrégt. Somit existiert keine Isoeffizienzfunktion.
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Optimal parallelisierbare Systeme
Wir wollen nun der Frage nachgehen wie Isoeffizienzfunktionen mindestens wachsen miissen.

Dazu bemerken wir zunédchst, dass

w
Tp(W,P) > )’

denn I'(W) (dimensionslos) ist ja die maximale Zahl gleichzeitig ausfiihrbarer Operationen im
sequentiellen Algorithmus bei Aufwand W. Somit ist W/I'(W) eine untere Schranke fiir die
parallele Rechenzeit.

Nun koénnen sicher nicht mehr Operationen parallel ausgefiihrt werden als iiberhaupt aus-
zufithren sind, d.h. es gilt I'(W) < O(W). Wir wollen ein System als optimal parallelisierbar
bezeichnen falls

r(w)=cw

gilt mit einer Konstanten ¢ > 0. Nun gilt

W 1
Tp(W,P)> — = =
P( ) ) - F( ) C’
die minimale parallele Rechenzeit bleibt konstant. Fiir den Overhead erhalten wir dann in diesem
Fall
T,(W,P) = PTp(W,P) —W = P/c— W

und somit fiir die Isoeflizienzfunktion

P

!
TO(I/I/,P):P/C—W:KW@W—m—

O(P).

Optimal parallelisierbare Systeme haben somit eine Isoeffizienzfunktion W = ©(P). Wir mer-
ken uns also, dass Isoeffizienzfunktionen mindestens linear in P wachsen.

Wir werden in den folgenden Kapiteln die Isoeffizienzfunktionen fiir eine Reihe von Algorith-
men bestimmen, deswegen sei hier auf ein ausfiihrliches Beispiel verzichtet.

163



8 Algorithmen fiir vollbesetzte Matrizen

In diesem Kapitel betrachten wir Algorithmen zur Transposition von Matrizen, zur Multipli-
kation einer Matrix mit einem Vektor bzw. einer Matrix, sowie die Auflésung von linearen
Gleichungssystemen.

8.1 Datenaufteilungen

Algorithmen fiir vollbesetzte Matrizen sind typischerweise datenparallele Algorithmen (siehe
Abschnitt 7.1.1). Wir betrachten daher vorab die gebrduchlichsten Aufteilungsstrategien fiir
Vektoren und Matrizen.

8.1.1 Aufteilung von Vektoren

Ein Vektor 2 € RN entspricht einer geordneten Liste von Zahlen. Jedem Index 4 aus der Index-
menge I = {0,...,N — 1} wird eine reelle Zahl x; zugeordnet. Statt R" wollen wir auch R(I)
schreiben, um die Abhéngigkeit von der Indexmenge deutlich zu machen. Die natiirliche (und
effizienteste) Datenstruktur fiir einen Vektor ist das Feld. Da Felder in vielen Programmierspra-
chen mit dem Index 0 beginnen, tut dies auch unsere Indexmenge 1.

Eine Datenaufteilung entspricht nun einer Zerlegung der Indexmenge [ in

I=|J L, mitp#qg=1,nI =0,
peP

wobei P die Prozessmenge bezeichnet. Im Sinne einer guten Lastverteilung sollten die Index-
mengen I, p € P, jeweils gleich viele Elemente enthalten.

Prozess p € P speichert somit die Komponenten x;, ¢ € I,, des Vektors . In jedem Prozess
mochten wir wieder mit einer zusammenhéngenden Indexmenge fp arbeiten, die bei 0 beginnt,
d.h. )

I, ={0,..., |, — 1}.
Die Abbildungen

p: I — P bzw.
pw: I —N
ordnen jedem Index i € I umkehrbar eindeutig einen Prozess p(i) € P und einen lokalen Index
p(i) € Ly zu:
T30 (p(i), u(i)).
Die Umkehrabbildung

pt U{p} x I, — 1
peEP
—_————
CPxN

liefert zu jedem lokalen Index i € fp und Prozess p € P den globalen Index p~!(p, i), d.h.
p(p"(p,i)) = p und p(u"(p,i)) = i.
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zyklisch:

I: 01 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12
p(A): |0 1 2 3 0 1 01 2 3 0
w(zr): (00O O 1 1 1122 2 2 3
z.B. I = {1,5,9},

L = {0,1,2}.

blockweise:

I: 01 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12
p(i): {0 O OO 1 11222 3 3 3
wr): 10123 01 2012 0 1 2
z.B. I = {4,5,6},

I = {0,1,2}.

Abbildung 8.1: Zyklische und blockweise Aufteilung eines R'? Vektors auf vier Prozessoren.

Gebrauchliche Aufteilungen

sind vor allem die zyklische Aufteilung mit!

p(i) = %P
u(i) = i+P
und die blockweise Aufteilung mit
(i) i+(B+1) falls i < R(B +1)
Py = R+ (i—R(B+1))+B sonst
() = i%(B+1) falls i < R(B + 1)
a N (i—R(B+1))%B sonst

mit B= N+ P und R = N % P. Hier ist die Idee, dass die ersten R Prozesse B + 1 Indizes be-
kommen und die restlichen je B Indizes. Abb. 8.1 illustriert zyklische und blockweise Aufteilung

fir N =13 und P = 4.

8.1.2 Aufteilung von Matrizen

Bei einer Matrix A € RY*M wird jedem Tupel (i,7) € I x J, mit I = {0,...,N — 1} und
J=1{0,..., M — 1} eine reele Zahl a;; zugeordnet.

Im Prinzip konnte man die Matrixelemente beliebig den Prozessoren zuordnen. Dann kon-
nen jedoch die einem Prozessor zugeordneten Elemente im allgemeinen nicht wieder als Matrix
dargestellt werden. Dies ist nur moglich, wenn man sich auf die separate Zerlegung der ein-
dimensionalen Indexmengen I und J beschriankt. Dazu nehmen wir an, die Prozesse seien als

zweidimensionales Feld organisiert, d.h.

(p,q) €{0,...,P—1} x{0,...,Q — 1}.

!+ bedeutet ganzzahlige Division; % die modulo-Funktion
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Die Indexmengen I, J werden zerlegt in
P—1 Q-1
I=Jnwmdr={]J1,
p=0 q=0

und Prozess (p, q) ist dann f;ﬁr di~e Indizes I, x I, verantwortlich. Lokal speichert Prozess (p, q)
seine Elemente dann als R(I, x J;)-Matrix. Die Zerlegungen von I und J werden formal durch
die Abbildungen p und p sowie ¢ und v beschrieben:

L={icl|p()=p} I
Jo={icJq(j)=q}, Jq

={neN|Jiel:pl)=pA ul)=n}
A ) =

{meN|3jeJ:q(j) =q Av(j)=m}

Die Abb. 8.2 zeigt einige Beispiele fiir die Aufteilung einer 6 x 9-Matrix auf vier Prozessoren.

Welche Datenaufteilung ist nun die Beste? Dies ldsst sich so nicht sagen. Generell liefert die
Organisation der Prozesse als moglichst quadratisches Feld eine Aufteilung mit besserer Last-
verteilung. Wichtiger ist jedoch, dass sich unterschiedliche Aufteilungen unterschiedlich gut fiir
verschiedene Algorithmen eignen. So werden wir sehen, dass sich ein Prozessfeld mit zyklischer
Aufteilung sowohl der Zeilen aus auch der Spaltenindizes recht gut fiir die LU-Zerlegung eignet.
Diese Aufteilung ist jedoch nicht optimal fiir die Auflésung der entstehenden Dreieckssysteme.
Muss man das Gleichungssystem fiir viele rechte Seiten 16sen, so ist ein Kompromiss anzustreben.

Dies gilt generell fiir fast alle Aufgaben aus der linearen Algebra. Die Multiplikation zweier
Matrizen oder die Transposition einer Matrix stellt nur einen Schritt eines groferen Algorithmus
dar. Die Datenaufteilung kann somit nicht auf einen Teilschritt hin optimiert werden, sondern
sollte einen guten Kompromiss darstellen. Eventuell kann auch {iberlegt werden, ob ein Umko-
pieren der Daten sinnvoll ist.

In den folgenden Abschnitten prasentieren wir deshalb entweder Algorithmen fiir unterschied-
liche Datenaufteilungen zur Losung einer Aufgabe (z.B. Transponieren), oder wir formulieren den
Algorithmus gleich so, dass er eine Vielzahl von Datenaufteilungen zulésst (z.B. LU-Zerlegung).

8.2 Transponieren einer Matrix

Gegeben sei A € RV*M  verteilt auf eine Menge von Prozessen; zu ,berechnen® ist A7 mit der
selben Datenaufteilung wie A. Im Prinzip ist das Problem trivial. Wir konnten die Matrix so auf
die Prozessoren aufteilen, dass nur Kommunikation mit néchsten Nachbarn notwendig ist (da die
Prozesse paarweise kommunizieren). Ein Beispiel zeigt Abb. 8.3). Hier wurde eine Ringtopologie
zugrunde gelegt. Offensichtlich ist nur Kommunikation zwischen direkten Nachbarn notwendig
(01,2« 3,...,10 < 11). Allerdings entspricht diese Datenaufteilung nicht dem Schema, das
wir in Abschnitt 8.1 eingefiihrt haben und eignet sich z.B. weniger gut fiir die Multiplikation
zweier Matrizen.
Wir besprechen nun drei Algorithmen fiir brauchbarere Datenaufteilungen.

8.2.1 Eindimensionale Aufteilung

Betrachten wir 0.B.d.A eine spaltenweise, geblockte Aufteilung wie in Abb. 8.4 dargestellt.
Offensichtlich hat in diesem Fall jeder Prozessor Daten an jeden anderen zu senden. Es handelt
sich also um all-to-all mit personlichen Nachrichten. Nehmen wir eine Hypercubestruktur als
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(a) P =1, Q =4 (Spalten), J: zyklisch:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 J
0 1 2 3 0 1 2 3 0 g
0 0 0 0 1 1 1 1 2 v
- . - O XN
- . - . e
- . - . XN
- . - . e
- . - . X
- . - . e

(b) P =4,Q =1 (Zeilen), I: blockweise:

0 0 0| mem mon SN HDN DS IO BOE BB BN

IO 1l e oon SoE DD BOD BOD BB BB BN

21 0| mon SN DN BEN BDN IO BN B

31 1/ mmm oo S HEN BN BON BON BEE BN

‘51 ?)) 8 T R

I p p

(c) P=2,Q =2 (Feld), I: zyklisch, J: blockweise:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 J
0 0 0 0 0 1 1 1 1 q
0 1 2 3 4 0 1 2 3 v

000 0 /mmm mm mE NN NN 0 B B B

20 1 e oon oD NN BN S0 B0 B

40 2 mum o S N O S B e

51 2 | e oam SN S

I p p

Abbildung 8.2: Aufteilung einer 6 x 9-Matrix auf vier Prozessoren

121 3 5
0 13 7 9
2 6 14 11
4 8 10 15

Abbildung 8.3: Optimale Datenaufteilung fiir die Matrixtransposition (die Zahlen bezeichnen
die Prozessornumern).
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(0,0) (0,1) ... |... (0,7)
(1,0) (1,1) an I an Py
N/P{ an P an P
(7, O) an P2 an P2 (7, 7)
Py Py Py

Abbildung 8.4: 8 x 8-Matrix auf drei Prozessoren in spaltenweiser, geblockter Aufteilung.

I BN NN | EEE EE EaE | Eea e
mm 0.0) mem mm 01 mem | mm (0,2
I S | e e | e e
BN BN BEN | BN EEE BN | Emm  EEm
mm (10) mmm | mm (1D | omm (1,2
I BN NN BB BN BN | Emm  EEm

(2,00 oo | . (2,1) - (2.2)

Abbildung 8.5: Beispiel fiir eine zweidimensionale, geblockte Aufteilung N =8, VP = 3.

Verbindungstopologie an, so erhalten wir folgende parallele Laufzeit fiir eine IV x N-Matrix und
P Prozessoren:

N? N2%t,
Tp(N,P) = 2(ts+tp)ldP+ tw g PIAP -+ (P — 1)ﬁ5 ~
~——
Aulsetzen Dateniibertragung Transl;gnieren
N2 N2t¢,

~ IdP(ts+1tp)2+ —1d Pt —_——
b+ 002+ 75 v TP
Selbst bei festem P und wachsendem N koénnen wir den Anteil der Kommunikation an der
Gesamtlaufzeit nicht beliebig klein machen. Dies ist bei allen Algorithmen zur Transposition so
(auch bei der optimalen Aufteilung oben). Matrixtransposition besitzt also keine Isoeffizienzfuk-
tion und ist somit nicht skalierbar.

8.2.2 Zweidimensionale Aufteilung

Wir betrachten nun eine zweidimensionale, geblockte Aufteilung einer N x N-Matrix auf ein
VP x \/]3—Prozessorfeld, wie in Abb. 8.5 dargestellt.

Jeder Prozessor muss seine Teilmatrix mit genau einem anderen austauschen. Der naive Trans-
positionsalgorithmus fiir diese Konfiguration arbeitet wie folgt:
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}w

W
Sl

Abbildung 8.6: Diverse Wege von Teilmatrizen bei v/ P = 8.

Prozessoren (p, q) unterhalb der Hauptdiagonalen (p > ¢) schicken ihre Teilmatrix in
der Spalte nach oben bis zum Prozessor (g, ¢), dann lauft die Teilmatrix nach rechts
bis in die richtige Spalte zu Prozessor (g, p).

Entsprechend laufen Daten von Prozessoren (p,q) oberhalb der Hauptdiagonalen
(¢ > p) erst in der Spalte ¢ nach unten bis (¢,q) und dann nach links bis (g, p)
erreicht wird.

Abb. 8.6 zeigt verschiedene Wege von Teilmatrizen bei v P = 8.

Offensichtlich leiten Prozessoren (p, ¢) mit p > ¢ Daten von unten nach oben bzw. rechts nach
links und Prozessoren (p, q) mit ¢ > p entsprechend Daten von oben nach unten und links nach
rechts. Bei synchroner Kommunikation sind in jedem Schritt vier Sende- bzw. Empfangsopera-
tionen notwendig, und insgesamt braucht man 2(v/P — 1) Schritte. Die parallele Laufzeit betrigt
somit

Tp(N,P) = 2(vVP—1)-4 <ts—|—th+tw <\]/V13)2>+;<\]/\%>2t6z

N2 t,

N?
V P8(ts —VP8ty+ ——
8(ts +tn) + 5 VP8tw + 55

Q

Im Vergleich zur eindimensionalen Aufteilung mit Hypercube hat man in der Dateniibertragung
den Faktor v/P statt 1d P.
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8.2.3 Rekursiver Transpositionsalgorithmus

Dieser Algorithmus basiert auf folgender Beobachtung: Fiir eine 2 x 2-Blockmatrixzerlegung von

A gilt
AT — (Aoo Ao1>T _ <A0To A1T0>
A An Al ARy

d.h. die Nebendiagonalblocke tauschen die Plédtze und dann muss jede Teilmatrix transponiert
werden. Dies geschieht natiirlich rekursiv bis eine 1 x 1-Matrix erreicht ist. Ist N = 2", so sind
n Rekursionsschritte notwendig.

Es stellt sich heraus, dass der Hypercube die ideale Verbindungstopologie fiir diesen Algorith-
mus ist. Es sei N = 2" und /P = 2% mit n > d. Die Zuordnung der Indizes I = {0,..., N — 1}
auf die Prozessoren geschieht mittels

m
A

p(i) = i+2"79
u(i) = i%2m 4

SN—— SN———
d m—d

Es beschreiben also die oberen d Bits eines Index den Prozessor, auf den der Index abgebildet
wird. Betrachten wir als Beispiel d = 3, d.h. v/P = 23 = 8. Im Rekursionsschritt ist die Matrix in
2 x 2 Blocke aus 4 x 4-Teilmatrizen zu teilen, sieche Abb. 8.7, und 2-16 Prozessoren miissen Daten
austauschen, z.B. Prozessor 101001 = 41 und 001101 = 13. Dies geschieht in zwei Schritten {iber
die Prozessoren 001001 = 9 und 101101 = 45. Diese sind beide direkte Nachbarn der Prozessoren
41 und 13 im Hypercube.

Der rekursive Transpositionsalgorithmus arbeitet nun rekursiv iiber die Prozessortopologie.
Ist ein Prozessor erreicht, wird mit dem sequentiellen Algorithmus transponiert. Die parallele
Laufzeit betragt somit

N? N2 ¢,
TP(N’P) :ldP(ts+th)2+ ?ldﬁ2tw+ ?5’

das zeigt die vollstandige Formulierung:

PROGRAMM 8.1 (REKURSIVER TRANSPOSITIONSALGORITHMUS AUF HYPERCUBE)
parallel recursive-transpose

constintd=...,n=...;

const int P =2¢ N =27

process Il[int (p,q) € {0,...,27 — 1} x {0,...,2¢ — 1}]
{
Matrix A, B; // A ist die Eingabematrix
void rta(int r, int s, int k)
{
if (k ==0) { A= AT; return; }
inti=p—r, j=q—s, 1 =21
if (i <)
{
if (<)
// links oben
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000 001 010 011 100 101 110 111

000

001 9 13

010

011

100

101 41 45

110

111

Abbildung 8.7: Kommunikation im rekursiven Transpositionsalgorithmus bei d = 3.

recv(B I, 4); send(B,II, ;1);
rta(r,s,k — 1);

}

else

{ // rechts oben
Send(Avnp-H,q); I‘eCV(A,Hp,q_l);
rta(r,s + L,k — 1);

}
}
else
{
if (7 <1){ // links unten
send(A,I1,_; 4); recv(AIL, ;41);
rta(r + 1,s,k — 1);
}
else
{ // rechts unten
recv(B,II,_;,); send(B,II, ,_;);
rta(r + s+ 1,k —1);
}
}

}
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x1 €2 z3

Aoo Yo| Aon Yo| Ao,z Yo| Aoz

i) €To T3

yi| Ao A1 yi| A yi| A

xo T x3

y2| Aap Y2 Asq Az o y2| Az
Zo € x2

ys| Aso ys| Asn y3| Asz A3z

Abbildung 8.8: Aufteilung fiir das Matrix-Vektor-Produkt

rta(0,0,d);

8.3 Matrix-Vektor Multiplikation

Gegeben sei eine Matrix A € RV*M und ein Vektor z € RM; zu berechnen ist y = Az. Auch
hier gibt es wieder unterschiedliche Moglichkeiten zur Datenaufteilung. Selbstverstandlich muss
die Verteilung der Matrix und des Vektors aufeinander abgestimmt sein. Weiter wollen wir
verlangen, dass der Ergebnisvektor y € RV genauso wie der Eingabevektor z verteilt ist.

Als Beispiel betrachten wir folgende Aufteilung (siehe Abb. 8.8): die Matrix sei blockwei-
se auf eine Feldtopologie verteilt. Der Eingabevektor x sei entsprechend blockweise iiber die
Diagonalprozessoren verteilt (das Prozessorfeld ist quadratisch). Das Vektorsegment x, wird in
jeder Prozessorspalte benotigt und ist somit in jeder Spalte zu kopieren (einer-an-alle). Nun
berechnet jeder lokal das Produkt y, , = A, q24. Das komplette Segment y,, ergibt sich erst duch
die Summation y, = ) ¢ Yp.a- Sinnvollerweise wird y, wieder im Diagonalprozessor (p,p) durch
eine alle-an-einen Kommunikation gesammelt. Das Ergebnis kann dann sofort fiir eine weitere
Matrix-Vektor-Multiplikation als Eingabe benutzt werden.

Berechnen wir die parallele Laufzeit fiir eine N x N-Matrix und /P x /P Prozessoren mit
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einem cut-through Verbingungsnetzwerk:

Vektor
N N \?
Austeilen von lokale Matrix-
x tiber Spalte Vektor-Mult.
+@+m+tf>m¢—
Reduktion
(t; < tw)
N N2
= IdVP(t th)2 + —=1d v P2t —2t
VP(ts +t5)2 + 7p VP2t, + 52t

Fiir festes P und N — oo wird der Kommunikationsanteil beliebig klein, es existiert also eine
Isoeffizienzfunktion, der Algorithmus ist skalierbar.
Berechnen wir die Isoeffizienzfunktion.

Umrechnen auf die Arbeit W :

W = NZ?2t; (seq. Laufzeit)
~ n= YW
2,
vW 2t W
Tp(W,P) = 1dVP(t,+13)2 -
VP \/ ty Mz

Overhead:

2.,
%muﬂ:mMmm—W:¢Wﬁ%w?%E

Isoeffizienz (To(W, P) = KW): To hat zwei Terme. Fiir den ersten erhalten wir

2ty
VIWVPIVP R = KW
V2t

2 4ty
2 K2

P(ts + th)2

— W =P1dVP)

und fiir den zweiten

P1AVP(ts +t,)2 = KW
(ts + th)2,

— W=PldVP e

somit ist W = ©(P(1d v/P)?) die gesuchte Isoeffizienzfunktion.
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8.4 Matrix-Matrix-Multiplikation

8.4.1 Algorithmus von Cannon

Die beiden N x N-Matrizen A und B seien blockweise auf eine 2D-Feldtopologie (\/P X \/ﬁ)
verteilt und es ist €' = A - B zu berechnen. Praktischerweise soll das Ergebnis C' wieder in
derselben Verteilung vorliegen. Prozess (p, ¢) muss somit

Cpq = Z Ap - Biyg
k

berechnen, bendtigt also Blockzeile p von A und Blockspalte ¢ von B. Der Algorithmus von
Cannon besteht aus folgenden Phasen:

1. Alignment-Phase: Die Blécke von A werden in jeder Zeile zyklisch nach links geschoben,
bis der Diagonalblock in der ersten Spalte zu liegen kommt. Entsprechend schiebt man die
Blocke von B in den Spalten nach oben, bis alle Diagonalblocke in der ersten Zeile liegen.

Nach der Alignment-Phase hat Prozessor (p, q) die Blocke

A, (a9 %P (Zeile p schiebt p mal nach links)
~—

B(p+q)%\/ﬁ,q (Spalte ¢ schiebt ¢ mal nach oben).
——

2. Rechenphase: Offensichtlich verfiigt nun jeder Prozess iiber zwei passende Blocke, die er
multiplizieren kann. Schiebt man die Blécke von A in jeder Zeile von A zyklisch um eine
Position nach links und die von B in jeder Spalte nach oben, so erhélt jeder wieder zwei
passende Blocke. Nach v/P Schritten ist man fertig.

Betrachten wir die zugehorige Isoeffizienzfunktion.
Sequentielle Laufzeit (siehe Bem. unten):
W =Ts(N) = N2t;

~N= (2
25

1
3

N————

parallele Laufzeit:

send /recv
9 A/B
N =
Tp(N,P) = (\/73—1) <ts+th+twp> 4
alignment
Bl (X s N?
P — | 2t t t tw— |4 | =
+ (\/13> f+(s+h+wp>
———
Multiplik.
eines Blockes

N2 N3
~ VP(t, W8+ —2
(t +th)8+\/]3t 8+ 521y

2
Wi 8t W
Tp(W,P) = VP(ts+tp)8+ —=—"++ —
VP (s P
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Owerhead:
Stw

To(W, P) = PTp(W, P) — W = P3(t + )8 + \/ﬁwi( ¥
2tf 3

1/3
Man hat also W = ©(P3/2). Wegen N = (%) gilt N/v/P = const, d.h. bei fester Grosse
der Blocke in jedem Prozessor und wachsender Prozessorzahl bleibt die Effizienz konstant.

8.4.2 Dekel-Nassimi-Salmi-Algorithmus

Beschriinken wir uns beim Algorithmus von Cannon auf 1x 1-Blécke pro Prozessor, also VP = N,
so konnen wir fiir die erforderlichen N3 Multiplikationen nur N? Prozessoren nutzen. Dies ist
der Grund fiir die Isoeffizienzfunktion der Ordnung P3/2.

Nun betrachten wir einen Algorithmus der den Einsatz von bis zu N3 Prozessoren bei einer
N x N-Matrix erlaubt. Gegeben seien also N x N-Matrizen A und B sowie ein 3D-Feld von
Prozessoren der Dimension P1/3 x P1/3 x P1/3_ Die Prozessoren werden iiber die Koordinaten
(p, q,7) adressiert. Um den Block C), , der Ergebnismatrix C' mittels

Cp,q = Apﬂ“ “Brg (8.1)
r=0

zu berechnen, setzen wir PY/3 Prozessoren ein, und zwar ist Prozessor (p,q,r) genau fiir das
Produkt A,, - B, zustdndig. Nun ist noch zu kldren, wie Eingabe- und Ergebnismatrizen
verteilt sein sollen: Sowohl A als auch B sind in PY3 x PY3_Blocke der Groke % X %
zerlegt. Ay, und By, wird zu Beginn in Prozessor (p,q,0) gespeichert, auch das Ergebnis C), 4
soll dort liegen. Die Prozessoren (p,q,r) fiir > 0 werden nur zwischenzeitlich zur Rechnung
benutzt. Abb. 8.9 zeigt die Verteilung von A, B, C fiir P'/3 = 4 (P=64).

Damit nun jeder Prozessor (p,q,r) ,seine* Multiplikation A, , - B, , durchfiihren kann, sind
die beteiligten Blocke von A und B erst an ihre richtige Position zu beférdern. Wie man sieht,
benotigen alle Prozessoren (p,*,7) den Block A, , und alle Prozessoren (*,¢q,r) den Block B, 4.
Diese Verteilung zeigt Abb. 8.9. Sie wird folgendermafen hergestellt:

Prozessor (p,q,0) sendet A,, an Prozessor (p,q,q) und dann sendet (p,q,q) das
A, 4 an alle (p, *, ¢) mittels einer einer-an-alle Kommunikation auf P1/3 Prozessoren.
Entsprechend schickt (p, ¢,0) das B, 4 an Prozessor (p, g, p), und dieser verteilt dann

an (%, q,p).

Nach der Multiplikation in jedem (p, ¢, r) sind die Ergebnisse aller (p, ¢, *) noch in (p, ¢, 0) mittels
einer alle-an-einen Kommunikation auf P/3 Prozessoren zu sammeln.
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7

A2,3 A2,3 A2,3 @2,3)

A2,1 @D A2,1 A2,1
@,(D Az,o Az,o Az,o
p=2

5

=

N\E
=

I

o

w

q=72

Abbildung 8.9: Oben: Verteilung der Blécke von A und B (zu Beginn) und C' (am Ende). Unten:
Verteilung von A und B fiir die Multiplikation.
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Analysieren wir das Verfahren im Detail (3D-cut-through Netzwerk):

1

N \3
W = Ts(N)=N>2 :>N:<>
2t

Ap,q u.

2 Bqu 2 AaB
N = N 1~
t5+th+tw T 2 + t5+th+tw T 1dP3 2
P3 P3

(p,4,0)—(,9,9),(P,q,p) einer-an-alle

N\? N\?

+ (1) 2 +<t5+th+tw (1) >1dP:1mz
P3 P3
N———

~~

Tp(N, P)

Multiplikation alle-an-einen
(tf < tw)
2 3

N N
31d P3(t, +ty) + —531d Pity, + —2t;
Ps3 P

Q

w3 te W
Tp(W,P) = 31dP5(ts +1ty) + —o31d P3 +
P3 (2tp)s P
3t
(2t5)3

Aus dem zweiten Term von To(W, P) nédhern wir die Isoeffizienzfunktion an:

1 2 1 1
To(W,P) = PldP33(ts+ty) + W3iP3ld Ps

2 1 1 3ty
W3Psld P =KW
(2t5)3
e Whi=piupi—S_
(2tf)§K
1\3 27t
:P(ldP’) Sl
— |W 3 12K

Also erhalten wir die Isoeffizienzfunktion O(P(Id P)?) und somit eine bessere Skalierbarkeit als
fiir den Cannon’schen Algorithmus.

BEMERKUNG 8.2 Wir haben immer angenommen, dass die optimale sequentielle Komplexitat
der Matrixmultiplikation N3 ist. Der Algorithmus von Strassen hat jedoch eine Komplexitit von
O(N?#87).

BEMERKUNG 8.3 Fiir eine effiziente Implementierung der Multiplikation zweier Matrixblocke
auf einem Prozessor sind die Ausfiihrungen von Abschnitt 2.4 zu beachten.

8.5 LU-Zerlegung

Zu l6sen sei das lineare Gleichungssystem
Az =0 (8.2)

mit einer N x N-Matrix A und entsprechenden Vektoren x, und b.
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8.5.1 Sequentielles Verfahren

Das Gauf’sche Eliminationsverfahren
Pivot
(1) for (k=0; k< N; k++)
(2) for (i=k+1;i<N;i++){
(3) lik = ait/ akk; k
(4)
(5)
(6)

4 for (j=k+1,j<N;j++)
5 aij = aij — lig - ag;; i
6 bi = bi — Lk, - by;

k
transformiert das Gleichungssystem (8.2) in das Gleichungssystem
Ur=d (8.3)
mit einer oberen Dreiecksmatrix U. Obige Formulierung hat folgende Eigenschaften:

e Die Matrixelemente a;; fiir j > ¢ enthalten die entsprechenden Eintrége von U, d.h. A
wird iiberschrieben.

e Vektor b wird mit den Elementen von d iiberschrieben.

e Es wird angenommen, das agj in Zeile (3) immer von Null verschieden ist (keine Pivoti-
sierung).

Die LU-Zerlegung entsteht aus der Gauf-Elimination durch folgende Uberlegung:
Jeder einzelne Transformationsschritt, der fiir festes k& und 7 aus den Zeilen (3) bis (5) besteht,
ldsst sich als Multiplikation des Gleichungssystems mit einer Matrix

k

L, = =1l By

i —lig

1

(E;r ist die Matrix deren Element e;; = 1 ist, und die sonst aus lauter Nullen besteht) von links
verstehen, mit l;; aus Zeile (3) des Gauf’schen Eliminationsverfahrens. Somit gilt

Ly in_2- - Ln_10--- ﬁg,of/l,oA = (8.4)
=LnN_1,N-2 Ly_19---- LsoL1,0b
und wegen (8.3) gilt
LN—1,N—2 ..... LN—LO ..... L2,0L1,0A =U. (8.5)

Es gelten folgende Eigenschaften:

1. f/zk . i/il7k/ =1— By — Ly By fir k 75 i (:> Ej Epp = 0)
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Abbildung 8.10: Zeilenweise Aufteilung einer N x N-Matrix auf N Prozessoren.

Wegen 2 und der Beziehung (8.5)

A=Lyg-Lyg- - Lyyg-- Lyt v o U=LU (8.6)

)

Wegen 1, was sinngeméfs auch fiir ﬁ;kl ZA}:,;, gilt, ist L eine untere Dreiecksmatrix mit L;; =
fir i > k und L; = 1.

Den Algorithmus zur LU-Zerlegung von A erhélt man durch weglassen von Zeile (6) im Gaufs-
Algorithmus oben. Die Matrix L wird im unteren Dreieck von A gespeichert.

85.2 Der Fall N=P

Wir betrachten zunéchst den einfacheren Fall N = P und zeilenweise Aufteilung wie in Abb. 8.10
Im Schritt k teilt Prozessor P, die Matrixelemente ay ,...,a; ny—1 allen Prozessoren P; mit
j > k mit, und diese eliminieren in ihrer Zeile. Wir erhalten folgende parallele Laufzeit:

1
TP(N) = (t +tp+ tw-m ) IdN + m2tf (87)

m:zN:l ) R:}st der Broadcast Eliminati
m Zeile k 1mination
eliminie-

render

Zeilen
(N~ 1)N (N

—1)N
= 5 Qtf—|— 5 ) ldNtw—l-NldN(ts—l-th)
tw
~ Nztf—i—NzldN?—i—NldN(ts—i—th)

Fiir die sequentielle Laufzeit gilt:

1

Ts(N) = > m 2mt; = (8.8)
m=N—1 Zeilen sind Elim. ciner
zu elim. Zéile
N-—-1)N(N(N -1 1 2
o o UNOW oy 2y

6 3

Wie man aus (8.7) sieht, wichst N-Tp = Q(N31d N) (beachte P = N!) asymptotisch schneller
als Ts = Q(N3). Der Algorithmus ist also nicht kostenoptimal (Effizienz kann fiir P = N — oo
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nicht konstant gehalten werden). Dies liegt daran, dass Prozessor Py, in seinem Broadcast wartet,
bis alle anderen Prozessoren die Pivotzeile erhalten haben.

Wir beschreiben nun eine asynchrone Variante, bei der ein Prozessor sofort losrechnet, sobald
er die Pivotzeile erhalten hat.

Asynchrone Variante

Diese Variante wollen wir erst mal genau formulieren:

PROGRAMM 8.4 ( ASYNCHRONE LU-ZERLEGUNG FUR P = N)
parallel lu-1
{

const int N =...;

process [I[int p € {0,..., N — 1}]

{

double A[N]; // meine Zeile

double rr[2][N]; // Puffer fiir Pivotzeile
double xr;

msgid m;

int j, k;

if (p > 0) m =arecv(Il,_q,7rr[0]);
for (k=0;k<N-—-1;k++)
{

if (p == k) send(Il,41,4);

if (p > k)

while (—success(m)); // warte auf Pivotzeile
if (p < N —1) asend(Ilp41,rr[k%2]);
if (p > k+ 1) m =arecv(IL,_1,rr[(k + 1)%2));
r = rr[k%2];
Alk] = A[k]/r[k];
for (j=k+1;,j<N;j++)

Alj] = Alj] — A[K] - r[4];

Betrachten wir einmal in dem folgenden Bild genauer, was tiiber die Zeit passiert:
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Zeit

send
Py k=
recv send
P E=0k=0
\ Eliminieren ,send,
| k=0 k=1
\ recv_ send recv send,
k=0 k=0 k=1 k=1
Py
\ Eliminieren . Eliminieren J
| k=0 ' k=1 |
\ recv ,send, recv ,send,
| k=0 k=0 k=1 k=1
Py
\ Eliminieren . Eliminieren J
| k=0 ' k=1 |

Py ...
Nach einer Einlaufzeit von p Nachrichteniibertragungen ist die Pipeline gefiillt, und alle Pro-

zessoren sind sténdig mit eliminieren beschéftigt. Somit erhdlt man folgende Laufzeit (N = P,

immer noch!):
1
Tp(N) = (N-D(ts+th+tuN)+ > (2mtp +  t, )= (8.9)
Einlaufzeit m=N-1 Eli Aufsetzzeit
" - (Rech-
nen+send
parallel)
N —-1)N
~~ N2tf + N2tw + N(2t5 + th).
Den Faktor 1d N von (8.7) sind wir somit los. Fiir die Effizienz erhalten wir
2 a3
N7t
3" J = (8.10)

Ts(N)  _
NTP(N,P) N3tf—|-N3tw—|—N2(2ts+th)

E(N,P) =

2 1
Y bw | 2tstty
31+ﬁ+ Ntfh

Die Effizienz ist also maximal % Dies liegt daran, dass Prozessor k nach k Schritten idle bleibt

Verhindern lésst sich dies durch mehr Zeilen pro Prozessor (grobere Granularitét).
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853 Der Fall N > P

Programm 8.4 von oben lésst sich leicht auf den Fall N > P erweitern. Dazu werden die Zeilen
zyklisch auf die Prozessoren 0,..., P — 1 verteilt. Die aktuelle Pivotzeile erhélt ein Prozessor
immer vom Vorganger im Ring.

Die parallele Laufzeit ist

1
Tp(N,P) = (P—1)(ts+ty+tuN)+ > (
~~ =N

Einlaufzeit der

Pipeline Zeilen
pro
Prozes-
sSor
N32
= ?gtf‘FNts‘FP(ts"‘th)“‘Nth
und somit hat man die Effizienz
E(N, P) = !
? - Pt :
L+ o+

Wegen der zeilenweisen Aufteilung gilt jedoch in der Regel, dass einige Prozessoren eine Zeile

mehr haben als andere.
Eine noch bessere Lastverteilung erzielt man durch eine zweidimensionale Verteilung der Ma-
trix. Dazu nehmen wir an, dass die Aufteilung der Zeilen- und Spaltenindexmenge

I=J={0,....N -1}

durch die Abbildungen p und g fiir I und ¢ und v fiir J vorgenommen wird.
Die nachfolgende Implementierung wird vereinfacht, wenn wir zusétzlich noch annehmen, dass
die Datenverteilung folgende Monotoniebedingung erfillt:
Ist i1 < i9 und p(i1) = p(ia) so gelte p(i1) < p(iz)
ist j1 < g2 und q(j1) = q(j2) so gelte v(j1) < v(jo2)

Damit entspricht einem Intervall von globalen Indizes [in, N — 1] C I einer Anzahl von Inter-
vallen lokaler Indizes in verschiedenen Prozessoren, die wie folgt berechnet werden kénnen:

Setze
f(p,k:) = {meN|Fiel,i>k:pi)=pA p@i)=m}
und

L minI(p, k) falls I(p, k) #0
ibegin(p, k) = {N (p, k) - (p, k) #

. max I(p, k) falls I(p, k) # 0
iend(p, k) = {0 (p, k) Sonst.(p ) #

Dann kann man eine Schleife
for 1=k i<N;i++)...
ersetzen durch lokale Schleifen in den Prozessoren p der Gestalt

for (i = ibegin(p, k); i < iend(p,k); i+ +) ...
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Analog verfiahrt man mit den Spaltenindizes:

Setze

J(g,k) = {neN|TFjecj,j>k: q(j)=qAv()=n}
und

L inJ(q, k) falls J(q, k) #0
jegin(q. k) — {r]&m (%) fols (0, k) #

. maxJ(q, k) falls J(q, k) #0
jend(q,k) _ {0 (q ) ot (q )7é

Damit kénnen wir zur Implementierung der LU-Zerlegung fiir eine allgemeine Datenaufteilung
schreiten.

PROGRAMM 8.5 ( SYNCHRONE LU-ZERLEGUNG MIT ALLG. DATENAUFTEILUNG)
parallel 1u-2

{

const int N =...;
const int \F:...;

process Il[int (p,q) € {0,...,v/P —1} x {0,...,v/P —1}]
{

double A[N/\/P][N/V/P];

double r[N/v/P], c[N/V/PJ;

int 7, 7, k;

for (k=0;k<N—-1;k++)

{
I =p(k); J=wv(k); // lokale Indizes
// verteile Pivotzeile:
if (p == p(k))
{ // Ich habe Pivotzeile
for (j = jbegin(q, k); j < jend(q, k); j + +)
rlj] = A[I][j]; // kopiere Segment der Pivotzeile

Sende 7 an alle Prozessoren (x,q) Vz # p

}

else recv (Il 4.7);

// verteile Pivotspalte:
if (¢ == q(k))
{ // Ich habe Teil von Spalte k
for (i = ibegin(p,k + 1); i < iend(p,k+1); i + +)
cli] = A[[J] = A[][J]/r[J];
Sende ¢ an alle Prozessoren (p,y) Yy # ¢

}

else recv(Il, 41, ©);

// Elimination:
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for (i = ibegin(p, k +1); i < iend(p,k +1); i + +)
for (j = jbegin(q,k +1); j < jend(q,k+1); j++)
Ald][5] = Ali][j] — c[d] - r[3];

Analysieren wir diese Implementierung (synchrone Variante):

1

Tp(N,P) = > (t +th + tu \ﬁ>1d\f2+<$>22tf:

m=N-—1

Broadcast
Pivotzeile/-

spalte

_ M2, +N 1dV Pty + N1dVP 2(ts + t3).
= P3f \/» w s h

1
Mit W = 2N3t;, dh. N = (%) 3 gilt

Tp(W,P) =

“U\%

W% tw 31/32(ts + )
1df Y LW ldVPE T
TP (2 f)g (2t5)3

Die Isoeffizienzfunktion erhalten wir aus PTp(W, P) — W = KW:

2 32/3tw
VPW3ildVP—2 = KW
3

23
At K

e W =P21dVP)?

also

W e O(P*2(1dVP)?).

Programm 8.5 kann man auch in einer asynchronen Variante realisieren. Dadurch kénnen die
Kommunikationsanteile wieder effektiv hinter der Rechnung versteckt werden.

8.5.4 Pivotisierung

Die LU-Faktorisierung allgemeiner, invertierbarer Matrizen erfordert Pivotisierung, bzw. ist dies
auch aus Griinden der Minimierung von Rundungsfehlern sinnvoll.

Man spricht von voller Pivotisierung, wenn das Pivotelement im Schritt k& aus allen (N —
k)? verbleibenden Matrixelementen ausgewihlt werden kann, bzw. von teilweiser Pivotisierung
(engl. ,partial pivoting®), falls das Pivotelement nur aus einem Teil der Elemente ausgewéhlt
werden darf. Ublich ist z.B. das maximale Zeilen- oder Spaltenpivot, d.h. man wéhlt a;, i > k,
mit |ajk| > |lame| Ym > k.

Die Implementierung der LU-Zerlegung muss nun die Wahl des neuen Pivotelements bei der
Elimination beriicksichtigen. Dazu hat man zwei Mdoglichkeiten:

e Explizites Vertauschen von Zeilen und/oder Spalten: Hier lauft der Rest des Algorith-
mus dann unverdndert (bei Zeilenvertauschungen muss auch die rechte Seite permutiert
werden).
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e Man bewegt die eigentlichen Daten nicht, sondern merkt sich nur die Vertauschung von
Indizes (in einem Integer-Array, das alte Indizes in neue umrechnet.

Die parallelen Versionen eignen sich nun unterschiedlich gut fiir eine Pivotisierung.
Folgende Punkte sind fiir die parallele LU-Zerlegung mit teilweiser Pivotisierung zu bedenken:

e Ist der Bereich in dem das Pivotelement gesucht wird in einem einzigen Prozessor (z.B. zei-
lenweise Aufteilung mit maximalem Zeilenpivot) gespeichert, so ist die Suche sequentiell
durchzufiihren. Im anderen Fall kann auch sie parallelisiert werden.

e Allerdings erfordert diese parallele Suche nach dem Pivotelement natiirlich Kommunikation
(und somit Synchronisation), die das Pipelining in der asynchronen Variante unmoglich
macht.

e Permutieren der Indizes ist schneller als explizites Vertauschen, insbesondere, wenn das
Vertauschen den Datenaustasuch zwischen Prozessoren erfordert. Allerdings kann dadurch
eine gute Lastverteilung zerstort werden, falls zuféllig die Pivotelemente immer im gleichen
Prozessor liegen.

Einen recht guten Kompromiss stellt die zeilenweise zyklische Aufteilung mit maximalem
Zeilenpivot und explizitem Vertauschen dar, denn:

e Pivotsuche in der Zeile k ist zwar sequentiell, braucht aber nur O(NN — k) Operationen
(gegeniiber O((N — k)?/P) fiir die Elimination); ausserdem wird das Pipelining nicht
gestort.

e explizites Vertauschen erfordert nur Kommunikation des Index der Pivotspalte, aber keinen
Austausch von Matrixelementen zwischen Prozessoren. Der Pivotspaltenindex wird mit der
Pivotzeile geschickt.

e Lastverteilung wird von der Pivotisierung nicht beeinflusst.

8.5.5 Losen der Dreieckssysteme

Wir nehmen an, die Matrix A sei in A = LU faktorisiert wie oben beschrieben, und wenden uns
nun der Losung eines Systems der Form

LUx =b (8.11)

zu. Dies geschieht in zwei Schritten:
Ly = b (8.12)
Uz = y. (8.13)

Betrachten wir kurz den sequentiellen Algorithmus:

// Ly =b:
for (k=0;k<N; k++){
Y = b ke =1
for (i=k+1;i<N;i++)
bi = b; — airYk;
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Abbildung 8.11:

[/ Uz =y:
for(k=N-1k>0k——){
Tk = Yk/akk

for (1 =0;i<k;i++)
Yi = Yi — QikTk;

Dies ist eine spaltenorientierte Version, denn nach Berechnung von y;, bzw. xj wird sofort die
rechte Seite fiir alle Indizes i > k bzw. i < k modifiziert.

Die Parallelisierung wird sich natiirlich an der Datenverteilung der LU-Zerlegung orientieren
miissen (falls man ein Umkopieren vermeiden will, was wegen O(N?) Daten und O(N?) Opera-
tionen sinnvoll erscheint). Betrachten wir hierzu eine zweidimensionale blockweise Aufteilung der
Matrix (Abb. 8.11). Die Abschnitte von b sind iiber Prozessorzeilen kopiert und die Abschnitte
von y sind iiber Prozessorspalten kopiert. Offensichtlich kénnen nach Berechnung von gy nur
die Prozessoren der Spalte ¢(k) mit der Modifikation von b beschiftigt werden. Entsprechend
konnen bei der Auflosung von Uz = y nur die Prozessoren (*,q(k)) zu einer Zeit beschéftigt
werden. Bei einer zeilenweise Aufteilung (QQ = 1) sind somit immer alle Prozessoren beschéftigt.

Wir bringen nun den parallelen Algorithmus fiir die allgemeine Datenaufteilung.

PROGRAMM 8.6 (AUFLOSEN VON LUz = b BEI ALLGEMEINER DATENAUFTEILUNG)
parallel lu-solve

{

const int N =...;
const int VP = ...;
process I[int (p,q) € {0,...,v/P -1} x{0,...,vVP —1}]
{
double A[N/\/P][N/\/P];
double b[N/\/P|; z[N/\/P];
inti j, kI, K;

// Lose Ly = b, speichere y in z.
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// b spaltenweise verteilt auf Diagonalprozessoren.
if (p == q) sende b an alle (p, *);
for (k=0;k<N; k++)
{
I'= p(k); K = v(k);
if(q(k) == q) // nur die haben was zu tun

if (k>0 A q(k) #q(k—1)) // brauche aktuelle b
recv(Hp’q(k,l), b);

if (p(k) == p)

{ // habe Diagonalelement
z[K] = b[I]; // speichere y in x!
sende z[K] an alle (x,q);

}

else recv(Hp(k)ﬂ(k), x[k]);

for (i = ibegin(p,k+1); i < iend(p,k+1); i+ +)
bld] = bli] — A[i][K] - x[K];

if (k<N-—-1A qlk+1)#qk))
send(Hp,q(kH), b);

}
}
y steht in x; x ist spaltenverteilt und
zeilenkopiert. Fiir Uz = y wollen wir y in b
// speichern Es ist also z in b umzukopieren, wobei
b zeilenverteilt und spaltenkopiert sein soll.
for (i =0;i < N/VP;i++) // 16schen
bli] = 0;
for (j=0;j<N—-1;j++)
if (¢(j) =q N p(5) = p) // einer muss es sein

blu(5)] = =[v(5));

summiere b tiber alle (p, %), Resultat in (p, p);

// Auflésen von Uz = y (y ist in b gespeichert)

if (p == q) sende b and alle (p, *);
for (k=N-1,k>0,k——)
{

I =uk); K=v(k),

£ ot) ==

if (k<N —1A q(k)#q(k+1))
recv(Il, 4(x+1), 0);
if (p(k) == p)

z[K] = blI]/AI][K];
sende z[K]| an alle (x, q);

}

else recv(IL, ) q(x), Z[K]);
for (i = ibegin(p,0); i < iend(p,0); i + +)
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bli] = bli] — A[i][K] - 2K
if (k>0 A q(k) #q(k —1))
send(I1,, 4x—1), b);

Da zu einer Zeit immer nur v/P Prozessoren beschéftigt sind, kann der Algorithmus nicht
kostenoptimal sein. Das Gesamtverfahren aus LU-Zerlegung und Auflésen der Dreieckssysteme
kann aber immer noch isoeffizient skaliert werden, da die sequentielle Komplexitit des Auflésens
nur O(N?) gegeniiber O(N?) fiir die Faktorisierung ist.

Muss man ein Gleichungssystem fiir viele rechte Seiten losen, sollte man ein rechteckiges
Prozessorfeld P x () mit P > () verwenden, oder im Extremfall ) = 1 wéhlen. Falls Pivotisierung
erforderlich ist, war das ja ohnehin eine sinnvolle Konfiguration.
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9 Losen von tridiagonalen und
diinnbesetzten linearen
Gleichungssystemen

9.1 Tridiagonalsysteme — optimaler sequentieller Algorithmus

Als Extremfall eines diinnbesetzten Gleichungssystemes betrachten wir

* %
Xk ok
Ax =10 (9.1) x % %
mit A € RV*N tridiagonal. e
Xk %
*

Der optimale Algorithmus ist die Gauf-Elimination, manchmal auch Thomas-Algorithmus
genannt.

// Vorwértselimination (diesmal 16sen, nicht LU-Zerlegen):
for (k=0;k<N—-1;k++){
| = Qpg1,k/ A ks
Af41k+1 = Qk1k+1 — L Gk ky1
bp+1 = b1 — - by;
} // (N —1) -5 Rechenoperationen
// Riickwértseinsetzen:

TN—1 =bN_1/aN—1,N—1;
for(k=N-2k>0,k——) {

o = (bp — Apprr - Th + 1) /ags;
} // (N —1)3 4+ 1 Rechenoperationen

Die sequentielle Komplexitéat betragt
Ts =8Nty

Offensichtlich ist der Algorithmus streng sequentiell!

9.2 Zyklische Reduktion

Betrachte eine Tridiagonalmatrix mit N = 2M (N gerade). Idee: Eliminiere in jeder geraden
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0|« ® |0 Zeile k die Elemente ap_1 ) und ag4q, mit
Ll x x| = Hilfe der ungeraden Zeilen dariiber bzw. dar-
210 ®|x ®| U unter. Jede gerade Zeile ist damit nur noch
3 kx| K mit der vorletzten und iibernéchsten gekop-
4 O & | x ® |0 pelt; da diese gerade sind, wurde die Dimen-
5 kR |k sion auf M = N/2 reduziert. Das verbleiben-
6 O ® |« ® | U de System ist wieder tridiagonal, und die Idee
7 * k| O kann rekursiv angewandt werden.
8 O ®| x ®
9 * ok

Abbildung 9.1: ® werden entfernt, dabei entsteht fill-in

(@).

// Elimination aller ungeraden Unbekannten in geraden Zeilen:
for (k=1; k< N; k+=2)
{ // Zeile k modifiziert Zeile k — 1

l = ap—11/akk;

Ap—1 k-1 = Qp—1 k-1 — |- Qpp—1;

k1 k+1 = =l - ag jy1; // fill-in
bp—1 = br—1 — 1 bi;
} /) 56ty
for (k=2; k < N; k+=2);
{ // Zeile k — 1 modifiziert Zeile k
l = app—1/0k-1k—1;
agk—2 =l ap_1 p—2; // fill-in
agp =1 ap_1x;
} /) Sty

Bemerke: Alle Durchldufe beider Schleifen kénnen parallel bearbeitet werden (nehmen wir
eine Maschine mit gemeinsamem Speicher an)!

Resultat dieser Elimination ist
bzw. nach Umordnen

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1 3 5 7 9 0 4 6 8
0| * * 1] % *
1] % % | % 3 *
2 | % * * 5 *
3 * x| % 7 *
4 * * * 9 *
5 * ok | ok 0
6 * * * 2
7 * % | ok 4 *
8 * * 6 *
9 * ok 8 * ok
Sind die xo, K =0,..., M — 1, berechnet, so kdnnen die ungeraden Unbekannten mit

for (k=1 k< N-1;k+=2)

Tk = (bk — @k k—1 " Th—1 — Ak o1 * Tkt 1)/ Ok 3
/] 55ty
n-1 = (bv-1 —an—1,N-2 TN-2)/aN—-1,N-1;
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Abbildung 9.2: Matrixaufteilung fiir die Gebietszerlegung

parallel berechnet werden. Der sequentielle Aufwand fiir die zyklische Reduktion ist somit

Ts(N)

N N N
(6+6+5)tf<2+4+8+-~-+1>

= 17Nty

Dies ist mehr als doppelt so viel wie der optimale sequentielle Algorithmus bendétigt. Dafiir
kann die zyklische Reduktion parallelisiert werden. Die maximal erreichbare Effizienz ist jedoch

8
Emax - T? ~ 047,

wobei angenommen wurde, dass alle Operationen optimal parallel ausgefiihrt werden und Kom-
munikation umsonst ist (Riickwéirtseinsetzten beschéftigt nur & Prozessoren!). Nicht beriick-

sichtigt wurde auch, dass die zyklische Reduktion mehr Indexrechnung benétigt!

9.3 Gebietszerlegung

Hier zeigen wir noch einen weiteren Ansatz, der den Vorteil hat, dass er sich (im Prinzip) auch
auf allgemeinere Problemstellungen erweitern lésst.

Es sei P die Zahl der Prozessoren und N = M P+ P —1 fiir ein M € N. Wir unterteilen dann
die N x N-Matrix A in P Blocke & M Zeilen mit je einer Zeile zwischen den Blocken (Abb. 9.2).
Die Unbekannten zwischen den Blécken bilden das Interface. Jeder Block ist mit hochstens zwei
Interface-Unbekannten gekoppelt.

Nun sortieren wir Zeilen und Spalten der Matrix so um, dass die Interfaceunbekannten am
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Ende stehen. Dies ergibt folgende Gestalt:

AO»O AO,I
Al,l Al,[

AP-1,P=1 | gP-1,1
I,O I,]. I,P_l 17[
A A . A A

wobei APP die M x M-Tridiagonalteilmatrixen aus Abb. 9.2 und A’ eine P —1 x P — 1-
Diagonalmatrix ist. Die AP*/ haben die allgemeine Form

*
APt —

>

Idee: Eliminiere Blocke A’ in der Blockdarstellung. Dadurch wird A’! modifiziert, genauer
entsteht folgende Blockdarstellung:

AO’O AO,I
Al,l Al,I

AP-1,P=1 | gP-1,1

0o 0 .. 0 S
P-1

mit § = ALT =" AlP (4pr)~EAPT,
p=0

S wird allgemein als ,Schurkomplement“ bezeichnet. Alle Eliminationen in 25:_01 koénnen parallel
durchgefiihrt werden. Nach Losen eines Systems Sy = d fiir die Interfaceunbekannten kénnen
die inneren Unbekannten wieder parallel berechnet werden.

S hat Dimension P — 1 x P — 1 und ist selbst diinn besetzt, wie wir gleich sehen werden.

Ausfithren des Plans

O Transformiere APP auf Diagonalgestalt. (a;; bezeichnet (APP); ;. falls nicht anders angege-
ben):

Vp parallel
for (k=0k<M-1;k++) // untere Diagonale
{
I = g1/ ks
Af41,k+1 = al}+l,k+1 =1 'Iak,kJrlS
if (p > 0) ai’ﬂ,pfl = aZ’Jrl,pfl =l agp-1;
// fill-in linker Rand

biﬂ - bﬁﬂ —1-b;
y/) (M= 1)Tty
for (k=M—-1;k>0;k——) // obere Diagonale

{
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l= ak—l,k/ak,k;

b1 = Ui 1 Lo by

if (p > 0) ak 1p l—ap’ —1- akf) ;i // linker Rand

if(p<P-1) ak 1p = ai’ll p U akp,// rechter Rand, fill-in
p/ (M =1)Tty

O Eliminiere in AL*.

Vp parallel:

if (p > 0)
{ // linker Rand P — 1 im Interface
l= a 1 0/a60;
LI T . . .
a, 1, = - 1? 11 ij L // Diagonale in S
ifp<P-1)a, " ,=a,,— Op,//obereDlag in S, fill-in
bII)_1 = bp_1 l-bb;
if(p<P-1)
{ // rechter Rand
I’
l=ayy l/aM 1L,M—1
11 .1

if (p>0) =a,, 1 —1- aM Lp 1}

// fill-in untere Diag von S

ppl

1,1 LI _ g pl .
app = aplp — 1+ ayy_ 1,p’
I _ 31 _7.1P

by = by, —1- b, _;

}

O Lése Schurkomplement. S ist tridiagonal mit Dimension P—1x P—1. Nehme an, dass M > P
und lése sequentiell. — 8Pt; Aufwand.

U Berechne innere Unbekannte Hier ist nur eine Diagonalmatrix je Prozessor zu 16sen.

Vp parallel:
for (k=0;k<M-1;k++)

71 7I ). .
wp = (O] = ayy_y - wpy — a4y, 2y /ay;
// Mbtg

Gesamtaufwand parallel:
Tp(N, P) = 14Mty + O(1)ty + 8Pty +5Mty =
= 19Mty + 8Pty

(ohne Kommunikation!)
8(MP+P— 1)tf N

me -
¢ (19Mty + 8Pty) P
~ b < 8 =0.42
~~ L, P =19
fiir P<M tu )

BEMERKUNG 9.1 Der Algorithmus benotigt zusétzlichen Speicher fiir das fill-in. Zyklische Re-
duktion arbeitet mit Uberschreiben der alten Eintrige.
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9.4 LU-Zerlegung diinnbesetzter Matrizen

9.4.1 Sequentieller Algorithmus
Was ist eine diinnbesetzte Matrix

Im allgemeinen spricht man von einer diinnbesetzten Matrix, wenn sie in (fast) jeder Zeile nur
eine konstante Anzahl von Nichtnullelementen besitzt. Ist A € RV*Y so hat A dann nur O(N)
statt N2 Eintrige. Fiir geniigend grofes N ist es dann beziiglich Rechenzeit und Speicher giinstig,
diese grofe Anzahl von Nullen nicht zu bearbeiten bzw. zu speichern.

Fill-in

Bei der LU-Zerlegung kénnen im Verlauf des Eliminationsprozesses Elemente, die anfanglich
Null waren, zu Nichtnullelementen werden. Man spricht dann von , Fill-in“. Dies hangt stark
von der Struktur der Matrix ab. Als extremes Beispiel betrachte die ,Pfeilmatrix*

* *

*

Bei der Elimination in der natiirlichen Reihenfolge (ohne Pivotisierung) lduft die gesamte Matrix
voll. Bringt man die Matrix durch Zeilen- und Spaltenvertauschung auf die Form

*

k *

so entsteht offensichtlich kein Fill-in. Ein wichtiger Punkt bei der LU-Zerlegung diinnbesetzter
Matrizen ist das Finden einer Anordnung der Matrix, so dass das Fill-in minimiert wird. Dies
héngt jedoch eng zusammen mit der

Pivotisierung

Ist die Matrix A symmetrisch positiv definit (SPD), so ist die LU-Faktorisierung immer nume-
risch stabil, und es ist keine Pivotisierung notwendig. Die Matrix kann also vorab so umgeordnet
werden, dass das Fill-in klein wird. Bei einer allgemeinen, invertierbaren Matrix wird man pi-
votisieren miissen. Dann muss dynamisch wihrend der Elimination ein Kompromiss zwischen
numerischer Stabilitdt und Fill-in gefunden werden.
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Deshalb beschranken sich fast alle Codes auf den symmetrisch positiven Fall und bestimmen
vorab eine Eliminationsreihenfolge, die das Fill-in minimiert. Eine exakte Losung dieses Mini-
mierungsproblems ist A/P-Vollstiandig, und man verwendet daher heuristische Verfahren. Bevor
wir diese besprechen, definieren wir noch den

Graph einer Matrix

Im symmetrisch positiven Fall ldsst sich das Fill-in rein anhand der Null-Struktur der Matrix
untersuchen. Zu einem beliebigen, nun nicht notwendigerweise symmetrischen A € RV*N defi-
nieren wir einen ungerichteten Graphen G(A) = (Va, E4) mit

Va = {0,...,N — 1}
(1,j) e Ea <= aij #0V aj; #0.

Dieser Graph beschreibt sozusagen die direkten Abhéngigkeiten der Unbekannten untereinander.

Beispiel:

0O 1 2 3 4 5 6 7 8
0] % | % *
1| % | * *
2 * * - {7
3| % *
4 * * —
s R T
6 * 0—1—2
7 * *
8 * x| %

A G(A)

Matrix-Anordnungsstrategien

Ein wichtiges Verfahren zur Anordnung von SPD-Matrizen zum Zwecke der Fill-in-Minimierung
ist die ,nested disection”. Wir erldutern das Verfahren zundchst an einem Beispiel. Der Graph
G(A) der Matrix A sei ein quadratisches Gitter wie in Abb. 9.3.

Nun teilen wir die Knotenmenge V4 in drei Teile: VX, Vj und Vj, so dass

e V{ und V} sind (méglichst) groR,

° Vf{ ist ein Separator, d.h. bei Herausnahme von Vf{ aus dem Graphen zerfallt dieser in
zwei Teile. Somit gibt es kein (i,7) € E4, so dass i € V] und j € V1.

e VI ist moglichst klein.

Die Abbildung zeigt eine Moglichkeit fiir eine solche Aufteilung.

Nun ordnet man die Zeilen und Spalten so um, dass zuerst die Indizes VX, dann Vj und
zum Schluss V/{ kommen. Dann wendet man das Verfahren rekursiv auf die Teilgraphen mit den
Knotenmengen VX und Vj an. Das Verfahren stoppt, wenn die Graphen eine vorgegebene Grofe
erreicht haben.

Fiir unseren Beispielgraphen wiirde das nach zwei Schritten so aussehen wie in Abb. 9.4.

Fiir das Beispiel in Abb. 9.4 fiihrt die nested disection Nummerierung auf eine Komplexitét
von O(N 3/ 2) fiir die LU-Zerlegung. Zum Vergleich bendtigt man bei lexikographischer Numme-
rierung (Bandmatrix) O(N?) Operationen.
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S

Abbildung 9.3: Graph einer Matrix fiir nested disection

Datenstrukturen fiir dinnbesetzte Matrizen

Es gibt eine ganze Reihe von Datenstrukturen zur Speicherung von diinnbesetzten Matrizen.
Ziel dabei ist es, eine effiziente Implementierung von Algorithmen zu erlauben. Hierbei ist auf
Datenlokalitdat und moglichst wenig Overhead durch zusétzliche Indexrechnung zu achten.

Eine oft verwendete Datenstruktur ist ,,compressed row storage®. Hat die N x N-Matrix ins-
gesamt M Nichtnullelemente, so speichert man die Matrixelemente Zeilenweise in einem eindi-
mensionalen Feld

double a[M];

ab. Die Verwaltung der Indexinformation geschieht mittels dreier Felder

int s[N], r[N], j[M];

Deren Belegung zeigt die Realisierung des Matrix-Vektor-Produktes y = Axz:

for (i=0;i<N;i++){
yli] = 0;
for (k = r[i]; k <r[i] + s[i]; k + +)
yli] +=alk] - z[j[F]};

r gibt den Zeilenanfang, s die Zeilenléinge, und j den Spaltenindex.

Eliminationsformen

Bei der LU-Zerlegung in Kapitel 8 haben wir die sogenannte kij-Form der LU-Zerlegung ver-
wendet. Dabei werden in jedem Schritt k& alle a;p fiir ¢ > k eliminiert, was eine Modifikation aller
a;; mit ¢,j > k erfordert. Diese Situation ist in Abb. 9.5 links dargestellt. Bei der kji-Variante
eliminiert man im Schritt k alle az; mit j < k. Dabei werden die ay; mit ¢ > k modifiziert.
Beachte, dass die a; von links nach rechts eliminiert werden miissen!
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00 10
VA VA

(t (/\\ A\
Vo Vi
[ I J
vy Vi
Vi
G(A)
R L GO CHN 7 U 7 (R
VXU * 0 * *
Vgl 0 * * *
Vf{o * * * *
VAO * * *
le * * *
Vf{ 1 * * * *
Vf{ * * * * * * *

A, umgeordnet

Abbildung 9.4: Matrixstruktur nach zwei Schritten nested disection
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Abbildung 9.5: kij- und kji-Formen der LU-Zerlegung

Bei der folgenden sequentiellen LU-Zerlegung fiir diinnbesetzte Matrixen werden wir von dieser
kji-Variante ausgehen.

Sequentieller Algorithmus

Im folgenden setzen wir voraus:

e Die Matrix A kann in der gegebenen Anordnung ohne Pivotisierung faktorisiert werden.
Die Anordnung wurde in geeigneter Weise gewéhlt, um das Fill-in zu minimieren.

e Die Datenstruktur speichert alle Elemente a;; mit (¢, j) € G(A). Wegen der Definition von
G(A) gilt:
(Z,]) o4 G(A) = Qi = 0 A Gj; = 0.

Ist a;; # 0, so wird in jedem Fall auch aj; gespeichert, auch wenn dies Null ist. Die Matrix
muss nicht symmetrisch sein.

Die Erweiterung der Struktur von A geschieht rein aufgrund der Information in G(A). So
wird, falls (k, j) € G(A), auch ein ay; formal eliminiert. Dies kann méglicherweise ein fill-in ay;
erzeugen, obwohl ax; = 0 gilt.

Der nun folgende Algorithmus verwendet die Mengen Sy C {0, ...,k — 1}, welche im Schritt
k genau die Spaltenindizes enthalten, die eliminiert werden miissen.

for (k=0; k< N; k++) S =0;
for (k=0;k<N; kE++)
{
// O erweitere Matrixgraph
for (j € Sk)
{
G(A) = G(A) U{(k,j)}:
for (i=Fk;i<N;i++)
if (1) € G(A))
: G(A) = G(A) U{(k, i)}

// O Eliminiere
for (j € Sk)
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0| = * *
fill-in

m[s : ()

4 N I B

Abbildung 9.6: Beispiel

{ // eliminiere ay, ;
apj = k) a;;; // L-Faktor
for (i =j+1;i< N;i++)
Ak = Ak 4 — Ak 5 * Aji;

}

// O update S; fiir i > k, geht wegen Symmetrie von E
for (i=k+1;i<N;i++)
if ((k,i) € G(A)) /) = (i,k) € G(A)
Si=8; U{k};

Betrachten wir in einem Beispiel, wie die Sj gebildet werden (Abb. 9.6). Zu Beginn enthalte
G(A) die Elemente

G(A) = {(0,0), (m,m), (n,n), (0,n), (n,0), (0,m), (m,0)}

Im Schleifendurchlauf k¥ = 0 wird in Schritt O S,,, = {0} und S,, = {0} gesetzt. Nun wird
als néchstes bei k = m das ap, o eliminiert. Dies erzeugt das Fill-in (m,n), was wiederum im
Schritt O bei k = m die Anweisung S,, = s, U {m} zur Folge hat. Somit gilt am Anfang des
Schleifendurchlaufes k = n korrekt S,, = {0, m} und in Schritt 0 wird korrekt das Fill-in a; ,
erzeugt, bevor die Elimination von a, ¢ durchgefiihrt wird. Dies gelingt wegen der Symmetrie
von F4.

9.4.2 Parallelisierung

LU-Zerlegung diinnbesetzter Matrizen besitzt folgende Moglichkeiten zu einer Parallelisierung;:
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e grobe Granularitit: In allen 2% Teilmengen von Indizes, die man durch nested disection der
Tiefe d gewinnt, kann man parallel mit der Elimination beginnen (sieche Abb. 9.4). Erst
fiir die Indizes, die den Separatoren entsprechen, ist Kommunikation erforderlich.

e mittlere Granularitdt: Einzelne Zeilen konnen parallel bearbeitet werden, sobald die ent-
sprechende Pivotzeile lokal verfiigbar ist. Dies entspricht dem Parallelismus bei der dichten
LU-Zerlegung.

o feine Granularitit: Modifikationen einer einzelnen Zeile konnen parallel bearbeitet werden,
sobald Pivotzeile und Multiplikator verfiighar sind. Dies nutzt man bei der zweidimensio-
nalen Datenverteilung im dicht besetzten Fall.

Betrachten wir zunéchst wieder den Fall N = P. Dann ist die Parallelisierung recht einfach:

PROGRAMM 9.2 (LU-ZERLEGUNG FUR DUNNBESETZTE MATRIZEN UND N = P)
parallel sparse-lu-1
{
const int N =...;
process II[int k£ € {0,..., N — 1}]
{// (nur Pseudocode!)
// O Belege S
S =0,
for (j =0;5 <k;j++)
if ((k,j) €e G(A)) S=SU{j} // der Anfang
// O Zeile k bearbeiten
for (j=0;j<k;j++)
if (j € Sk)
{
recv(Il;, r); // warte, bis II; die Zeile j schickt
// erweitere Muster
for (i=j+1;i<N;i++)
{
if (1 <kA(j,i) € G(A)) // Info ist in r
S =SuU{i}; // Prozessor i wird Zeile i schicken
if ((j,i) € G(A)U{(k,i)}) // Infoistinr
} G(A) = G(A) U{(k,i)};

// eliminiere ay, ; = a j/a;;; // Infoist in r
for (i=j+1i<N;i++)
Qi = Qi — Ak j * Qjg; // Info ist in r
}
// O wegschicken
for (i=k+1;i<N;i++)
if ((k,7) € G(A)) // lokale Info!
send Zeile k an I1; // k weiss, dass i die Zeile k braucht.

In Teil O wird S initialisiert. Ist zu Beginn von Schritt O das S immer noch leer, so geht dieser
Prozessor sofort zu Schritt 0. Damit beginnen im Fall einer nested disection Ordnung sofort N/2

200



Abbildung 9.7: Problem: Temperaturverteilung in einer Metallplatte.

Prozessoren damit, ihre Zeile wegzuschicken. Im Eliminationsschritt [ erweitert Prozessor k das
Muster G(A) und die Menge S, sobald er Zeile j empfangen hat. Prozessor j weiss seinerseits,
dass er in Schritt [J diese Zeile dem Prozessor k schicken muss.

Der Fall N > P (Skizze)

Jeder Prozessor hat nun einen ganzen Block von Zeilen. Drei Dinge sind zu tun:
e Empfange Pivotzeilen von anderen Prozessoren und speichere diese in der Menge R.
e Sende fertige Zeilen aus einem Sendepuffer S zu den Zielprozessoren.

e Lokale Elimination

— Waibhle eine Zeile j aus dem Empfangspuffer R.
— Eliminiere damit lokal alle mdéglichen ay, ;.

— Wenn eine Zeile fertig wird, stecke sie in den Sendepuffer (es kann mehrere Zielpro-
zessoren geben).

9.5 Iterative Losung diinnbesetzter Gleichungssysteme

9.5.1 Das kontinuierliche Problem und seine Diskretisierung

Als Beispiel betrachten wir folgendes Problem: Eine diinne, quadratische Metallplatte sei an allen
Seiten eingespannt. Die zeitlich konstante Temperaturverteilung am Rand der Metallplatte sei
bekannt. Welche Temperatur herrscht an jedem inneren Punkt der Metallplatte, wenn sich ein
stationdrer Zustand eingestellt hat?

Dieser Wirmeleitungsvorgang kann mit einem mathematischen Modell (ndherungsweise) be-
schrieben werden. Die Metallplatte wird durch ein Gebiet @ C R? beschrieben. Gesucht ist
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Abbildung 9.8: Aquidistantes Gitter fiir N = 4

die Temperaturverteilung T'(x,y) fir alle (z,y) € Q. Die Temperatur T'(x,y) fir (z,y) auf dem
Rand 0f2 sei bekannt. Ist die Metallplatte homogen (iiberall gleiche Warmeleitfahigkeit), so wird
die Temperatur im Inneren durch die partielle Differentialgleichung

PT 0T

972 + Iy 0, T(x,y)=g(x,y) auf OQ (9.2)

beschrieben.

Im Rechner kann man die Temperatur nicht an jedem Punkt (z,y) € © (iiberabzédhlbar viele)
bestimmen, sondern nur an einigen ausgewihlten. Dazu sei speziell Q = [0, 1] gewihlt. Mittels
dem Parameter h = 1/N, fiir ein N € N, wahlen wir speziell die Punkte (x;,y;) = (ih, jh), fir
alle 0 <17,7 < N. Man bezeichnet diese Menge von Punkten auch als regelmaéssiges, dquidistantes
Gitter (sieche Abb. 9.8).

Die Punkte am Rand wurden dabei mit anderen Symbolen (Quadrate) gekennzeichnet als die
im Inneren (Kreise). Nur die Temperatur an den inneren Punkten, also fir 1 <i,j7 < N — 1, ist
unbekannt.

Wie bestimmt man nun die Temperatur 7;; am Punkt (z;,y;)? Eine géngige Methode, das
Verfahren der ,Finiten Differenzen®, fiihrt dazu, dass die Temperatur am Punkt (z;,y;) durch
die Werte an den vier Nachbarpunkten ausgedriickt wird:

T, — Tic1j+Tig1 ITM_I +T; i1

— Ticj+ T 4L+ Tij1+Tij+1 =0 (9.4)
fir 1 <i4,7 <N —1.

An der Form (9.4) erkennt man, dass alle (N — 1)? Gleichungen fiir 1 < 4,7 < N — 1 zusammen
ein lineares Gleichungssystem ergeben, welches wir mit

AT = b (9.5)
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bezeichnen. Dabei entspricht G(A) genau dem in Abb. 9.8 gezeichneten Gitter, wenn man die
Randpunkte (Quadrate) weglésst. Die rechte Seite b von (9.4) ist nicht etwa Null, sondern enthélt
die Temperaturwerte am Rand!

Die so berechneten Temperaturwerte T; ; an den Punkten (z;, y;) sind nicht identisch mit der
Losung T'(z;, y;) der partiellen Differentialgleichung (9.2). Vielmehr gilt

\T;.; — T(xs, )| < O(h?) (9.6)

Diesen Fehler bezeichnet man als ,Diskretisierungsfehler”. Eine Vergréferung von N entspricht
somit einer genaueren Temperaturberechnung.

Iterationsverfahren

Wir wollen nun das Gleichungssystem (9.5) ,iterativ* losen. Dazu geben wir uns einen beliebigen
Wert der Temperatur ﬂ?j an jedem Punkt i < i,7 < N — 1 vor (die Temperatur am Rand ist
ja bekannt). Ausgehend von dieser Néherungslosung wollen wir nun eine verbesserte Losung
berechnen. Dazu benutzen wir die Vorschrift (9.3) und setzen

n n n n
gt _ T T T+ Tign
L, 4

Offensichtlich kénnen die verbesserten Werte 77?1 fiir alle Indizes (i,7) gleichzeitig berechnet
werden, da sie nur von den alten Werten T7"; abhingen.
Man kann tatséchlich zeigen, dass

fir alle 1 <i,7 <N —1. (9.7)

lim 17 = T (9.8)

n—oo

gilt. Den Fehler |Tl’:‘] —T; ;| in der n-ten Néherungslosung bezeichnet man als , Iterationsfehler®.
Wie grofs ist nun dieser Iterationsfehler? Man bendétigt ja ein Kriterium bis zu welchem n man
rechnen muss.

Dazu betrachtet man, wie gut die Werte 77"; die Gleichung (9.4) erfiillen, d.h. wir setzen

mn __ mn mn mn mn mn
Bt = max (|T 4T, — 4T3+ T + Tyl

Ublicherweise verwendet man diesen Fehler nur relativ, d.h. man iteriert so lange bis
E" < eB"

gilt, also der Anfangsfehler E° um den Reduktionsfaktor e reduziert wurde. Dies fiihrt uns zu
dem sequentiellen Verfahren:

wahle NV, ¢;
wiahle Ti?j;
0 _ - 0 0  _ 470 0 o .
EY =maxy<ijen—1 | Ty j + T ; — 4T3 + 1550 + T
n = 0;
while (E" > ¢E")
for (1<i,j<N-1)
n+1 __ Tin—l,j—"_TiT«Lkl,j+Tz7,Lj—1+Ti7,Lj+l,
ihj - ’
n+1 __ . n+1 n+1l n+1 n+1 n+1 |.
BT =maxi i jen— (T2 5 + T — 4155 + 1550 + 15750
n=n++1;
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Abbildung 9.9: Matrixaufteilung fiir das Jacobiverfahren

Kompakter konnen wir dies alles mit Vektoren schreiben. Zu l6sen ist das Gleichungssystem
(9.5), also AT = b. Die Néherungswerte T}"; entsprechen jeweils Vektoren 7™. Formal berechnet
sich T+ als

Tn+1 —Tn + D—l(b o ATn)

mit der Diagonalmatrix D = diag(A). Dies bezeichnet man als Jacobiverfahren. Der Fehler E™
ergibt sich aus
E" = Hb__/l'TmHoo7

wobel || - [|oo die Maximumnorm eines Vektors ist.

9.5.2 Parallelisierung

Der Algorithmus erlaubt wieder eine datenparallele Formulierung. Die (N +1)? Gitterpunkte wer-
den dazu durch Partitionierung der Indexmenge I = {0, ..., N} auf ein /P x /P-Prozessorfeld
aufgeteilt. Die Partitionierung geschieht dabei blockweise wie in Abb. 9.9 dargestellt. Prozessor
(p, q) berechnet somit die Werte T;‘]ﬂ mit (i,7) € {start(p), ..., end(p)} x{start(q),...,end(q)}.
Um dies zu tun, bendétigt er jedoch auch Werte Tl"] aus den Nachbarprozessoren mit (i,j) €
{start(p) — 1,...,end(p) + 1} x {start(q) — 1,...,end(q) + 1}. Dies sind die Knoten, die in
Abb. 9.9 mit Quadraten gekennzeichnet sind! Jeder Prozessor speichert also zusétzlich zu den
ihm zugewiesenen Gitterpunkten noch eine zusétzliche Schicht von Gitterpunkten. Der parallele
Algorithmus besteht somit aus folgenden Schritten:

Startwerte Tioj sind allen Prozessoren bekannt.
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Abbildung 9.10: Austausch der Werte an den Randpunkten

while (E" > ¢E°)

{
berechne T&*l fir (i,7) € {start(p),...,end(p)} x {start(q),...,end(q)};
tausche Randwerte (Quadrate) mit Nachbarn aus;
Berechne E™*! auf (i, 5) € {start(p),...,end(p)} x {start(q),..., end(q)};
Bilde globales Maximum;
n=n-+1;

Im Austauschschritt tauschen zwei benachbarte Prozessoren Werte aus wie in Abb. 9.10 skiz-
ziert.

Fiir diesen Austauschschritt verwendet man entweder asynchrone Kommunikation oder syn-
chrone Kommunikation mit Farbung.

Wir berechnen die Skalierbarkeit einer Iteration:

W = Ts(N):Nztop = N = K

op
Tp(N, P) <N 275 + |\ ts+tp + 1 N 4+ (ts +tp +ts)1d P
P ) = = op s h W= s h s
v P VP ~
globale
Berechnung Randaustausch Komm.:
Mag.nfijr

W VIV at,
P P\t
To(W,P) = PTp—-W =

Aty
= VWVP + Pld P(ts + ty, + tw) + P4(ts + tp,)
Viop

Tp(W,P) =

+ (ts + th + tw) 1A P + 4(ts + tp)
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Asymptotisch erhalten wir die Isoeffizienzfunktion W = O(P1d P) aus dem zweiten Term, ob-
wohl der erste Term fiir praktische Werte von N dominant sein wird. Der Algorithmus ist
praktisch optimal skalierbar.

2
Aufgrund der blockweisen Aufteilung hat man einen Oberflache-zu-Volumen Effekt: % / (%) =

2 3 (
%. In drei Raumdimensionen erhélt man ( P]1V/3) / ( lev/3> = ]1\,/3. Fiir gleiches N und P ist

also die Effizienz etwas schlechter als in zwei Dimensionen.

9.5.3 Mehrgitterverfahren

Fragen wir uns nach der Gesamteffizienz eines Verfahrens, so ist die Zahl der Operationen ent-
scheidend. Dabei ist
Ts(N) =IT(N) - Trr(N)

Wieviele Iterationen nun tatséchlich auszufithren sind, hdngt neben N natiirlich von dem benut-
zen Verfahren ab. Dazu erhilt man die folgenden Klassifikationen:

Jacobi, Gauk-Seidel : IT(N) = O(N?)
SOR mit wept = IT(N) = O(N)
konjugierte Gradienten (CG): IT(N)= O(N)
hierarchische Basis d=2: IT(N) = O(logN)
Mehrgitterverfahren : IT(N) = O(1)

Die Zeit fiir eine Iteration Ty7(N) ist dabei fiir alle Verfahren in O(N9) mit vergleichbarer
Konstante ( liegt im Bereich von 1 bis 5 ).

Wir sehen also, dak z.B. das Mehrgitterverfahren sehr viel schneller ist, als das Jacobi-
Verfahren. Auch die Parallelisierung des Jacobi-Verfahrens hilft da nicht, denn es gelten:

O(Nd+2)

TP,Jacobi(Na P) = P

und  Tspa(N) = O(N?)
Eine Verdopplung von N hat also eine Vervierfachung des Aufwandes des parallelisierten Jacobi-
Verfahrens im Vergleich zum sequentiellen Mehrgitterverfahren zur Folge!

Das fithrt uns auf ein grundséatzliches Gebot der parallelen Programmierung:

Parallelisiere den besten sequentiel-
len Algorithmus, wenn irgend mog-

lich!

Betrachten wir noch einmal die Diskretisierung der Laplacegleichung AT = 0. Diese ergibt
das lineare Gleichungssystem

Ax =10

Dabei wird der Vektor b durch die Dirichlet-Randwerte bestimmt. Sei nun eine Naherung der
Losung durch z° gegeben. Setze dazu den Iterationsfehler

e=x—2at
Aufgrund der Linearitdt von A kénnen wir folgern:

At = Ax —Ax' =b— Az =: d*
b
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Dabei nennen wir d’ den Defekt . Eine gute Niherung fiir e’ berechnet man durch das Losen

Mv' =d' also o' = M~ 'd’

Dabei ist M leichter zu losen, als A ( in O(N) Schritten, wenn z € RY ). Fiir spezielle M
bekommen wir bereits bekannte Iterationsverfahren :

M=1I — Richardson
M = diag(A) — Jacobi
M =L(A) — Gauk-Seidel

Wir erhalten lineare Iterationsverfahren der Form
=2t oM (b~ AxY)
Dabei stellt das w € [0, 1] einen Dampfungsfaktor dar. Fiir den Fehler e!™! = 2 — 2! gilt:
T = (I —wM™A)e!
Dabei bezeichnen wir die Iterationsmatrix I — wM ~'A mit S. Es ligt genau dann Konvergenz

(lim; o € = 0) vor , wenn der betragsgrofte Eigenwert von S echt(!) kleiner als Eins ist.

Glattungseigenschaft

Ist die Matrix A symmetrisch und positiv definit, so hat sie nur reelle, positive Eigenwerte Ax
zu Eigenvektoren zj. Die Richardson-Iteration

e =2t 4 w(b— Azh)
fiihrt wegen M = I auf die Fehlerfortpfanzung
e = (I —wA)e

Nun setzten wir den Dampfungsfaktor w = ﬁ und betrachten e’ = 2;(Vk). Dann erhalten wir

itl 1 _ py? _ py? i
¢ B <I )\max A) h= )\max = (1 Amax) ‘
<1_ Ak ) 0 M= A
Amax ~1 )\k klein (Amin)
Im Fall kleiner Eigenwerte haben wir also eine schlechte Dampfung des Fehlers ( sie liegt in
der Gréfenordnung von 1 - O ( h? ) ). Dieses Verhalten ist fiir die Jacobi und Gauf-Seidel
Iterationsverfahren qualitativ identisch.

Zu kleinen Eigenwerten gehoren aber langwellige Eigenfunktionen. Diese langwelligen Fehler
werden also nur sehr schlecht geddmpft. Anschaulich betrachtet bieten die Iterationsverfahren
nur eine lokale Glattung des Fehlers, auf dem sie arbeiten, denn sie ermitteln neue Iterations-
werte ja nur aus Werten in einer lokalen Nachbarschaft. Schnelle Oszillationen kénnen werden
schnell herausgeglittet, wihrend langwellige Fehler die lokalen Glattungen weitgehend unverén-
dert iiberstehen.

Zu Veranschaulichung betrachen wir folgendes Beispiel:
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Abbildung 9.11: Initialisierungfehler

Die Laplacegleichung —Au = f wird mittles eines Fiinf-Punkte-Sterns auf einem
strukturierten Gitter diskretisiert. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind sin(vra) sin(ury),
wobei 1 < v und p < h1-1 gelten. Wir setzen h = % und den Initialisierungsfehler
auf

e = sin(37r:n) sin(27y) + sin(127z) sin(127y) + sin(317z) sin(317y).
Mit w = +—— erhélt man die Dampfungfaktoren ( pro Iteration ) fiir die Richardson
Tteration durch 0. 984, 0.691 und 0 fiir die einzelnen Eigenfunktionen. Die untenste-
henden Graphen zeigen den Initialisierungsfehler und den Fehler nach einer bzw. fiinf
Iterationen.

Daher kommt man auf die Idee, diese langwelligen Fehler auf groberen Gittern darzustellen,
nachdem die schnellen Ozillationen herausgegléttet worden sind. Auf diesen groberen Gittern ist
dann der Aufwand, um die Fehlerkurve zu glétten, geringer. Weil die Kurve nach der Vorglattung
einigermafsen glatt ist, ist diese Restriktion auf weniger Gitterpunkte gut moglich.

Gitterhierarhie

Man erstellt also eine ganze Folge von Gittern verschiedener Feinheit und gléttet zunéchst auf
dem feinsten die kurzwelligen Fehlerfunktionen heraus, geht dann auf das nachst grobere Gitter
iiber usw. .

Entsprechend erhélt man eine ganze Folge linearer Systeme

Az = by,

da ja die Anzahl der Gitterpunkte N und damit die Lange von x auf groberen Gittern schwindet.
Natiirlich will man nach dieser Restriktion wieder auf das urspriingliche feine Gitter zuriick-
kehren. Dazu fithrt man eine Grobgitterkorrektur durch. Nehmen wir dazu an, wir seinen auf
Gitterstufe 1, betrachten also das LGS
Ajzp = by
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Abbildung 9.12: Fehler nach einer Iteration

Abbildung 9.13: Fehler nach fiinf Iterationen

Abbildung 9.14: Der Fehler nach fiinf Iterationen auf groberen Gittern
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Abbildung 9.15: Strukturierte Gitterfolge

Abbildung 9.16: Unstrukturierte Gitterfolge

Auf dieser Stufe ist eine Iterierte x% mit Fehler e% gegeben, also die Fehlergleichung
Ae}' = bl — Al$;

Nehmen wir an, :L'; ist Ergebnis von v; Jacobi, Gauf-Seidel oder &hnlichen Iterationen. Dann ist
e; verhiltnisméahig glatt und somit auch gut auf einem gréberen Gitter darstellbar, das heift, er
kann von einem gréberen Gitter gut auf das feinere interpoliert werden. Sei dazu v;_1 der Fehler
auf dem groberen Gitter. Dann ist in guter Naherung

[P
el ~ _Plvlfl

Dabei ist P, eine Interpolationsmatrix ( Prolongation ), die eine linerare Interpolation ausfiihrt
und so aus dem Grobgittervektor einen Feingittervektor macht.
Durch Kombination der obigen Gleichungen erhélt man die Gleichung fiir v;_; durch

RiAPw;_1 = Ry(b — Ajx})

Dabei ist RjAP, =: A;_; € RNi-1*Ni-1 ynd R; ist die Restriktionsmatrix, fiir die man z.B. R; =
PZT nimmt.
Ein sogenanntes Zweigitterverfahren besteht nun aus den beiden Schritten:

1. vq Jacobi-Iterationen ( auf Stufe 1)
2. Grobgitterkorrektur xf“ =l + PlAl_,llRl(bl — Apzh)

Die rekursive Anwendung fithrt auf die Mehrgitterverfahren.
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Abbildung 9.17: Prolongationsmatrix und Wirkung auf dem Gitter

mgc(l, 1, by)
{
if (1==0) 29 = Ay bo;
else {
vy Iterationen Eingitterverfahren auf A;z; = by; //Vorglattung
di—1 = Ry(by — Ayy);
v =0;
for (g=1,...,7)
mge( [ —1,v1,d11 );
r =2+ Bui-g;
vy Iterationen Eingitterverfahren auf A;z; = by; //Nachglattung

Dabei ist es ausreichend, v = 1,11 = 1,19 = 0 zu setzen, damit die Iterationszahl in O(1)
liegt.

Der einmalige Durchlauf von der Stufe 1 hoch auf Stufe 0 und zuriick wird als V-Zyklus
bezeichnet.

Betrachten wir den Aufwand fiir den Fall eines zweidimensionalen strukturierten Gitters:
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Abbildung 9.18: V-Zyklus mit v =1

Dabei seien N die Anzahl der Gitterpunkte in einer Zeile auf der feinsten Stufe, und C' := #,p.

CN? CN?
TIT(N):CN2+ 1 + 16 + ...+ G(No)
Stufe ] >~~~ Grobgitter

Stufe 1-1

11
:CN2(1+Z+E+...)+G(NO)

ol

4

Parallelisierung

Zur Datenverteilung in der Gitterhierarchie auf die einzelnen Prozessoren ist zu beriicksichtigen:

e In der Grobgitterkorrektur mufs gepriift werden, ob zur Berechnung der Knotenwerte im
Grobgitter Kommunikation erforderlich ist.

e Wie verfidhrt man mit den grobsten Gittern, in denen pro Dimensionsrichtung die Anzahl
der Unbekannten kleiner als die Anzahl der Prozessoren wird?

Zur Nlustrierung des Verfahrens betrachten wir den eindimensionalen Fall. Siehe dazu Abb. 9.19.
Die Verteilung im hoherdimensionalen Fall erfolgt entsprechend dem Tensorprodukt ( schach-
brettartig ).

Die Prozessorgrenzen werden gewéhlt bei p- % +¢, also die Knoten, die auf dem Rand zwischen
zwei Prozessoren liegen, noch dem ,yvorderen “zugeteilt.

Zu bemerken ist, daft der Defekt, der in der Grobgitterkorrektur restringiert wird, nur auf den
eigenen Knoten berechnet werden kann, nicht aber im Overlap!

Um dem Problem der schwindenden Anzahl von Knoten in den grébsten Gittern zu begegnen,
nutzt man sukzessive weniger Prozessoren. Sei dazu a := 1d P und wieder C' := t,,. Auf Stufe 0
wird nur ein Prozessor beschéftigt, erst auf Stufe a sind alle beschéftigt.
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Abbildung 9.19: Eindimensionale Aufteilung bei 4 Prozessoren

Stufe

A a+1

Abbildung 9.20: Eindimensionale Gitterhierarchie
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Stufe Knoten Prozessoren Aufwand

1 N; = 2l=aN, P=P T = 21=2C'N,

a+1 Na+1 == 2Na Pa+1 =P T = 2CNO

a N, P,=P T = CNy

2 Ny = 4N, Py =4P T =<2 = ON,

1 Ny = 2Ny P, = 2P, T =<1 = &2 = ON,
0 No Py=1 G(No) = CNy

Betrachten wir den Gesamtaufwand: Von Stufe 0 bis Stufe a ist % konstant, also wachst Tp wie
1d P. Daher bekommen wir
Tp=1d P - CNy

In den hoheren Stufen bekommen wir

N, 1 1 N,
Tp=C L. (14+-+-4...) =202
p=C Iz ( totgt ) C Iz
Den Gesamtaufwand bildet dann die Summe der beiden Teilaufwénde.
Nicht berticksichtigt ist dabei die Kommunikation zwischen den Prozessoren.
Die folgende Tabelle zeigt, wie sich der Finsatz des Mehrgitterverfahrens auf die Anzahl der
auszufiithrenden Iterationsschritte auswirkt. Aufgezeichnet wird die Anzahl der eingesetzten Pro-

zessoren gegen die Wahl der Gitterfeinheit, die verwendet wurde. Es wurde eine Reduktion des
Fehlers auf 10~¢ durchgefiihrt.

P15 6] 7]8
1 [10
4 1010
16 |11 | 12 | 12
64 | 13| 12| 12| 12

Die zweite Tabelle zeigt die entsprechenden Iterationzeiten in Sekunden an ( gerechnet auf
Cray T3D ).

PA] 5 | 6 | 7 | 8
1 | 339

4 1095|356

16 | 0.32 | 1.00 | 3.74

64 | 0.15 | 0.34 | 1.03 | 3.85
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10 Partikelmethoden

10.1 Einfithrung

Bei Partikelmethoden geht es darum, wie sich N Teilchen (oder Korper) unter dem Einfluss
eines Kraftfeldes bewegen. Das Kraftfeld selbst hangt wieder von der Position der Teilchen ab.
Als einfachstes Beispiel betrachten wir das N-Korper-Problem: Gegeben seien N punkférmige
Massen my, ..., my an den Positionen z1, ..., zx € R3. Die von Kérper j auf Korper i ausgeiibte
Gravitationskraft (siehe Abb. 10.1) ist gegeben durch das Newton’sche Gravitationsgesetz :

Fy= . LT (10.1)
| — 4| | — |
Starke Einheitsvektor von
z; in Richtung x;
Die Gravitationskraft lasst sich auch als Gradient eines Potential schreiben:
ymg(x; — i) ( m; )
Fi=m———————=m; V| ————— | =m; Vo,(x;). 10.2
9 Y e — e ) VO (102)

Oy(x) = w heift Gravitationspotential der Masse m an der Position y € R3.
Die Bewegungsgleichungen der betrachteten N Korper erhélt man aus dem Gesetz Kraft—=Masse x Beschleunigr

firi=1,...,N
dv; Y my
dv; 10.3
it =\ 2 ey = e
doi =y (10.4)

Dabei ist v;(t): R — R3 die Geschwindigkeit des Kérpers i und z;(t): R — R? die Position in
Abhéngigkeit von der Zeit.

Wir erhalten also ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen der Dimension 6N (drei
Raumdimensionen) fiir dessen Losung noch Anfangsbedingungen fiir Position und Geschwindig-
keit erforderlich sind:

v;(0) = 0¥

7

2;(0) = 9, firi=1,...,N (10.5)
Die Integration der Bewegungsgleichungen (10.3) und (10.4) erfolgt numerisch, da nur fir N = 2
geschlossene Losungen moglich sind (Kegelschnitte, Kepler’sche Gesetze). Das einfachste Ver-

fahren ist das explizite Euler-Verfahren:

=k-At,
Diskretisierung in der Zeit: vf = v;(tF),
af = a(th).
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Abbildung 10.1: N-Koérper Problem

k4 A v(; vmak‘>

k
. r; —X;
i 7 fir i =1,...,N (10.6)

explizit®
xf“ = J:f + At - vf

Sicher gibt es bessere Verfahren als das explizite Eulerverfahren, das nur von der Konvergen-
zordnung O(At) ist, fiir die Parallelisierung spielt dies jedoch keine grofe Rolle, da die Struktur
anderer Verfahren dhnlich ist. Ein anderes Problem ist schwerwiegender:

In der Kraftberechnung héingt die Kraft auf einen Korper ¢ von der Position aller anderen
Korper j # i ab. Der Aufwand fiir eine Kraftauswertung (die mindestens einmal pro Zeitschritt
notwendig ist) steigt also wie O(N?) an. In den Anwendungen kann N = 10, ...,10? sein, was
einen enormen Rechenaufwand bedeutet.

Ein Schwerpunkt dieses Kapitels ist daher die Vorstellung verbesserter sequentieller Algo-
rithmen zur schnellen Kraftauswertung. Diese berechnen die Krifte ndherungsweise mit dem
Aufwand O(N log N) (Es gibt auch Verfahren mit O(N) Komplexitét, die wir aus Zeitgriinden
weglassen). Bevor wir diese Verfahren einfiihren, betrachten wir noch die (simple) Parallelisie-
rung des naiven O(N?) Algorithmus.

10.2 Parallelisierung des Standardverfahrens

Der O(N?)-Algorithmus ist recht einfach zu parallelisieren. Jeder der P Prozessoren erhilt %
Korper. Um die Kréfte fiir alle seine Kérper zu berechnen, benétigt ein Prozessor alle anderen
Korper. Dazu werden die Daten im Ring zyklisch einmal herumgeschoben.

Analyse:

Ts(N) =¢N?
N N N
Tp(N,P) = P(—-—) P =
p( ) Cc1 PP + c2 P
~—— ~——
Block p Kommunikation
mit ¢
N2
= Cl? + CQN
01N 1

E(P’ N) - N2 = 1 c2 P

(Cl?‘i‘CQN)P +E'W
konstante Effizienz fiir N = ©(P).

Damit ist die Isoeffizienzfunktion wegen W = ¢ N?

W(P) = ©(P?)

(natiirlich in Bezug auf den suboptimalen Standardalgorithmus).
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Abbildung 10.2: Ein Cluster

10.3 Schnelle Summationsmethoden

Wir leiten nun eine Methode her, um die Kraftauswertung zu beschleunigen. Dazu betrachten
wir die in Abb. 10.2 dargestellte Situation: M Massenpunkte seien in einem Kreis um z mit dem
Radius r enthalten. Wir wollen das Potential ¢ aller Massenpunkte im Punkt z mit ||z — x| =
¢ > r auswerten.

Betrachten wir zunéchst einen Massenpunkt an der Position £ mit || — z|| < r. Das Po-
tential der Masse in & sei (wir vergessen den multiplikativen Faktor ym, den kann man spéter
hinzufiigen)

1

@) = ey =

f(€—x).

Das Potential hangt nur vom Abstand £ —x ab. Nun fiigen wir den Punkt z ein und entwickeln
in eine Taylorreihe um (z — z) bis zur Ordnung p (nicht mit Prozessor verwechseln):

f€==z) = f((z—-2)+(€~2) =
_ Z D f(z_x)(g_z)m‘_i_ Z D f(Z—:L‘—FG(f—Z))(S_Z)M‘

!

la|<p laj=p

Restglied

fiir ein 6 € [0,1]. Wichtig ist die Separation der Variablen z und &. Die Grofe des Fehlers
(Restglied) héngt von p, r und ¢ ab, wie wir gleich sehen werden.

Zunachst betrachten wir aber, wie die Reihenentwicklung benutzt werden kann, um die Poten-
tialauswertung zu beschleunigen. Dazu nehmen wir an, dass eine Auswertung des Potentials der
M Massen an N Punkten zu berechnen ist, was normalerweise O(M N') Operationen erforderlich
macht.
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Fiir die Auswertung des Potentials an der Stelle = berechnen wir
Zm% valf soa) 4 (6 - 2) &

Doy (s~ )
Ny ymy e (G o)l =
(Taylorreihe P al<p :

bi = <
Ordlﬁlng

p)

flz—= M
= 2 W(Zm(&—z)'a') =

(Summe
vertau-  |o|<p i=1
schen)
= (o)
unabhéngig
von z!

Die Berechnung der Koeffizienten M, erfordert einmalig O(Mp?) Operationen. Sind die M,
bekannt, so kostet eine Auswertung von ¢(x) O(p®) Operationen. Bei Auswertung an N Punkten
erhiilt man also die Gesamtkomplexitit O(Mp? + Np®).

Es ist klar, dass das so berechnete Potential nicht exakt ist. Der Algorithmus macht nur Sinn,
wenn der Fehler so kontrolliert werden kann, dass er vernachlissigbar ist (z.B. kleiner als der
Diskretisierungsfehler). Ein Kriterium zur Fehlerkontrolle gibt die Fehlerabschétzung:

Ge() = Xjajcp T — 2)lel )
Pe () B

mit £ < h < . Fiir den Fall ¢ > 4r reduziert sich der Fehler wie (1/2)P*1.
Die Naherung wird also umso genauer,

c(2h)PH,

e je kleiner 7

e je groker der Entwicklungsgrad p.

Gradientenberechnung.

Im N-Koérper-Problem will man nicht das Potential, sondern die Kraft, also den Gradient des
Potentials, ausrechnen. Dies geht mittels

00e) 0 s DYG-a)y  $

ax(]T) Relhenentw 8$( ) al<p |CM"

D0y, f(z — )

jaf!

(3
la|<p

Raumdimension

Man muss also nur D9, f(z — z) statt Df(z — x) berechnen.

Andere Reihenentwicklungen.

Oben haben wir eine Taylorreihe verwendet. Dies ist nicht die einzige Moglichkeit einer Rei-
henentwicklung. In Wahrheit gibt es fiir die in Betracht kommenden Potentiale m (2D)
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und m (3D) andere Entwicklungen, die sogenannten Multipolentwicklungen, die sich besser

eignen. Fiir diese Reihen gelten bessere Fehlerabschétzungen in dem Sinne, dass sie die Form

1 +1
Fehler < 1 <i>p

L \e

haben und somit schon fiir ¢ > 7. Ausserdem ist die Komplexitit in Bezug auf p besser (p? in

2D, p* in 3D). Fiir Details sei auf (GREENGARD 1987) verwiesen.
Eine von Physikern haufig verwendete Approximation des Gravitationspotentials ist eine Tay-

lorentwicklung von
M

_ Ymy
M= @ T

wobei s der Massenschwerpunkt der M Massen ist (und nicht ein fiktiver Kreismittelpunkt). Die
sogenannte Monopolentwicklung lautet

2%1 Yy
lls — =]
(d.h. ein Kérper der Masse Y m; in s). Die Genauigkeit wird dann nur iiber das Verhéltnis r/c
gesteuert.

Verschieben einer Entwicklung

In den unten folgenden Algorithmen bendtigen wir noch ein Werkzeug, das die Verschiebung
von Entwicklungen betrifft. In Abb. 10.3 sehen wir drei Cluster von Koérpern in Kreisen um
z1, 29, z3 mit jeweils dem Radius r. Die drei Kreise passen wiederum in einen groferen Kreis
um 2z mit Raidus 7’. Wollen wir das Potential aller Massen in x mit ||x — 2’| > r’ auswerten,
so konnten wir eine Reihenentwicklung um 2’ verwenden. Falls schon Reihenentwicklungen in
den drei kleineren Kreisen berechnet wurden (d.h. die Koeffizienten M, ), so lassen sich die
Entwicklungskoeffizienten der neuen Reihe aus denen der alten Reihen mit Aufwand O(p®)
berechnen, d.h. unabhéngig von der Zahl der Massen. Dabei entsteht kein zusétzlicher Fehler,
und es gilt auch die Fehlerabschitzung mit entsprechend groRerem 7.

10.4 Gleichmalige Punkteverteilung

Zunichst entwickeln wir einen Algorithmus, der sich fiir eine uniforme Verteilung der Punkte
eignet. Dies hat den Vorteil einfacher Datenstrukturen und der Moglichkeit einfacher Lastver-
teilung. Wir stellen die Ideen fiir den zweidimensionalen Fall vor, da sich dies leichter zeichnen
lasst. Alles kann jedoch in drei Raumdimensionen analog durchgefiihrt werden.

Alle Korper seien in einem Quadrat Q = (0, Dy, )? der Seitenlinge D4 enthalten. Wir
iiberziehen 2 mit einer Hierarchie von immer feineren Gittern, die wie in Abb. 10.4 konstruiert
werden. Stufe [ entsteht aus Stufe [ — 1 duch Vierteln der Elemente.

Wollen wir s Korper pro Feingitterbox, so gilt J = log, (g) Fiir zwei nicht benachbarte
Quadrate erhaten wir folgende Abschéitzung fiir das r/c-Verhéltnis (Massen in b, Auswertung in

a) (siehe Abb. 10.5)
k
ro= V2=

2
c = 2k
LTl V2R V2 e
c 4k 4
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Abbildung 10.3: Verschieben einer Entwicklung
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—_———— Stufe 1 Stufe 2 Stufe J

'
Yy Kinder(b)
E b = Vater(V') fir alle ' € Kinder(b)

Abbildung 10.4: Konstruktion der Gitter

e A

|

Abbildung 10.5: r/c-Abschétzung fiir zwei nicht benachbarte Quadrate

Fiir ein Element b auf Stufe [ definiert man folgende Bereiche in der Nachbarschaft von b
(siche Abb. 10.6):

e Nb(b) = alle Nachbarn b' von b auf Stufe I (9bN oY # 0).

o [L(b) = Interaktionsliste von b: Kinder von Nachbarn von Vater(b), die nicht Nachbar von

b sind.
Folgender Algorithmus berechnet das Potential an allen Positionen x1, ..., zN:
Aufwand
O Vorbereitungsphase:
Fiir jede Feingitterbox berechne eine Fernfeldentwicklung; O(%spo‘)

Fiir alle Stufen [ =J —1,...,0
Fiir jede Box b auf Stufe [
berechne Entwicklung in b aus Entwicklung in Kinder(b); O(%sp”)
O Auswertephase:
Fiir jede Feingitterbox b
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b Nb(b)

IL(b)

Abbildung 10.6: Nachbarn und Interaktionsliste

Fiir jeden Korper ¢ in b
{
berechne exaktes Potential aller ¢’ € B, ¢’ # q; O(Ns)
Fiir alle b' € Nb(b)
Fiir alle ¢/ € v/
berechne Potential von ¢’ in ¢; O(N38s)
b="b:
Fiir alle Stufen [ = J,...,0

{

Fiir alle b’ € IL(b)
Werte Fernfeldentwicklung von o’ in ¢ aus; O(%spﬁ )

}

Gesamtaufwand: O(N log Np” + Ns + Np® + %pﬁ), also asymptotisch O(N log N). Dabei be-
zeichnet v den Exponenten fiir das Aufstellen der Fernfeldentwicklung und 8 den Exponenten

fiir das Verschieben. Man beachte, dass man wegen der uniformen Verteilung N/s Korper pro
Box auf Stufe J hat.

BEMERKUNG 10.1 Die Genauigkeit wird hier iiber den Entwicklungsgrad p gesteuert, das Ver-
héltnis r/c ist fest.

222



<——sequentiell | paralle] ——

Stufe 0 Stufe k — 1 Stufe k Stufe J
k>m 4" =P

Abbildung 10.7: Aufteilung der Boxen bei der Parallelisierung

Parallelisierung

Wie in Abschnitt 9.5 (Iterationsverfahren) wird das Gitter mit den zugehérigen Korpern auf die
Prozessoren aufgeteilt. Da wir nun eine Hierarchie von Gittern haben, verfahren wir wie folgt:
Jeder Prozessor soll mindestens 2 x 2 Gitterzellen bekommen. Es sei P = 4™, so wihle k = 7+ 1
und verteile das Gitter der Stufe k£ auf alle Prozessoren (jeder hat 2 x 2 Elemente). Alle Stufen
I < k werden auf allen Prozessoren gespeichert. Alle Stufen [ > k werden so aufgeteilt, dass
Kinder(b) im selben Prozessor wie b bearbeitet werden. Dies zeigt die Abb. 10.7 fiir P = 16 = 42.

Zusitzlich zu den ihm zugewiesenen Elementen speichert jeder Prozessor noch einen Uberlap-
pungsbereich von zwei Elementreihen (zu sehen in Abb. 10.8).

Da jeder mindestens 2 x 2 Elemente hat, liegt der Uberlappungsbereich immer in direkten
Nachbarprozessoren.

Die Auswertung der IL erfordert hochstens Kommunikation mit néchsten Nachbarn.

Zum Aufbau der Fernfeldentwicklung fiir die Stufen [ < & ist eine alle-an-alle Kommunikation
erforderlich.

Skalierbarkeitsabschitzung.

Es sei % > 1. Wegen

N N N
J =logy <s> = logy <5PP> = log, <5P> +log, P

SN— Js
JP

werden Jg Stufen sequentiell und J, = O(1) Stufen parallel gerechnet. Somit erhalten wir fiir
festen Entwicklungsgrad:

Tp(N,P) =
(% = const.)
N N N
= le +cold P+ e3P + c4p + C5pr + C5FJS
—_—— ~—
Vv alle-an-alle. Es berechne FFE v Y
FFE Stufe sind immer in ganz Q fiir FFE Stufen FFE Stufen
J...K Daten fiir 4 l=k—1...0 >k L<k
Nahfeld Zellen in allen
auswerten Prozessoren
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Also:

: I
. Kernber

I
eich

Uberlappung

Abbildung 10.8: Uberlappungsbereich eines Prozessors

csNlog N
E(N,P) = — -
cap(Js+ Jp) + (c3+ca)P+ c2ld P + 1
P p P
log N alle an alle alle-an- Nahfeld lokale

Grobgitter alle FFE

FFE

1
N cates P2 ca, PlAP 4 ¢ 1
L+ cs NlogN+C5 NlogN+C5 log N

Fiir eine isoeffiziente Skalierung muss N also beinahe wie P? wachsen!

10.5 Ungleichmaliige Verteilung

Die Annahme einer uniformen Verteilung der Kérper ist in einigen Anwendungen (z.B. Astro-
physik) nicht realistisch. Will man in jeder Feingitterbox genau einen Koérper haben und ist

D i, der minimale Abstand zweier Korper, so braucht man ein Gitter mit

Gitterstufen. L heisst ,,separation ratio®. Von diesen sind aber die meisten leer. Wie bei diinnbe-
setzten Matrizen vermeidet man nun die leeren Zellen zu speichern. In zwei Raumdimensionen

log L = log

Dmax

min

heisst diese Konstruktion ,adaptiver Quadtree®.
Der adaptive Quadtree wird folgendermafsen aufgebaut:

e Initialisierung: Wurzel enthélt alle Kérper im Quadrat (0, Dz )-

e Solange es ein Blatt b mit mehr als zwei Kérpern gibt:

— Unterteile b in vier Teile
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Abbildung 10.9: Ein adaptiver Quadtree

— Packe jeden Korper von b in das entsprechende Kind

— leere Kinder wieder wegwerfen.

Abb. 10.9 zeigt ein Beispiel. Der Aufwand betrigt (sequentiell) O(N log L).

Der erste (erfolgreiche) schnelle Auswertealgorithmus fiir ungleichméfig verteilte Kérper wur-
de von BARNES und HuT (1986) vorgeschlagen.

Wie im gleichméfigen Fall wird eine Fernfeldentwicklung von den Bléattern bis zur Wurzel
aufgebaut (bei Barnes & Hut: Monopolentwicklung).

Fiir einen Korper ¢ berechnet dann folgender rekursive Algorithmus das Potential in g:

Pot(Korper ¢, Box b)
{
double pot = 0;
if (b ist Blatt A ¢ = b.q) return 0; // Ende
if (Kinder(b) == 0)
return ¢(b.q, q); // direkte Auswertung

if (% < h)

return ¢(q); // FFE Auswerten
for (b’ € Kinder(b))

pot = pot + Pot(q,b); // rekursiver Abstieg
return pot;

}

Zur Berechnung wird Pot mit ¢ und der Wurzel des Quadtree aufgerufen. Im Algorithmus
von Barnes & Hut wird die Genauigkeit der Auswertung mittels des Parameters h gesteuert.
Abb. 10.10 zeigt ein Beispiel, welche Zellen des Quadtree in Barnes & Hut Algorithmus besucht
werden.
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Abbildung 10.10: Beispiel zur Auswertung im Barnes & Hut Algorithmus

Parallelisierung

Die Parallelisierung dieses Algorithmus ist relativ komplex, so dass wir nur einige Hinweise geben
konnen. Fiir Details sei auf (J.K. SALMON 1994) verwiesen.

Da sich die Positionen der Teilchen mit der Zeit verdndern, muss der adaptive Quadtree in
jedem Zeitschritt neu aufgebaut werden. Zudem muss man die Aufteilung der Korper auf die
Prozessoren so vornehmen, dass nahe benachbarte Korper auch auf moglichst nahe benach-
barten Prozessoren gespeichert sind. Ein sehr geschicktes Lastverteilungsverfahren arbeitet mit
yraumfiillenden Kurven“. Abb. 10.11 zeigt die sogenannte Peano-Hilbert-Kurve .

Eine Hilbertkurve entsprechender Tiefe kann benutzt werden, um eine lineare Ordnung der
Korper (bzw. der Blatter im Quadtree) herzustellen. Diese kann dann leicht in P Abschnitte der
Liange N/ P zerlegt werden. Fiir unser Beispiel zeigt dies Abb. 10.12. Schon ist die Datenlokalitét
zu erkennen.

Salmon & Warren zeigen, dass mit dieser Datenverteilung der adaptive Quadtree parallel
mit sehr wenig Kommunikation aufgebaut werden kann. Ahnlich wie im uniformen Algorithmus
wird dann durch eine alle-an-alle Kommunikation die Grobgitterinformation aufgebaut, die alle
Prozessoren speichern. Dieses Grobgitter enthélt auch Informationen dariiber, welcher Prozessor
welche Information besitzt.

Paralleler Aufbau des adaptiven Quadtree

o Ausgangspunkt: Jeder Prozessor hat eine Menge von Kérpern, die einem zusammenhén-
genden Abschnitt auf der Hilbertkurve entspricht.

e Schritt 1: Jeder Prozessor baut lokal fiir seine Korper den Quadtree auf. Die , Nummern“
der Blatter sind dabei aufsteigend (Abb. 10.13).
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Abbildung 10.11: Peano-Hilbert-Kurve

e o

Abbildung 10.12: Verteilung der Kérper auf die Prozessoren.
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[®] — Blatt

Abbildung 10.13: Lokaler Quadtree

e Schritt 2: Abgleich mit Nachbarprozessoren. Frage: Hétte ein sequentielles Programm fiir
die Korper von Prozessor p dieselben Blétter erzeugt? Im allgemeinen nein, denn ein Korper
von p und einer von g # p konnten sich ja eine Box teilen.

Was kann passieren?

Sei b der erste Korper in Prozessor p und b’ der letzte in Prozessor p — 1. Nun gibt es zwei
Moéglichkeiten in Prozessor p:

1. Korper V' liegt in der selben Box wie Korper b. = Zerteile Box so lange, bis beide
Korper getrennt sind (siehe Abb. 10.14). Das neue Blatt ist das selbe, das auch ein
sequentielles Programm berechnet hétte! Falls dem nicht so wére, so miisste es einen
Korper b” in Prozessor q # p geben, so dass b’ € neues Blatt von b. Dies ist aber
unmoglich, da alle b” vor b’ oder nach dem letzten Knoten von Prozessor p kommen!

2. Korper V' liegt nicht in derselben Box wie Korper b. = es ist nichts zu tun.

Fiir den letzten Korper in p und den ersten in p + 1 verfahrt man ebenso!

Das Grobgitterproblem

Wie im uniformen Fall wird der Quadtree von der Wurzel bis zu einer bestimmten Tiefe in jedem
Prozessor gespeichert, so dass fiir diese Fernfeldauswertungen keine Kommunikation notwendig
ist oder, falls notig, der Prozessor bekannt ist, der iiber die entsprechende Information verfiigt.

DEFINITION 10.2 Eine Box b im Quadtree heisst Zweigknoten, falls b nur Korper eines Prozes-
sors p, der Vater von b jedoch Korper verschiedenener Prozessoren enthélt. Diesem Prozessor p
»gehort der Zweigknoten.

Alle Boxen des Quadtree von der Wurzel bis einschliefslich der Zweigknoten werden auf allen
Prozessoren gespeichert.
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Blatt neues Blatt
fiir fiir b in p

etzter Korper
b, ist zunachst Blatt in p in Prozessor p

Abbildung 10.14: Austausch der Randblatter

Abbildung 10.15: Die Zweigknoten in unserem Beispiel
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Kraftauswertung & Kommunikation

Ist beim Auswerten ein rekursiver Aufruf in einem Zweigknoten notig, so wird eine Nachricht
an den entsprechenden Prozessor geschickt, dem der Zweigknoten gehort. Dieser bearbeitet die
Anfrage asynchron und schickt das Ergebnis zuriick.

Nach dem Update der Positionen berechnet man eine neue Hilbertnummerierung (geht in
% log L ohne Aufbau eines Quadtree) fiir die lokalen Korper. Dann bekommt jeder wieder einen
Abschnitt der Lange %. Dies geht z.B. mit einem parallelen Sortieralgorithmus!

Salmon & Warren koénnen mit ihrer Implementierung 322 Millionen Korper (!) auf 6800 Pro-
zessoren (!, Intel ASCI-Red) simulieren.
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11 Paralleles Sortieren

11.1 Einfithrung

Es gibt eine ganze Reihe verschiedener Sortieralgorithmen. Wir beschrénken uns hier auf

e interne Sortieralgorithmen, d.h. solche, die ein Feld von (Ganz-) Zahlen im Speicher (wahl-
freier Zugriff moglich!) sortieren, und

e vergleichsbasierte Sortieralgorithmen, d.h. solche, bei denen die Grundoperationen aus
Vergleich zweier Elemente und eventuellem Vertauschen besteht.

Fiir eine allgemeine Einfithrung in Sortieralgorithmen sei auf (SEDGEWICK 1992) verwiesen.

Die Eingabe des parallelen Sortieralgorithmus besteht aus N Zahlen. Diese sind auf P Pro-
zessoren verteilt, d.h. jeder Prozessor besitzt ein Feld der Lange N/P. Ergebnis eines parallelen
Sortieralgorithmus ist eine sortierte Folge der Eingabezahlen, die wiederum auf die Prozessoren
verteilt ist, d.h. Prozessor 0 enthélt den ersten Block von N/P Zahlen, Prozessor 1 den zweiten
usw.

Nun besprechen wir zwei der wichtigsten sequentiellen Sortieralgorithmen, Mergesort und
Quicksort.

11.1.1 Mergesort

Mergesort, basiert auf folgender Idee:

Es sei eine Folge von N Zahlen zu sortieren. Angenommen wir teilen die Folge in
zwei der Lange % und sortieren diese jeweils getrennt, so konnen wir aus den beiden
Halften leicht eine sortierte Folge von N Zahlen erstellen, indem wir jeweils das
néchste kleinste Element der Teilfolgen wegnehmen.

Input: a = (ag,a1,...,an-1);
l:<a0,...,a%_1 = a%,...,a]\;_1>;
sortiere [; sortiere r;

while (i < N/2 A j < N/2)

if (i <rj)){sp=lLi++}
else { sp =rj;j++;}
k4 +;

}

while (i < N/2)

{
sg=Lli;i+ 4+ k++;

}

while (j < N/2)
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| }O(N)

% N/2 . N/2 1O(N)

| N/4 |} N/4 It N/4 I} N/4 1O(N) 1d N Stufen.
— FHF}O(N) /

Abbildung 11.1: Mergesort

{
Sp =1+ -+ k++;

}

BEMERKUNG 11.1 Ein Problem von Mergesort ist, dass zusétzlicher Speicherplatz (zusétzlich
zur Eingabe) erforderlich ist. Obige Variante kann sicher stark verbessert werden, ,sortieren am
Ort®, d.h. in a selbst, ist jedoch nicht moglich.

Laufzeit: Das Mischen der zwei sortierten Folgen (die drei while-Schleifen) braucht ©(N)
Operationen. Die Rekursion endet in Tiefe d =1d N (siehe Abb. 11.1), die Komplexitét ist also
O(NIdN).

Es zeigt sich, dass dies die optimale asymptotische Komplexitat fiir vergleichsbasierte Sor-
tieralgorithmen ist.

11.1.2 Quicksort

Quicksort und Mergesort sind in gewissem Sinn komplementér zueinander: Mergesort sortiert
rekursiv zwei (gleichgrofe) Teilfolgen und mischt diese zusammen. Bei Quicksort zerteilt man
die Eingabefolge in zwei Teilfolgen, so dass alle Elemente der ersten Folge kleiner sind als alle
Elemente der zweiten Folge. Diese beiden Teilfolgen kénnen dann getrennt (rekursiv) sortiert
werden. Das Prolem dabei ist, wie man dafiir sorgt, dass die beiden Teilfolgen (mdglichst) gleich
groft sind, d.h. je etwa N/2 Elemente enthalten.

Ublicherweise geht man so vor: Man wihlt ein Element der Folge aus, z.B. das erste oder ein
zufalliges und nennt es , Pivotelement” . Alle Zahlen kleiner gleich dem Pivotelement kommen in
die erste Folge, alle anderen in die zweite Folge. Die Komplexitit hiangt nun von der Wahl des

Pivotelementes ab:
O(Nlog N) falls immer in zwei gleichgrofe Mengen zerlegt

wird,
O(N?) falls immer in eine einelementige Menge und den
Rest zerlegt wird.
Bei einer zufélligen Auswahl des Pivots ist der zweite Fall extrem unwahrscheinlich. In der Regel

ist Quicksort sogar schneller als Mergesort.

void Quicksort(int af|; int first; int last)

{
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Tabelle 11.1: Quicksort

if (first > last) return; // Ende der Rekursion
// partitioniere
wahle ein ¢ € [first, last]; // Pivotwahl
x = alq];
swap(a, q, first); // bringe z an den Anfang
s = first; // Marke Folge 1: [first . .. s]
for (i = first +1; i < last; i + +)
if (afi] < x)
s+ +;
swap(a, s, 1); // ali] in erste Folge

}

swap(a, first, s);
Nun gilt
/) 1. alle afi] mit first <i < ssind <z

2. als| = x ist bereits in der richtigen Position!

Quicksort(a, first, s — 1); // als] wird nicht mitsortiert
Quicksort(a, s + 1, last); // beide Folgen zusammen eins weniger

}

BEMERKUNG 11.2 Stack kénnte zum Problem werden, falls N grof und worst case erreicht wird
(N rekursive Aufrufe).

11.1.3 Sortiernetzwerke

Ein Sortiernetzwerk iibersetzt eine Folge von N unsortierten Zahlen in eine Folge von N auf-
steigend oder absteigend sortierte Zahlen, siche Abb. 11.2. An den N Eingingen werden die
unsortierten Zahlen angelegt, am Ausgang erscheint die sortierte Folge.

Intern ist das Sortiernetzwerk aus elementaren Schaltzellen, sogenannten Komparatoren, auf-
gebaut, die genau zwei Zahlen aufsteigend oder absteigend sortieren, siehe Abb. 11.3.

Eine Anzahl von Komparatoren wird zu einer sogenannten ,,Stufe’* zusammengefasst. Das gan-
ze Netzwerk besteht aus mehreren Stufen, die ihrerseits durch ein Verbindungsnetzwerk verbun-
den sind, wie Abb. 11.4 zeigt. Die Anzahl der Stufen wird auch als Tiefe des Sortiernetzwerkes
bezeichnet.

Alle Komparatoren einer Stufe arbeiten parallel. Sortiernetzwerke konnen gut in Hardware
realisiert werden oder lassen sich in entsprechende Algorithmen fiir Parallelrechner iibertragen
(weshalb wir sie hier studieren wollen).
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Eingénge Ausgénge
Abbildung 11.2: Ein Sortiernetzwerk
ao min{ag, a; } a max{ag, a; }
a max{ag, ai } ag min{ag, a; }
aufsteigender absteigender
Komparator Komparator
Abbildung 11.3: Komparatoren
Verbindungsnetzwerk

Eingang Ausgang

~
d Stufen

Abbildung 11.4: Ein Sortiernetzwerk der Tiefe d.
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11.2 Bitonisches Sortieren
11.2.1 Vorbereitungen
Der nun folgende Algorithmus hat sowohl Eigenschaften von Quicksort als auch von Mergesort:

e Wie bei Mergesort wird die Eingabefolge der Lange N in zwei Folgen der Linge N/2 zer-
legt. Dadurch ist die Rekursionstiefe immer 1d N ( allerdings wird die Gesamtkomplexitit
schlechter sein!)

e Wie bei Quicksort sind alle Elemente der einen Folge kleiner als alle Elemente der anderen
Folge und kénnen somit unabhéngig voneinander sortiert werden.

e Das Zerlegen kann voll parallel mit N/2 Komparatoren geschehen, d.h. der Algorithmus
kann mit einem Sortiernetzwerk realisiert werden.

Wir beginnen mit

DEFINITION 11.3 (BITONISCHE FOLGE) Eine Folge von N Zahlen heift bitonisch, genau dann,
wenn eine der beiden folgenden Bedingungen gilt

1. Es gibt einen Index 0 < i < N, so dass

ag < ayp <---<a; und a1 > a4 >0 > an-

aufsteigend absteigend

2. Man kann die Indizes zyklisch schieben, d.h. a] = A(itm)% N> SO dass die Folge a’ die
Bedingung 1 erfiillt.

Normalform bitonischer Folgen

Jede bitonische Folge lésst sich auf folgende Form bringen:
/ !/ / !/ !/ !/ /
ap<ap S oS a >ap g 2 2 Zan-1 <

Wesentlich ist, dass das letzte Element des aufsteigenden Teils grofser ist als der Anfang
des absteigenden Teils. Ebenso ist das Ende des absteigenden Teils kleiner als der Anfang des
aufsteigenden Teils.

BEweEIs:  Fiir die Eingabefolge a gelte 1 aus der Definition der bitonischen Folgen. Es sei
ag < ay < --- < a; der aufsteigende Teil. Entweder es gilt nun a; > a;41 oder es gibt ein j > 0
mit

a; < Qig] = Ajg2 =+ = Qiyj > Qigjyl
(oder die Folge ist trivial und besteht aus lauter gleichen Elementen). Somit kann man die
@it1,---,0i4+; zum aufsteigenden Teil hinzunehmen und es gilt k =i + j.

Ebenso verfahrt man mit dem absteigenden Teil. Entweder ist schon ay_1 < ag oder es gibt
ein [, so dass

an—1 2 ag = a1 = -+ = a; < a4

(oder die Folge ist trivial). In diesem Fall nimmt man ay, ..., a; zum absteigenden Teil hinzu. [J
Man hat also die Situation von Abb. 11.5
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Abbildung 11.5: Normalform einer bitonischen Folge

In der folgenden Definition brauchen wir den Begriff ,zyklischer Nachbar”, d.h. wir setzen

Aipl = AG4H) %N
Aicl = AG+N-1)% N
firl <N

Damit kommen wir zur

Min-Max Charakterisierung bitonischer Folgen
DEFINITION 11.4 Ein ay, heisst (lokales) Maximum, falls es ein [ > 0 gibt mit
Apo(i+1) < Gkol = = kol = Ak > Q@1
Entsprechend heisst ay (lokales) Minimum, falls es ein [ > 0 gibt mit
Aks(41) = Okol =+ = (ol = A < kel

Fiir nicht triviale Folgen (d.h. es sind nicht alle Elemente identisch) gilt damit:
Eine Folge a = (ag, ...,an_1) ist bitonisch genau dann, wenn sie genau ein Minimum und genau
ein Maximum hat (oder trivial ist).
BEWEIS:

= gilt wegen der Normalform. a) ist das Maximum, a/y_,; das Minimum.

< Wenn a genau ein Minimum bzw. Maximum hat, zerféllt sie in einen aufsteigenden und
einen absteigenden Teil, ist also bitonisch.

O
Nach all diesen Vorbereitungen kommen wir nun zur Hauptsache, der
11.2.2 Bitonische Zerlegung
Es sei s = (ag,...,an—1) eine gegebene bitonische Folge der Lange N. Wir konstruieren zwei
neue Folgen der Liange N/2 (N gerade) auf folgende Weise:
s1 = <min ag,an ,min{ai,an ,...,min{any ,,an_1 >
{ag.a} minfar,ay,) {ay_yano) .
S9 = <max{a0,a%},max{al,agﬂ}, e ,max{agfl,a]v_l}>
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Abbildung 11.7: Maximum zwischen anx und ay_1.
2

Fiir s, so gilt:
1. Alle Elemente von s; sind kleiner oder gleich allen Elementen in so.
2. s1 und so sind bitonische Folgen.

Offensichtlich kénnen s; und s9 aus s mit Hilfe von N/2 Komparatoren konstruiert werden.
BEwEls:  Wir iiberlegen uns das graphisch anhand von verschiedenen Féllen:

1. Essei ag < an: Wir wissen, dass jede bitonische Folge genau ein Maximum und Minimum
hat. Da ag <2 anx kann das Maximum nur zwischen ag und a~x oder zwischen ax und
an_1 liegen (Abé. 11.6). In diesem Fall gilt also min{ay, a%} = Zo und solange a; 5“%“’

enthélt s; die Elemente aus dem aufsteigenden Teil der Folge. Irgendwann gilt a; > a Ny

und dann enthélt s; Elemente aus dem absteigenden Teil und anschliefsend wieder aus
dem aufsteigenden Teil. Aus der Graphik (Abb. 11.6) ist sofort ersichtlich, dass s; und s9
die Bedingungen 1 und 2 von oben erfiillen.
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Abbildung 11.8: Minimum zwischen ag und ax .
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an—1 2 Qo
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Abbildung 11.9: Minimum und Maximum zwischen ag und aw .
2
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0 —p S, Sy, 50000
1 P, S, S, 0001
2 P, S, S, P—0010
3 Sy, S, S, 0011
4 P SP, SP, 0100
5 P SP, SP, 0101
6 P SP, SP, 0110
7 P SP, SP, P—o111
s —D SP, SP, - 1000
9 S, SP, SP, 1001
10 S, SP, SP, 1010
11 S, P S, 1011
12 D D P P—1100
13 S5, D P 1101
14 S5, S, S, P—1110
15 S5, D D P 1111
16 — & 8 —4 4 — 2 2 —1

_ — /

Abkiirzung: % . | @ BM[16] |. %

a1 T ajs

Abbildung 11.10: Bitonisches Sortiernetzwerk der Tiefe 4.

2. Die anderen Félle: ag = ax bzw. ag > an iiberlegt man sich analog.
2 2

O

Um eine bitonische Folge der lange N > 2 zu sortieren, wendet man die bitonische Zerlegung
rekursiv auf beide Hélften an. Die Rekursionstiefe ist natiirlich d. Abb. 11.10 zeigt ein bitonisches
Sortiernetzwerk, um eine bitonische Folge von 16 Zahlen zu sortieren.

Um nun N unsortierte Zahlen zu sortieren, muss man diese in eine bitonische Folge verwandeln.
Wir bemerken zunéchst, dass man durch bitonisches Zerlegen eine bitonische Folge auch leicht
in absteigender Reihenfolge sortieren kann. Dazu ist in der bitonischen Zerlegung (11.1) max mit
min zu vertauschen. Entsprechend sind im Netzwerk (Abb. 11.10) die @-Komparatoren durch
©-Komparatoren zu ersetzen. Das entsprechende Netzwerk bezeichnet man mit ©BM[N].

Bitonische Folgen erzeugt man folgendermafsen:

Eine Folge der Lange zwei ist immer bitonisch, da ap < a1 oder ag > a;. Hat man zwei bitonische
Folgen der Léange N, so sortiert man die eine mit @BM[N] aufsteigend und die andere mit
©OBM[N] absteigend und erhélt so eine bitonische Folge der Lange 2N. Abb. 11.11 zeigt nun das
vollstdndige Netzwerk zum Sortieren von 16 Zahlen.

Betrachten wir die Komplexitét des bitonischen Sortierens. Fiir die Gesamttiefe d(N) des
Netzwerkes bei N = 2* erhalten wir

d(N) = WdN + WdF + df + ... + ld2=
®BMI[N] BM["N /9]
k + k-1 + k-2 + ... + 1=

z O(k?) = ©(1d* N).
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Abbildung 11.11: Sortieren von 16 unsortierten Zahlen mit bitonischem Mischen.

Damit ist die Gesamtkomplexitt fiir bitonisches Mischen also (N 1d* N).

11.2.3 Bitonisches Sortieren auf dem Hypercube

Wir {iberlegen nun, wie bitonisches Sortieren auf dem Hypercube realisiert werden kann. Dazu
unterscheiden wir die Félle N = P (jeder hat eine Zahl) und N > P (jeder hat einen Block von
Zahlen).

N =P

Bitonisches Sortieren ldst sich optimal auf den Hypercube abbilden! Abb. 11.10 zeigt, dass nur
néchste Nachbar Kommunikation erforderlich ist! Im Schritt ¢ = 0,1,...,d — 1 kommunizert
Prozessor p mit Prozessor ¢ = p @ 2471 (das @ bedeutet hier wieder XOR). Offensichtlich
erfordert aber jeder Vergleich eine Kommunikation, die Laufzeit wird also von den Aufsetzzeiten
ts der Nachrichten dominiert.

N>P

Nun erhilt jeder Prozessor einen Block von K = & (N durch P teilbar) Zahlen.

Nun kann man die Aufsetzzeiten amortisieren, da jeder Prozessor K Vergleiche durchfiihrt, er
simuliert” sozusagen K Komparatoren des Netzwerkes. Es bleibt noch das Problem, dass bito-
nisches Sortieren keine optimale sequentielle Komplexitit besitzt, und somit keine isoeffiziente
Skalierung erreicht werden kann. Dies kann man verbessern durch folgenden Ansatz:
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Abbildung 11.12: Komparatoren werden durch block-basierte Bausteine ersetzt.

Es sei P = 2*. Wir stellen uns bitonisches Sortieren auf P Elementen vor, nur dass
jedes Element nun seinerseits eine Folge von K Zahlen ist.

Es zeigt sich, dass man P - K Zahlen sortieren kann, indem man die Komparatoren fir zwei
Zahlen durch Bausteine fiir 2K Zahlen ersetzt, wie sie in Abb. 11.12 dargestellt sind. Dabei sind
die Folgen (aq, . ..,ap_1) bzw. (by,...,br_1) bereits aufsteigend sortiert, und die Ausgabefolgen
(afy, ... a}_y) bzw. (b),...,b}_,) bleiben aufsteigend sortiert. CS[2k] kann auf zwei Prozessoren
in O(K) Zeit durchgefithrt werden, indem jeder dem anderen seinen Block schickt, jeder die
beiden Blocke mischt und die richtige Hélfte behélt.

Fiir die Gesamtkomplexitét erhalten wir:

N N N N
Tp(N,P) =1 log?P = + cp—=log—= +c3log?P—
~— P P P P
Stufen Y R N
Aufwand einmaliges Kommunikation
pro Sortieren der
Stufe Eingabeblocke
(und Ausgabe
bei ©)
Somit gilt fiir die Effizienz
B(N.P) — Ts caN log N B
( ’ ) T ToP N N N 2 -
P (cop log 3 + (1 + ¢3) 5 log” P) P
o 1
p— ) pu—
log N — log N —log P citcs | log® P
loir K] -~ log N + co log N
log P
1
_ logP citcs | log? P
1 log N + co log N
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Eine Isoeffiziente Skalierung erfordert somit

2
log” P _ K
log N

und somit N(P) = O(Ps”) (da log N(P) = log? P <= N(P) = 2\°¢’ P — plogP) \Wegen
W = ©(Nlog N) folgt aus Nlog N = P8P . log? P fiir die Isoeffizienzfunktion

W(P) = O(P 1og? P).

Der Algorithmus ist also sehr schlecht skalierbar!!

11.3 Paralleles Quicksort

Quicksort besteht aus der Partitionierungsphase und dem rekursiven Sortieren der beiden Teil-
mengen. Naiv konnte man versuchen, immer mehr Prozessoren zu verwenden, je mehr unab-
héngige Teilprobleme man hat. Dies ist nicht kostenoptimal, da die Teilprobleme immer kleiner
werden.

Formal erhalt man:

To(N) =N+2¥ 4aN

2 4
lo?ng

Schritte
(average)

= Nlog N

N N
Te(N) 2, Nt to=
naive
Variante
=2N

Fiir die Kosten erhélt man (P = N)
P-Tp(N)=2N?> Nlog N

also nicht optimal.

Fazit: Man muss den Partitionierungsschritt parallelisieren, und das geht so:

Es sei P = 2%, jeder hat N/P Zahlen.
Wir benutzen die Tatsache, dass ein Hypercube der Dimension d in zwei der Dimension (d — 1)
zerfallt, und jeder im ersten Hypercube hat genau einen Nachbarn im zweiten (siehe Abb. 11.13).

Nun wird das Pivot x gewéhlt und an alle verteilt, dann tauschen die Partnerprozessoren ihre
Blocke aus. Die Prozessoren im ersten Hypercube behalten alle Elemente < x, die im zweiten
Hypercube alle Elemente > x. Dies macht man rekursiv d mal und sortiert dann lokal in jedem
Prozessor mit Quicksort. Fertig.

Komplexitét (average case: jeder behalt immer % Zahlen):

N N N_ N
Tp(N,P)=c11dP-— +cldP- — +c3—1d — d?
p(N,P) =c1 P+CQ P+03P P-i— Cz'l ;

split Komm. lokale ]grga?é—
Quicksort. cast
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Abbildung 11.13: Zweiteilung eines Hypercube fiir Quicksort

der Aufwand fiir den Broadcast des Pivot ist 1d P + 1d g +oo=d+d-1+d-2+---=O(d?).
Fiir die Effizienz erhélt man

E(N.P) — csN1d N .
’ (s 1A E + (c1 + o) B 1A P + ¢4 14> P) P
1
T dN-1dP 1d P PIZP
dN +CI£CQ'W+%' NIdN

1

- citca 1) 1dP | ¢ Pld2P’
1+( o1 1) AN T ¢ " NN

Fiir eine isoeffiziente Skalierung ist der Term aus dem Broadcast entscheidend:

Pld®p
- 0(1
NIdN o),

fir N = P1d P erhalten wir

NIAN = (P1dP) 1d(P1dP)=(PldP)(dP + ldldP) ~

sehr
klein!

~ P1d? P.

Mit einem Wachstum N = ©(P1d P) sind wir also auf der sicheren Seite (es geniigt sogar etwas
weniger).
Fiir die Isoeffizienzfunktion gilt wegen W = N log N

W(P) = ©(P1d? P),

also deutlich besser als bei bitonischem Sortieren.

Empfindlichkeit gegeniiber Pivotwahl

Das Problem dieses Algorithmus ist, dass die Wahl eines schlechten Pivotelements zu einer
schlechten Lastverteilung in allen nachfolgenden Schritten fiihrt und somit zu schlechtem Speed-
up. Wird das allererste Pivot maximal schlecht gewéhlt, so landen alle Zahlen in einer Hélfte
und der Speedup betriagt hochstens noch P/2. Bei gleichméfiger Verteilung der zu sortierenden
Elemente kann man den Mittelwert der Elemente eines Prozessors als Pivot wahlen.
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A Der Handlungsreisende und Posix
Threads

In diesem Abschnitt 16sen wir ein bekanntes Problem der diskreten Optimierung, das sogenannte
Handlungsreisendenproblem (engl. travelling salesman problem), mit Hilfe einer parallelen Im-
plementierung von branch and bound. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der parallelen Realisie-
rung mit Posix threads. Selbstverstandlich sind zur erfolgreichen Losung des Problems effiziente
Algorithmen sehr wichtig. Diese wiirden aber den Rahmen dieser Ubung (deutlich) sprengen.
Eine Literatursammlung findet man in M. JONGER (1997).

A.1 Das Handlungsreisendenproblem

Ein Handlungsreisender (travelling salesman) muss Kunden in insgesamt n Stddten besuchen.
Die Abstédnde der Stdadte sind gegeben. Das Problem ist nun einen Weg minimaler Lénge zu
finden, der jede Stadt genau einmal beriihrt und am Ende wieder in die Ausgangsstadt zuriick-
fithrt. Dabei ist es offensichtlich egal bei welcher Stadt man beginnt. Abb. A.1 zeigt ein Beispiel
mit 12 Stéadten.

Das Handlungsreisendenproblem gehort zur Klasse der NP-vollstandigen Problem. Dies be-
deutet (unter anderem), dass exakte Algorithmen zu seiner Losung eine Laufzeit haben, die
exponentiell mit der Anzahl der Stadte anwichst. Wir werden im folgenden nur exakte Algo-
rithmen behandeln!

Wir beginnen mit der Tiefensuche (depth first search). Hierbei untersucht man ausgehend
von einer Stadt systematisch alle moglichen Wege, berechnet deren Lange und merkt sich das
Minimum. Nummerieren wir dazu alle Stddte von 0 bis n — 1 durch und beginnen mit der Stadt
0. So konnen wir als nachstes die Stadte 1, 2, ..., n — 1 besuchen, also n — 1 Moglichkeiten.
Fiir jede dieser Moglichkeiten gibt es als dritte Stadt dann n — 2 Moglichkeiten und so weiter.
Die Gesamtanzahl aller moglichen Pfade ist somit (n — 1)!. Abb. A.2 zeigt die Entwicklung
aller moglichen Pfade als Baum. Bei der sogenannten Tiefensuche werden die Knoten in der
Reihenfolgen 0, 01, 012, 0123, 013, 0132, usw. besucht. Dies formuliert man am einfachsten mit
einer rekursiven Funktion:

dfs (path)
{
if (path hat Lénge n)
if (path ist bester Pfad) best = path;
else
{
for (alle noch nicht benutzten Stadte 7)
dfs(path\Ji);
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Abbildung A.1: Losung des Handlungsreisendenproblems.
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Abbildung A.2: Der vollstdndige Suchbaum.
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Abbildung A.3: Abgeschnittener Suchbaum in branch and bound.

Dabei ist path eine nicht weiter erlauterte Datenstruktur, die eine Sequenz von Stédten spei-
chert.

Eine einfache Variation der Tiefensuche ist Verzweigen und Abschneiden (branch and bound).
Hier tiberpriift man einfach ob ein Teilpfad nicht schon die Lédnge des besten bis dahin bekannten
Pfades erreicht hat und bricht die Suche in diesem Fall vorzeitig ab. Dies ist in folgendem
Programmstiick realisiert:

bb (path)
{
if (path hat Lénge n)
if (path ist neuer bester Pfad) best = path;
else
{
for (alle noch nicht benutzten Stadte 7)
if (pathUi kiirzer als bester bekannter Pfad)
bb(pathUi);

Die Abbildung A.3 zeigt den entsprechenden Suchbaum, der nun unregelméissig beschnitten
ist. Dies wird die Hauptschwierigkeit bei der Parallelisierung darstellen. Bevor wir zur paralle-
len Implementierung kommen wollen wir das Verfahren noch in einer nichtrekursiven Variante
formulieren, da sich diese besser fiir eine parallele Implementierung eignet:

path = {0};
push(path);
while (pop(path))

{

if (path hat Lénge n)

246



if (path ist neuer bester Pfad) best = path;
else
{
for (alle noch nicht benutzten Stédte )
if (pathUi kiirzer als bester bekannter Pfad)
push(pathUi);

Die geeignete Datenstruktur ist hierzu ein Stapel (stack). Zu Beginn wird der Stapel mit dem
Pfad, der nur die Stadt 0 enthélt initialisiert. In jeder Iteration wird der oberste Pfad vom Stapel
entnommen. Hat der Pfad die Lange n wird er bewertet, ansonsten wird jede noch nicht besuchte
Stadt angehdngt und die resultierenden (um eins lingeren Pfade) werden auf den Stapel gelegt
falls die Lénge des Pfades nicht die des besten bekannten Pfades iibersteigt. Das Programm ist
beendet wenn der Stapel leer ist.

A.2 Parallele Implementierung

Die Parallelisierung basiert auf der Beobachtung, dass alle Knoten des Suchbaumes unabhén-
gig voneinander gleichzeitig bearbeitet werden konnen. Man muss also nur sicherstellen, dass
jeder Knoten von genau einem Prozessor bearbeitet wird. Jeder Knoten im Baum (ein Teilpfad)
charakterisiert auch eindeutig alle Nachfolger dieses Knotens im Baum.

In der parallelen Variante geben wir jedem Thread seinen eigenen Stapel, den nur er bearbeitet.
Einen weiteren globalen Stapel verwenden wir um die Arbeit zwischen den Threads zu verteilen.
Im Branch-and-Bound-Verfahren kann es ndmlich vorkommen, dass einem Prozess die Arbeit
friher ausgeht wie einem anderen, dann muss er von einem anderen Prozess Arbeit bekommen.
Dies nennt man dynamische Lastverteilung.

Zu Beginn wird der globale Stapel mit der Wurzel initialisiert und die Arbeiterprozesse werden
gestartet. Der Stapel jedes Arbeiters ist zunéchst leer, er ist also arbeitslos. Fin arbeitsloser
Arbeiter versucht einen Pfad aus dem globalen Stapel zu entnehmen. Ist dieser leer so erhéht
er eine globale Variable, die die Anzahl der auf Arbeit wartenden Threads angibt ansonsten
wird der Pfad in den lokalen Stapel geladen und das Branch-and-Bound-Verfahren gestartet. Im
Branch-and-Bound tiberpriift ein Prozess nach einer bestimmtem Anzahl von Iterationen ob es
arbeitslose Threads gibt. Ist dies der Fall (und er selbst hat offensichtlich Arbeit), so gibt der
Thread Arbeit ab indem er einen Knoten aus dem lokalen Stapel holt und ihn in den globalen
Stapel schreibt. Der abzugebende Knoten sollte moglichst wviel Arbeit enthalten. Knoten weit
oben im Stapel (z. B. der néchste von pop gelieferte Knoten) enthalten aber normalerweise
wenig Arbeit, da sie weit unten im Suchbaum liegen. Man sollte also die abzugebenden Knoten
moglichst vom anderen (unteren) Ende des Stapels nehmen und explizit abfragen ob der Knoten
eine bestimmte Tiefe im Baum nicht tiberschreitet. Dazu ist der Stapel mit einer zuséitzlichen
Funktion zu erweitern.

Wir beginnen mit der Definition einiger Konstanten und der Datenstrukturen:

/* include files */
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <pthread.h>
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#include <semaphore.h>

/* Programmkonstanten */

#define MAXN 24 /* sehr ambitioniert
#define MAXS 500 /* maximale Stackgroesse
#define MAXP 100 /* maximale Zahl von Threads
#define MAXC 500 /* Anz. unterbrechungsfreier
Durchlaeufe */
#define MIND 7 /* minimale Baumhoehe
zum abgeben x/

/* Anzahl threads */
int P;

/* Problemdefinition */

int n=0; /* Groesse

float dist[MAXN] [MAXN]; /* Distanzen zwischen
den Staedten */

/* Datenstruktur fuer Zustandsinformation */
typedef struct {

char path[MAXN]; /* Pfad

int 1; /* der Laenge 1

float cost; /* Kosten bis hierher
} node ;

/* Datenstruktur fuer einen Stack */
typedef struct A

node s[MAXS]; /* der Stack

int tos; /* top of stack

int bos; /* bottom of stack
} stack ;

/* Datenstruktur fuer einen shared Stack */
typedef struct {

node s[MAXS]; /* der Stack

int tos; /* top of stack

pthread_mutex_t mutex; /* Absicherung des Stackzugriffes
int wait_count; /* Anzahl wartender Prozesse
sem_t wait_sem; /* Arbeitslose blockieren hier
int terminate; /* Terminierungsbedingung

} shared_stack ;

Das Feld dist beschreibt die Distanzen zwischen den Stédten. Diese und auch die Anzahl
der Stdadte werden weiter unten von einer Datei eingelesen. Die Struktur node beschreibt einen
Teilpfad bestehent aus den Staddtenummern, der Anzahl der Stddte und den addierten Distanzen
zwischen den Stadten. Die Struktur stack implementiert den lokalen Stapel und shared_stack
den globalen Stapel. Der globale Stapel enthélt eine Mutex-Variable um exklusiven Zugriff si-
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cherzustellen, sowie eine Semaphore, die zum warten und aufwecken der arbeitslosen Threads
verwendet wird.
Nun werden die globalen Variablen angelegt:

/* der globale Stack */
shared_stack global_stack;

/* speichert noch zu expandierende Knotenx/
pthread_mutex_t signal_mutex = PTHREAD_MUTEX_INITIALIZER;

/* Ergebnis: */

node bestnode; /* global bester Knoten */

pthread_mutex_t best_mutex = PTHREAD_MUTEX_INITIALIZER;
/* mutex f optx*/

Die Mutex-Variable signal_mutex wird benutzt um sicherzustellen, dass nur ein Thread ver-
sucht Arbeit abzugeben. Die Mutex-Variable best_mutex sichert den exklusiven Zugriff auf den
Knoten bestnode ab.

Hier sind die Operationen auf dem lokalen Stapel:

void init_stack (stack *s)

{
s->tos = s->bos = 0;
return;
}
int push (stack *s, node *c)
{
if ((s->tos+1)%MAXS == s->bos) return 0; /* stack voll */
s->s[s->tos] = *c;
s->tos = (s->tos+1)%MAXS;
return 1;
}
int pop (stack *s, node *c)
{
if (s->tos == s->bos) return 0; /* stack leer */
s->tos = (s->tos+MAXS-1)7%MAXS;
*c = s->s[s->tos];
return 1;
}
int pop_rear (stack *s, node *c)
{
if (s->tos == s->bos) return 0; /* stack leer */
*c = s->s[s->bos];
s->bos = (s->bos+1)%MAXS;
return 1;
}
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int peek_rear (stack *s, node *c)

{
if (s->tos == s->bos) return 0; /* stack leer */
*c = s->s[s->bos];
return 1;

}

int empty (stack *s)

{
if (s->tos == s->bos) return 1; /* stack leer */
return O;

}

Hier ist vor allem auf die zusétzlichen Funktionen peek_rear und pop_rear hinzuweisen, die
den Zugriff auf das unterste Element im Stapel realisieren.
Und hier die Operationen auf dem globalen Stapel:

/*****************************************************

* Operationen auf dem shared Stack
Kok oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK ok oK ok oK ok oK ok ok ok oK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok /

void init_shared_stack (shared_stack *s)

{
s->tos = 0;
pthread_mutex_init (&(s->mutex),NULL);
sem_init (&(s->wait_sem),0,0); /* S=0 am Anfang ! */
s->wait_count = O;
s->terminate = 0;
return;
}
int shared_waiting (shared_stack *s)
{
return s->wait_count;
}
int shared_terminate (shared_stack *s)
{
return s->terminate;
}

void shared_signal (shared_stack *s)

{
if (s->wait_count<=0) return;
pthread_mutex_lock(&s->mutex) ;
(s->wait_count)-;
sem_post (&s->wait_sem); /* wecke einen auf */
pthread_mutex_unlock(&s->mutex) ;
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return;

int shared_wait (shared_stack *s)

pthread_mutex_lock (&s->mutex) ;
if (s->wait_count==P-1) /* alle sind fertig */
{
s->terminate = 1;
pthread_mutex_unlock(&s->mutex) ;
return -1; /* Terminierung ! */
}
(s->wait_count)++;
pthread_mutex_unlock(&s->mutex) ;
sem_wait (&s->wait_sem); /* erwache ... */
return 1;

int shared_push (shared_stack *s, node *c)

pthread_mutex_lock(&(s->mutex)) ;
if ((s->tos+1)%MAXS == 0)
{
pthread_mutex_unlock(&(s->mutex)) ;
return 0; /* stack voll */
}
s->s[s->tos] = *c;
s->tos = (s->tos+1)%MAXS;
pthread_mutex_unlock(&(s->mutex)) ;
return 1;

int shared_pop (shared_stack *s, node *c)

pthread_mutex_lock (&(s->mutex));
if (s->tos == 0)
{
pthread_mutex_unlock(&(s->mutex)) ;
return 0; /* stack leer */
}
s->tos = (s->tos+MAXS-1)7%MAXS;
*c = s->s[s->tos];
pthread_mutex_unlock(&(s->mutex));
return 1;

Exklusive Zugriffe auf den globalen Stapel sind mit einer Mutex-Variable abgesichert. Mit der
Funktion shared_wait erhoht ein Thread die Anzahl der Wartenden und blockiert auf einer
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Semaphore. Die Funktion shared_signal ist das Gegenstiick dazu. Mit shared_waiting kann
man die Anzahl der wartenden Threads erfragen ohne zu blockieren.
Auf den Knoten gibt es die folgenden Operationen:

void init_root (node *c)

{
c->path[0] = 0;
c->1 = 1;
c->cost=0;
return;
}
void init_best (node *c)
{
c->1 = 0;
c->cost=1E100;
return;
}
void update_best (node *c, int p)
{
if (c->cost>=bestnode.cost) return;
pthread_mutex_lock(&best_mutex) ;
if (c->cost<bestnode.cost)
{
bestnode = *c;
printf ("%2d: %g\n",p,c->cost);
}
pthread_mutex_unlock(&best_mutex) ;
return;
}

void expand_node (stack *s, node *c, float bound)
/* auf lokalem Stack ! */
{
char used[MAXN];
node cc;
int 1i;
float newcost;
int lastcity;

/* erzeuge used flags */
for (i=0; i<n; i++) used[i]=0;
for (i=0; i<c->1; i++) used[c->path[i]]=1;

/* generiere Soehne mit bound */

lastcity = c->path[c->1-1];
for (i=n-1; i>=0; i-)
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if (used[i]) continue;
newcost = c->cost + dist[lastcity] [i];
if (newcost<bound)

{
cc = *c;
cc.path[c->1] = (char) i;
cc.l = c->1+1;
cc.cost = newcost;
if (!'push(s,&cc))
{
printf("stack full\n");
exit(1);
}
}
}
return;

Die Funktion expand_node nimmt einen Knoten vom gegebenen (lokalen) Stapel und stapelt
die Nachfolger falls die Pfadldnge bound nicht tiberschritten wird.
Nun kommt die Hauptsache:

void branch_and_bound (stack *s, int p)
{

node c,cc;

int cnt=0;

while (pop(s,&c))
{
if (c.1==n)
{
c.cost += dist[c.path[n-1]1][0];
update_best (&c,p);
+
else
expand_node (s, &c,bestnode.cost) ;

if (cnt<MAXC) cnt++;
else {
cnt = 0;
if (shared_waiting(&global_stack)==0) continue;
if (empty(s)) continue;
if (peek_rear(s,&cc))
if (n-cc.1<=MIND) continue;

pthread_mutex_lock(&signal_mutex) ;
/* nur einer gibt ab ! *x/
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while (shared_waiting(&global_stack)>0)

{
if (pop_rear(s,&cc))
{
printf("%2d: giving off work\n",p);
shared_push(&global_stack,&cc) ;
shared_signal (&global_stack) ;
+
else break;
}
pthread_mutex_unlock(&signal_mutex) ;
}
}
return;

Vom lokalen Stapel werden solange Knoten expandiert bis dieser leer ist. Alle MAXC Iterationen
wird tiberpriift ob ein anderer Thread wartet. Ist dies der Fall gibt ein Thread Arbeit ab, dazu
muss er exklusiven Zugriff auf signal_mutex und einen Knoten geniiegender Tiefe auf seinem

lokalen Stapel haben.

Die Arbeiter versuchen endlos Arbeit vom globalen Stapel zu holen und lokal zu bearbei-
ten. Die Funktion shared_wait liefert den Wert —1 wenn bereits P — 1 Threads auf Arbeit
warten. In diesem Fall darf der letzte Prozess nicht blockieren sondern muss die anderen auf-
wecken. Wird ein Prozess geweckt, d. h. er kehrt aus shared_wait zuriick muss er noch mal
mittels shared_terminate priifen ob die Terminierungsphase eingeleitet ist. Hier der Code fiir

die Arbeiter:

void Worker (int *p) /* kriegt die Prozessnummer als Parameter */

{

stack *local_stack;
node cc;
int i;

/* allokiere lokalen leeren stack */
local_stack = malloc(sizeof (stack));
init_stack(local_stack);

while (1)
{

/* versuche was vom globalen stack zu bekommen */

if (shared_pop(&global_stack,&cc))

{
printf("%2d: got work\n",*p);
push(local_stack,&cc); /* auf lokalen stack */
branch_and_bound(local_stack,*p); /* und abarbeiten */
}

else /* keine Arbeit da */
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printf ("%2d: out of work\n",*p);
if (shared_wait(&global_stack)<0)

{
printf ("%2d: terminating\n",*p);
/* Terminierung, wecke alle anderen ! */
for (i=0; i<P-1; i++)
shared_signal (&global_stack) ;
break; /* ende */
}
else
{
if (shared_terminate(&global_stack))
{
printf("%2d: terminating\n",x*p);
break; /* ende */
}
}

free(local_stack);

return;

Das Einlesen der Stddtedatei geben wir der Vollstdndigkeit halber auch noch an:

void read_cities (char *fname)
{
float x[MAXN], y[MAXN];
FILE *stream;
int i,3;

/* oeffne Datei */
if ( (stream=fopen(fname,"r"))==NULL )
{
printf ("Cannot open %s\n",fname);
exit(1);

/* Lese Anzahl Staedte */
fscanf (stream," %d", &n);
if (n<2 || n>MAXN)
{
printf ("Wrong n=Y/d\n",n);
exit(1);
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}

/* Lese Positionen */
for (i=0; i<m; i++)

{
if (fscanf(stream," %f %f",x+i,y+i)!=2)
{
printf ("Cannot read city i=)d\n",i);
exit(1);
}
}

fclose(stream);
printf ("%d Staedte gelesen.\n",n);

/* Berechne Distanzen */
for (i=0; i<m; i++)
for (j=0; j<m; j++)
dist[i][j] = sqrt( (x[i]l-x[j])*(x[i]-x[j1)+
(yl[il-y [ *(y[il-y[j1) )3

return;

Schlielich fehlt nur noch das Hauptprogramm:

int main (int argc, char **argv)

{

int i;

node root;

pthread_t workers[MAXP];
int p[MAXP];

/* Argumente richtig 7 */

if (argce<3)

{
printf ("<progname> <numthreads> <infile>\n");
exit(1);

/* Anzahl Threads ist das erste Argument */

P = atoi(argv[1i]l);

if (P<=0 || P>MAXP)

{
printf ("Anzahl Threads nicht richtig, P=Jd\n",P);
exit(1);

/* lese Daten */
read_cities(argv[2]);
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/* besten Weg */
init_best (&bestnode) ;

/* initialisiere stack mit Wurzel */
init_root (&root) ;
init_shared_stack(&global_stack);
shared_push(&global_stack,&root) ;

/* starte Threads */
for (i=0; i<P; i++)
{
plil = i;
pthread_create (& (workers[i]) ,NULL, (void *)Worker,
(void *)&(pl[il));

/* warte auf alle Threads */
for (i=0; i<P; i++)
{
pthread_join(workers[i] ,NULL);

/* Drucke Ergebnis */
printf ("%g\n",bestnode.cost);
for (i=0; i<m; i++)
printf("%d ", (int)bestnode.path[i]);
printf ("\n");

return O;

Es enthélt die Initialisierung der globalen Datenstrukturen, das Starten und Stoppen der
Arbeiter sowie die Ausgabe des Ergebnisses.

Das Programm liefert auf einer 2-Prozessormaschine unter dem Betriebssystem LINUX die
folgenden Ergebnisse (Rechenzeit in Sekunden):

N 10 11 12
P=1 0268 1.869 15.987
P=2 0187 1.052 8397

Fiir das grofite Problem mit 12 Stddten wird eine Beschleunigung von 1.9 erreicht.
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B Dichtegetriebene Grundwasserstromung

Wir betrachten im folgenden ein Beispiel fiir eine dreidimensionale gitterbasierte Berechnung
eines instationdren (also von der Zeit abhéngigen), nichtlinearen Problems.

B.1 Problemstellung

Wir wollen den Grundwasserfluff innerhalb des porésen Mediums Sand berechnen. Dazu wéh-
len wir einen Wiirfel der Kantenlinge 300m3. In der oberen Hilfte des Wiirfels befinde sich
Salzwasser ( engl. brine ), in der unteren Siifswasser.

An der Grenzschicht zwischen den beiden Wasserschichten herrscht ein instabiles Gleichge-
wicht. Das bedeutet, daft kleine Inhomogenitdten innerhalb der Grenzschicht ein Absinken des
Salzwassers an diesen Stellen bewirkt. Gleichzeitig wird Stifwasser noch oben verdriangt. Das
flihrt zur Ausbildung von sogenannten Konvektionswalzen oder Fingern und so zur Durchmi-
schung der beiden Wasserschichten.

Natiirlicherweise entstehen solche Inhomogenitédten durch die irreguldre und ungleichméfsi-
ge Verteilung der Sandkérner. In der perfekten Rechnerwelt! muf eine solche Inhomogenitit
kiinstlich erzeugt werden, indem man eine Delle in die Grenzschicht einbaut ( z.B. eine kleine
Absenkung des Salzwassers auf einem rechteckigen Teil der Grenzschicht ). Iterationsfehler und
Diskretisierungsfehler bewirken dann die Entstehung weiterer Finger. Abbildung B.3 zeigt die
Isofldchen der Konzentration C' = 0.5 zu zwei Zeitpunkten am Anfang und Ende der Simulation.

Inicht mit der Aussage zu verwechseln, die Rechner seien perfekt

300 :

. Salzwasser 150m

. Stiswasser

- X
300m

Abbildung B.1: Ausgangssituation
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Salzwasser

Siillwasser

Abbildung B.2: Ausbildung eines Fingers

B.2 Mathematisches Modell

Zunéachst geben wir Begriffe an und bestimmen die Unbekannten, die wir berechnen wollen. Be-
trachen wir einen Ausschnitt unseres Mediums, ein sogenanntes REV ( repesentative elementary
volume ).

Den Raum, in dem das Wasser flieffen kann, nennen wir Porenraum. Als charakteristische
Grofe eines Porenraumes definieren wir die Porositat @ als

_ Volumen des ( erreichbaren ) Porenraumes im REV

¢ = Volumen des REV

Nicht erreichbarer Porenraum koénnten Hohlrdume innerhalb der Sandkorner sein. Es ist @ €
[0,1]. Bei uns ist ® = 0.1 im ganzen Wiirfel.

Ein REV erhélt man dadurch, daff man einen sehr kleinen Wiirfel nimmt, ihn vergrofert und
die Verdnderung von ® betrachtet. Wenn diese bei der Vergréferung kaum noch Schwankungen
aufweist, hat man die Grofse eines REV erhalten.

Die Dichte des Salzwassers gp betrage 1200%, die des Stiswassers gg betrage 1000%. Die
Mischung besteht immer aus einem Anteil Salzwasser und einem Anteil Stifwasser. Wir definieren
die Masse Salzwasser im REV

Masse der Mischung im REV

Konzentration C =

und die
Masse der Mischung im REV

Volumen der Mischung im REV

Zu bestimmen ist die Konzentration C(x,y,z,t). Dabei bedeutet C = 0 reines Siiffwasser und C
= 1 reines Salzwasser.

Die Dichte der Mischung p ist abhéngig von der Konzentration: ¢ = o(C(z,y,z2,t)). Wir
verwenden dazu die lineare Interpolation o(C) = C - pg + (1 — C')go. Dann definieren wir noch
die intrinsische Dichte

Dichte o =

_ Masse der Mischung im REV ~ Masse Salzwasser im REV
~ Volumen der Mischung im REV ~ Masse Mischung im REV
Masse Salzwasser im REV

o(C)-C

- Volumen des Porenraums im REV

Das Volumen der Mischung im REV ist ja gleich dem Volumen des Porenraumes im REV.
Bezeichne Q den Gesamtwiirfel und sei Q' C Q. Wir bezeichnen die Gesamtmasse der Mischung
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Abbildung B.3: Oben: Ausbildung des ersten Fingers, unten: ein spéter Zeitpunkt.
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- - - - gelbstes Salz
- - - - Porenraum ( mit Wasser gefiillt )

- Sandkorn

Abbildung B.4: REV

in Q' mit Mg/ (t) und die Gesamtmasse des Salzwassers in 0’ mit M5 (t) und erhalten
Mor(t) = | @0(Clay. . 0)ddyds
Q/
Mgl (t) = / So(C(z,y,2,t)) - Clx,y, z,t)drdzdz

Wir stellen nun Gleichungen fiir den Massenerhalt auf.

I. Massenerhaltung fiir die Mischung in €2
Es gilt

0(20(C))
ot
Dabei bedeutet Mgy (t + At) — Mgy (t) die Zu- und Abfliisse tiber 9 im Zeitintervall [t, 4+ At].
Das j ist der sogenannte Massenflufs:

+V-j=0

kg
m2s

j gibt also an, wieviel Kilogramm in einer Sekunde iiber einen Quadratmeter fliefsen. Weiter ist
k —
v=——(Vp—0(C)-g) ( Darcy-Gesetz )
I

Dabei sind k die absolute Permeabilitat des Mediums, p die dynamische Viskositéit der Fliissig-
keit, G = (0,0, g)” die Erdanziehungskraft mit der Gravitationskonstanten g und p der Druck der
Flissigkeit. Die Geschwindigkeit v ist proportional zu —Vp, es findet also ein Fluf in Richtung
des groften Druckgefilles statt. Der Druck p(x,y,z,t) ist eine weitere Unbekannte.
Als Randbedingung haben wir
j-n=0auf 9Q

Dabei ist n die dufiere Normale an €2. Der Rand unsers Wiirfels ist also undurchlissig nach aufien
und innen.
Eine Anfangsbedingung haben wir nicht, da keine zeitliche Ableitung nach p vorkommt.

II. Massenerhaltung fiir das Salzwasser
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Wir haben H(@0(C) - C)
0(0) - -
ot +V.jp=0

Dabei ist
jp=7j-C—0(C)Dc(v)VC

VC zeigt einen Fluf in Richtung des hochsten Konzentrationsgefilles an. In D, (v) sind mole-
kulare Diffusion und hydrodynamische Dispersion enthalten.
Wir haben die Randbedingung
jb - m =0 auf 09

Der Wiirfel ist also wieder nach aufsen isoliert. Zusétzlich haben wir die Anfangsbedingung
C(z,y,z,0) = Co(z,y, z)

Die ist uns ja gegeben ( mit Beriicksichtigung der eingebauten Delle, um die Inhomogenitéten
in der Grenzschicht zu erhalten ).

Zusammenfassung
Zusammengefasst erhalten wir das folgende dreidimensionale, instationére, gekoppelte System
zweier nichtlinearer partieller Differentialgleichungen:

") 5 ocr k(- o) -
W V. {CQ(C)Z;(VP —0(0)G) + Q(C)De(U)VC} =0

Vereinfachung

Zur Vereinfachung wihlen wir die sogenannte Bussinesq Approximation: Wir behalten die
Abhéngigkeit der Dichte von der Konzentration nur im Darcy-Gesetz bei. In den anderen Féllen
ersetzen wir o(C') durch go.

Zusétzlich setzen wir De(v) = D - I ( unabhéngig von v ).

Das fiihrt auf eine elliptische partielle Differentialgleichung fiir p und eine parabolische partielle
Differentialgleichung fiir C. Letztere ist allerdings singuldr gestort, da der konvektive Flufs j - C
dominiert. Daher verhélt sie sich wie eine hyperbolische PDGL.

V-j=0 inQ (')
. k o
j= —Qo;(Vp - 0(C)9)

j-n=0 auf 0Q

(P o C
(ég;)-i-v-jB:O in 0 (Ir)
jB= j-C —0oDVC
"~ ———
nichtlinear linear

jp-n=0 auf 00
C’(:L',y,z,()) = CO(LL',Z/, Z)
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<17/__-/Z--—~ Zelle

Abbildung B.5: In Zellen aufgeteilter Wiirfel

B.3 Diskretisierung

Wir verwenden ein zellzentriertes Finite-Volumen-Verfahren. Wir teilen den Wiirfel in Zellen
auf, die wir durch den (C,p)-Wert in der Zellmitte reprisentieren.

Eine Zelle hat die Kantenldngen h, = ﬁ, hy = ﬁ und h, = ﬁ, wobei NX, NY und
NZ die Anzahl der Zellen im Wiirfel in Richtung der entsprechenden Koordinate sind. Der
Zellmittelpunkt einer Zelle liegt demnach bei ((i + §)ha, (j + §)hy, (k + 3)h.). Die Winde der
Zelle werden mit W, E (,vorderer “und ,hinterer “Nachbar in x-Richtung ), S, N ( ,yvorderer “und
yhinterer “Nachbar in y-Richtung ) und B, T ( ,vorderer “und ,hinterer “Nachbar in z-Richtung
) bezeichnet.

Im folgenden bezeichnen wir mit €); ;5 die Zelle, die den Gitterpunkt (i, j, k ) enthélt.

I[. Stromungsgleichung
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®Dijk+1

AT N
| | e
I
: @ Difi+1.k
I
I
37—1 7.K : '% 'pi+1j,k
| C@M hz
W ® -------1-—=2 =}
Pii-1k \ hy
A h| B
® D1

Abbildung B.6: Einzelne Zelle

k
/ del‘ Satzv%(}aufé/ j-nds—/ {—go(Vp—g(C)ﬁ)}-ndS
Qi,j,k 6Qi,j,k aQi’j’k 'LL
E w i
k s k e o
o _0<mﬂmmm>wO<wm%um>hwz
- N < -
k (pij+1k — Dijk k (Dpijk— Pij-1k
+ | —oo— ISR ) g~ | TEE_SHEERR ) | b,
1% hy 1 hy
- T -
ok (szj,mz —pigh , Cijrr1) + e(Cii) g>
L n 2 2
B
k D a1 C.: . + o(C,; ;1
+ o002 <p1,],k Pijk—1 + Q( ’L:J:k) Q( 1,5,k 1)>:| hxhy
[ h 2
=0

Fiir die Randzellen féllt der entsprechende Term fiir die jeweilige Wand weg ( Randbedingung

).

Die obige Formel wird noch mit

1

E
O
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Verwendung des SOR-Verfahrens die folgende Differenzenformel ( fiir eine innere Zelle ):

m—1 m—1
Pl = w- <1 ( L1 1 ) {pm,j,k TPk Pigeie Pk

2 h2 R n2 02
~1
L Pk TPk N gQ(Ci,j,k—l—l) —0(Cs jk—1)
12 oh,

+(1-w) -pzlj;;

Da die Matrix den Eigenwert Null zum Eigenvektor (1,...,1)” hat, muf zusitzlich noch die

Bedingung
> pijk=0
/[:7.].7]€
gestellt werden.
Lokale Massenerhaltung: Die Fliisse werden von beiden Seiten identisch berechnet.

II. Transportgleichung

Wir teilen die Zeitachse in gleichlange Zeitintervalle 7" := [t"~1 "] auf.

Bemerkungen zur Rechnung: Wir definieren die konvektiven Fliisse F'(C) := Cj-n*, wobei n*
die Normale in positiver x,y,z-Richtung bedeutet, also nur fiir die ,hinteren “Begrenzungsflichen
der Zelle die dufere Normale ist. Die F™ werden direkt aus den C™ berechnet. Alle hochgestellten
Indizees bedeuten hier einen Zeitindizee und keinen Iterationsschritt!

/ 9@0C) 4y g +/ / V- {jC — 0oDVCY} da dt
zyk G 8t z7k

:/Q

4,4,k

[®00C]t s dm—i—/ /89 Cj-n—p0o(DVC)-ndsdt

1,7,k
Mittelpunktsregel

~ oo (Cfyp — CF ) hahyh

e n—1 n—1 n—1
+ At ) {( Z+§7]7k F;fﬁv.]: ) h h + <F7 +27k B Fzy.]%’k> hxhz

n—1 n—1
(FM+2 — " 7k_) hgghy}

cr, .. —Cr,  Cr,—C', .
— 00AtD - {( i+1,5,k ik gk z_l’J’k>hyhz

Iy ha
N (%+1,k — Ok Cijr — Cﬁjl"“)hxhz
hy hy

L (C{Lj,mz —Ciin  Clik hcirfj”“‘1>hxhy} =0

Durch das Auflésen nach C”] i erhdlt man die Differenzenformel. Die C" i iissen aber alle auf
derselben Zeitebene berechnet werden. Das macht jeweils das Losen cines Gleichungssystems
erforderlich. Die Werte sind also nur implizit berechenbar.

Berechnung der konvektiven Fliisse

265



Abbildung B.7: Godunov-Verfahren 1.0rdnung

—@—¢

~

[ ~ e

-2 | 1-1 | 1 1+1] 142

Abbildung B.8: Godunov-Verfahren 2.0Ordnung

Wir argumentieren im folgenden eindimensional. Die C; werden ja als Zellmittelwert, der in
der ganzen Zelle konstant ist, interpretiert ( zellzentriertes Finite-Volumen-Verfahren ). Der
Flufs wird immer von der Zelle mit hoherer Konzentration in die mit geringerer Konzentration
stattfinden. Daher wollen wir als Konzentrationswert an der Zellgrenze den der Zelle mit der
hoéheren Konzentration wahlen. Das wird auch als upwind bezeichnet.

In der Berechnung von F; 1 benutze also

C; fallsj - n > 0 (Fluss in positiver x-Richtung)
Cit1 fallsj-n < 0 (Fluss in negativer x-Richtung)

Analog wird die Berechnung fiir die linke Zellwand durchgefiihrt. Da j aber in unserem Fall
von der Konzentration abhéngig ist, die an den Zellwdnden Unstetigkeiten aufweist, ist die
Berechnung von s := j - n nicht so einfach. Wir benétigen die sogenannte Rankine-Hugoniot-
Bedingung , die uns die Schockgeschwindigkeit

Crj(CT)-n=CEj(CY)-m
CR _CL -

liefert. Dieses Verfahren heifst Godunov-Verfahren erster Ordnung . Es bietet eine Genauigkeit
von O(h). Das Verfahren hat allerdings ein starkes Verschmieren der Konzentration zur Folge,
die auch als numerische Diffusion bezeichnet wird. Diese ist unerwiinscht, daher geht man tiiber
auf die Godunov-Verfahren zweiter Ordnung :

Man verwendet eine stiickweise lineare Rekonstruktion, d.h. man nimmt die Konzentration
nicht mehr als konstant in der ganzen Zelle an, sondern als linear. Dazu bestimmt man die
Steigungen zwischen den Konzentrationswerten benachbarter Zellen. Fiir jede Zelle hat man
dann zwei Moglichkeiten, die Steigung innerhalb der Zelle zu wéhlen: Entweder als Steigung
zu linken oder zur rechten Nachbarzelle. Man wéhlt die ( betragsméfig ) kleinere aus. Falls
man in einer Zelle ein lokales Minimum oder Maximum vorliegen hat, wihlt man in dieser Zelle
die Steigung Null. An den Zellgrenzen kann es dann wieder zu Unstetigkeiten kommen, die

S =
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Abbildung B.9: Gesamtalgorithmus

wie oben beschrieben gehandhabt werden. Wichtig ist zu beachten, dafs zur Berechnung der
konvektiven Fliisse sogar die zweiten Nachbarn der eigenen Zelle benotigt werden, die ja in den
Nachbarzellen jeweils zur linearen Rekonstruktion benétigt werden. Die Fliisse F; 1 héngen also
von Cj_g,...,Ci1o abl

Gesamtalgorithmus

Das Zeitschrittverfahren und die Fixpunktiteration werden gekoppelt. Der Druck p (., t )
héngt nur von C (., t ) ab !

Auf Zeitstufe Null wird mittels der gegebenen Anfangskonzentration der Anfangsdruck be-
rechnet ( iteratives Auflosen des entsprechenden Gleichungssystems ). Mit Hilfe dieser werden
die Konzentrationswerte auf Zeitstufe Eins berechnet und damit die Druckwerte auf Zeitstu-
fe Eins. Diese sind allerdings noch in der nullten Iteration. Also wird nun iteriert. Nach einer
gewissen Iterationstiefe wird dann auf die zweite Zeitstufe gewechselt. So fahrt man fort.

Jede Berechnung von C™" bzw. p™" erfordert das Losen eines Gleichungssystems. Die werden
allerdings nicht sehr genau gelost.
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B.4 Parallelisierung

Datenaufteilung
Grofse Buchstaben kennzeichnen grundsétzlich globale, kleine Buchstaben lokale Koordinaten.
Wir benutzen ein Feld von

PX x PY x PZ Prozessoren

fir ein Feld von
NX x NY x NZ Zellen.

Das bedeutet, dafs jeder Prozessor auf

NX " NY " NZ
PX PY PZ
i P
=lx =ly =lz

Zellen arbeitet. Jeder speichert ( allokiert ) aber

NX +4) x Y +4) x NZ +4
PX PY PZ
Zellen, da maximal Informationen iiber den zweiten Nachbarn zur Berechnung notwendig sind

( bei der Berechnung der konvektiven Fliisse ).
Betrachte den Prozessor

pre0...PX -1, pye0...PY -1, pz€0...PZ -1

Dieser ist verantwortlich fiir die Zellen

gm-lm,(px—kl)-la:—l]x ey~ly,(py+1)~ly—1]>< pz-lz, (pz+1) -1z — 1]

OoX oy 0z

Betrachten wir dazu ein Beispiel in einer Dimension: Sei NX = 12, PX = 3, also lz = % =

4.Siehe Abb. B.10.

Bei der Modifikation eines sequentiellen Programmes erhalten alle Funktionen die Werte
(ox,0y,02), (OX,0Y,07), (lz,ly,lz) als Parameter und kénnen dann in der parallelen Ver-
sion verwendet werden. Zuséatzlich sind nur Kommunikationen einzufiigen.

Datenaustausch

Die einzelnen Prozessoren miissen im Uberhang die Werte der Nachbarzellen speichern, um
ihre eigenen Werte berechnen zu kénnen. Die Werte der Nachbarzellen miissen also gegenseitig
ausgetauscht werden. Fiir die Druckwerte und die Konzentrationswerte wird ein Uberlapp von
einer Zelle, fiir die alten Konzentrationswerte ein Uberlapp von zwei Zellen benétigt.
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Abbildung B.10: Datenaufteilung und Austausch in einer Dimension
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Abbildung B.11: Datenaustausch an einer Grenze in zwei Dimensionen



Literatur

J. GOODMAN A. S. TANENBAUM (1999). Computerarchitektur. Prentice Hall.

G. M. AMDAHL (1967). Validity of the single-processor approach to achievieng large scale
computing capabilities. In: AFIPS Conference Proceedings, Band 30, S. 483-485.

GREGORY R. ANDREWS (1991). Concurrent programming: principles and practice. The
Benjamin/Cummings Publishing Company. ISBN 0-8053-0086-4.

BARNES und HuT (1986). A hierarchical O(N log N) force-calculation algorithm. Nature,
324: 446-449.

R. Buyvya (1999). High Performance Cluster Computing. Prentice Hall.

D. E. CULLER, J. P. SINGH und A. GUPTA (1999). Parallel Computer Architecture.
Morgan Kaufmann.

M. J. FLYNN (1972). Some computer organizations and their effectiveness. IEEE Trans.
Computers, 21(9): 948-960.

L.F. GREENGARD (1987). The Rapid Evaluation of Potential Fields in Particle Systems.
Dissertation, Yale University.

J. L. GUSTAFSON (1988). Reevaluating amdahl’s law. CACM, 31(5): 532-533.

J. L. HENNESSY und D. A. PATTERSON (1996). Computer Architecture — A quantitative
approach. Morgan Kaufmann.

G.S. WINCKELMANS J.K. SALMON, M.S. WARREN (1994). Fast parallel treecodes for

gravitational and fluid dynamical n-body systems. Int. J. Supercomputer Application,
8: 129-142.

V. KuMAR, A. GRAMA, A. GuprTA und G. KARYPIS (1994). Introduction to Parallel
Computing. Benjamin/Cummings.

LESLIE LAMPORT (1978). Laber siielz blubb. CACM, 21(7): 558-564.

G. RINALDI M. JUNGER, G. REINELT (1997). The Travelling Salesman Problem: A Biblio-
graphy. In: F. Maffioli M. Dell’Amico (Herausgeber), Annotated Bibliography in Combi-
natorial Optimization, S. 199-221. Wiley.

B. NicuoLs, D. BUTTLAR und J. FARELL (1996). Pthreads Programming. O’Reilly.
SEDGEWICK (1992). Algorithmen in C++. Addison—Wesley.
W. R. STEVENS (1999). UNIX Network Programming. Prentice Hall.

ERrIC F. VAN DE VELDE (1993). Concurrent Scientific Computing. Springer Verlag. ISBN
3-540-94195-9.

270



