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1 Motivation

1.1 Die Wissenschaftliche Methode

e Experiment: Beobachte (und messe) was passiert.
e Theorie: Versuche die Beobachtung mit Hilfe von Modellen zu erklaren.

e Theorie und Experiment werden sukzessive verfeinert und verglichen, bis eine akzeptable
Ubereinstimmung vorliegt.

e In Naturwissenschaft und Technik liegen Modelle oft in Form mathematischer Gleichun-
gen vor, z. B. gewohnliche oder partielle Differentialgleichungen.

e Oft konnen die Modellgleichungen nicht geschlossen (mit Papier und Bleistift, oder Ma-
thematica . ..) gelost werden.

= Numerische Simulation und Optimierung

Simulation

Simulation: Gleichungen numerisch 16sen.

e Undurchfithrbare Experimente erméglichen (z.B. Galaxienkollisionen).
e Einsparung teurer Experimente (z.B. Windkanal).

e Parameterstudien schneller durchfiihrbar.

e (Automatische) Optimierung von Prozessen.

e Identifikation von Modellparametern aus Messungen.

e Abschétzung von Unsicherheiten.

e Vielfiltiger Einsatz in Naturwissenschaft, Technik und Industrie: Strémungsberechnung
(Wetter, Klima), Festigkeit von Bauwerken ...

e Grundlage fiir alle diese Anwendungen sind numerische Algorithmen!

e Auch Informatiker sind beteiligt: Software-Engineering, High-Performance (Parallel) Com-
puting, ...

Die prinzipielle Herangehensweise im Wissenschaftlichen Rechnen zeigt Abbildung 1. Die er-
folgreiche Durchfiihrung einer Simulation erfordert die interdisziplindre Zusammenarbeit von
Naturwissenschaftlern oder Ingenieuren mit Mathematikern und Informatikern.
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Realitat

konzeptionelles Modell

wesentliche Prozesse

Transport von Materie
Wellenausbreitung

mathematisches Modell

algebraische Gleichungen
Differentialgleichungen
Wahrscheinlichkeiten

Reaktion Objekte: reelle Zahlen,
Phasenibergange Funktionen, ...
Computerprogramm numerisches Modell

Komplexe SW Né&herungsverfahren

SW-Engineering, Qualitat
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High Performance Comp.
Visualisierung

zur Lésung oben
genannter Gleichungen

Abbildung 1:

Prinzipielles Vorgehen im Wissenschaftlichen Rechnen.




1.2 Ein Beispiel

Fehlerquellen

Unterschiede zwischen Experiment und Simulation haben verschiedene Griinde:

e Modellfehler: Ein relevanter Prozess wurde nicht oder ungenau modelliert (Temp. kon-
stant, Luftwiderstand vernachlissigt, .. .)

e Datenfehler: Messungen von Anfangsbedingungen, Randbedingungen, Werte fiir Parame-
ter sind fehlerbehaftet.

e Abschneidefehler: Abbruch von Reihen oder Iterationsverfahren, Approximation von Funk-
tionen (z.B. stiickweise Polynome).

e Rundungsfehler: Reelle Zahlen werden im Rechner gendhert dargestellt.
Untersuchung von Rundungsfehlern und Abschneidefehlern ist ein zentraler Aspekt der Vorle-

sung!

1.2 Ein Beispiel

Pisa, 1582

Der Student Galileo Galilei sitzt in der Kirche und ihm ist langweilig. Er beobachtet den
langsam iiber ihm pendelnden Kerzenleuchter und denkt: ,Wie kann ich nur die Bewegung
dieses Leuchters beschreiben?.

Konzeptionelles Modell

Welche Eigenschaften (physikalischen Prozesse) sind fiir die gestellte Frage relevant?

e Leuchter ist ein Massenpunkt mit der Masse m.
e Der Faden der Liange ¢ wird als rigide und masselos angenommen.

e Der Luftwiderstand wird vernachlassigt.

Nun entwickle mathematisches Modell.
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Krafte

e Annahme: Pendel lauft auf Kreisbahn: Nur Tangentialkraft ist relevant.

e Tangentialkraft bei Auslenkung ¢:

Fo(o) = ~mgsin) ( n) )

o Also etwa:

e Vorzeichen kodiert Richtung.




1.3 Losungsansatze

Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung

o Weg s(t), Geschwindigkeit v(t), Beschleunigung a(t) erfiillen:

_ ds(t)
dt

_ du(t)

u(t) prt

a(t)

e Fiir den zuriickgelegten Weg (mit Vorzeichen!) gilt s(t) = £o(t).
e Also fiir die Geschwindigkeit

o(t) = ds(o(t)) _ dlo(t) _ Edqb(t)

dt dt dt

e und die Beschleunigung
dv(e(t)) _ ,d*¢(t)
) =—g =z

Bewegungsgleichung

e Einsetzen in das 2. Newton’sche Gesetz ma(t) = F(t) liefert nun:

d>(t)

ml 2

= —mgsin(p(t)) Vit > to.

e Die Kraft ist hier skalar (vorzeichenbehafteter Betrag der Tangentialkraft), da wir nur
den zuriickgelegten Weg betrachten.

e Ergibt gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung fiir die Auslenkung ¢(¢):

2
ddﬁgt) =~ Zsino()) V>t (1.1)

e Eindeutige Losung erfordert zwei Anfangsbedingungen (t9 = 0):

JO)=do,  P0)=uo, (1.2

1.3 Losungsansatze

Losung bei kleiner Auslenkung

e Allgemeine Gleichung fiir das Pendel ist schwer ,analytisch® zu Isen.

e Fiir kleine Winkel ¢ gilt
sin(¢) =~ ¢,
z.B. sin(0,1) = 0,099833417.
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e Diese Naherung reduziert die Gleichung auf

d*¢(t)
dt?

_ 9
]

o Ansatz ¢(t) = A cos(wt) liefert mit ¢(0) = ¢o, %(0) = 0 dann die aus der Schule bekannte

o w0 = v (1) -

Volles Modell; Verfahren 1

o Lose das volle Modell mit zwei numerischen Verfahren.

e Ersetze Gleichung zweiter Ordnung durch zwei Gleichungen erster Ordnung;:

de(t) d*p(t) _ du(t) _ g .
TR w2 = a - smlew)

e Ersetze Ableitungen durch Differenzenquotienten:

ot + At) — ¢(t) _ dot)

At ~ =g Ul
u(t + At) —u(t) du(t) g .
At ~ g Sl

o Mit ¢" = ¢(nAt), u" = u(nAt) erhdlt man Rekursion (Euler):

¢n+1 — ¢n + Atu™ ¢O _ (bO (1.4)
u" =" — At (g/0) sin(¢™) u® = ug (1.5)

Volles Modell; Verfahren 2

e Nutze Néherungsformel fiir die zweite Ableitung, sogenannter zentraler Differenzenquo-

tient: (t At 9 (t (t At) d2 (t
St + %—zg+¢ —AY) ﬁJZFimmwm.

o Auflésen nach ¢(t + At) ergibt Rekursionsformel (n > 2):

¢" = 20" — "1 — At? (g/f) sin(¢") (1.6)
mit der Anfangsbedingung

#° = ¢y, O = ¢ + At uy. (1.7)

(Die zweite Bedingung kommt aus dem Eulerverfahren oben).



1.4 Numerische Resultate

Konvergenz Differenzenquotient (Euler), phi=0.1

0.2

veréinfachtef‘s‘ModeII ‘
7 udt=0.2

0.15 -

0.1 5

0.05  \: v : Fi :

-0.05

Auslenkung
o

o
- 5aa

-0.1

-0.2 yo! . i . . . 5

Abbildung 2: Simulation des Fadenpendels (volles Modell) bei ¢g = 0.1 ~ 5.7° mit dem Euler-
verfahren.

1.4 Numerische Resultate

Abbildung 2 zeigt das Eulerverfahren in Aktion. Fiir festen Zeitpunkt ¢t und At — 0 konvergiert
das Verfahren. Fiir festes At und ¢ — oo nimmt das Verfahren immer grofsere Werte an.

Abbildung 3 zeigt zum Vergleich das zentrale Verfahren fiir die gleiche Anfangsbedingung. Im
Unterschied zum expliziten Euler scheint der Fehler bei festem At und ¢ — oo nicht unbe-
schréankt zu wachsen.

Nun kénnen wir das volle Modell mit dem vereinfachten Modell vergleichen und sehen welche
Auswirkungen die Annahme sin ¢ = ¢ auf das Ergebnis hat. Abbildung 4 zeigt die numerische
Simulation. Selbst bei 28.6° ist die Ubereinstimmung noch einigermafen passabel. Fiir grofiere
Auslenkungen ist das vereinfachte Modell véllig unbrauchbar, die Form der Schwingung ist kein
Kosinus mehr.

1.5 Weitere Anwendungen
Eine Geothermieanlage

Wir betrachten die Modellierung und Simulation einer Geothermieanlage. Den schematischen
Aufbau zeigt die Abbildung 5. Kaltes Wasser fliefst in einer Bohrung nach unten, wird erwérmt
und in einem isolierten Innenrohr wieder nach oben gefiihrt.

e Grundwasserstromung gekoppelt mit Warmetransport.
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Konvergenz zentriertes Verfahren, phi=0.1
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Abbildung 3: Simulation des Fadenpendels (volles Modell) bei ¢p = 0.1 ~ 5.7° mit dem zen-
tralen Verfahren.

e Welche Leistung erzielt so eine Anlage?

Modell fiir eine Geothermieanlage

e Stromung des Wassers in und um das Bohrloch

V'U:f,
K
u= —;(Vp—,ng)

e Transport der Wéarme durch Konvektion und Wéarmeleitung

O(ce0eT)

ot +V'Q+Cw9wa:ga

q = Cpouul — AVT

in Abhéngigkeit diverser Parameter: Bodendurchléssigkeit, Warmekapazitét, Dichte, Wér-
meleitfahigkeit, Pumprate sowie Rand- und Anfangsbedingungen.

Abbildung 5 zeigt die Entzugsleistung so einer Anlage fiir die ersten hundert Tage Betriebszeit.
Dabei wurden plausible Werte fiir die Modellparameter gewihlt.
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1.5 Weitere Anwendungen

0.6

Zentriertes Verfahren, phi=0.5

0.2 -

Auslenkung
o

vereinfachtes Modell

¢t=0.01 ----

Zeit

Zentriertes Verfahren, phi=3.0
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dt=0.0001
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Zentriertes Verfahren, phi=3.14

Auslenkung
o

Vereinfachtes Modell
dt=0.0001

Zeit

10

Abbildung 4: Vergleich von vollem und vereinfachtem Modell (jeweils in rot) bei den Winkeln
¢ = 0.5,3.0,3.14 gerechnet mit dem zentralen Verfahren.
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Ruecklauf Vorlauf
- _"_,; 4}\_ -
_____ '|:_> "—:._'_'_
Wisserstrom
e ¢ b SN
Waermestrom

Abbildung 5: Schematischer Aufbau einer Geothermieanlage.

Entzugsleistung im kalibrierten System
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Abbildung 6: Entzugsleistung der Geothermieanlage iiber die Zeit fiir bestimmte Systempara-
meter.
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1.6 Ausblick

Abbildung 7: Ausbreitung eines mit Wasser nicht mischbaren Schadstoffes im Boden.

Schadstoffausbreitung

Als weiteres Beispiel nennen wir die Modellierung und Simulation einer Schadstoffausbreitung
im Boden, siehe Abbildung 7. Der Schadstoff wird hier als nicht mit Wasser mischbar und
schwerer als Wasser angenommen (Bestimmte Reinigungsmittel haben diese Eigenschaften).

o Wo erreicht der Schadstoff welche Konzentrationen?
o Wie bekommt man den Schadstoff wieder weg?

e Wohin bewegt sich geloster Schadstoff?

1.6 Ausblick

Wir werden in dieser Vorlesung die folgenden Themengebiete behandeln:
e Grundbegriffe, Gleitpunktzahlen, Gleitpunktarithmetik

e Direkte Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme

Interpolation und Approximation

Numerische Integration

Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

13
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e [terationsverfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme

e Eigenwerte und Eigenvektoren

14



2 FlieRkommazahlen

2.1 Zahlendarstellung

Stellenwertsystem

Definition 2.1 (Stellenwertsystem / Positionssystem). System, das Zahlen x € R wie folgt
darstellt:

r=4+..mB2+miB+mo+m_18 t+m_os872...

= Z m;B3'

1€Z

B €N, B > 2 heifit Basis, m; € {0,1,2,...,5 — 1} heifien Ziffern

Geschichte: [Knuth, Band 2, S. 194]
e Babylonier (= —1750), 8 = 60
e Basis 10 ab ca. 1580

e Pascal: alle 8 > 2 moglich

Festkommazahlen

Festkommazahlen: brich Reihe nach endlich vielen Eintrégen ab

i=—k

Problem: wissenschaftl. Anwendungen brauchen Zahlen sehr unterschiedlicher Grofe

Plancksches Wirkungsquantum h:  6.626093 - 10734 Js
Avogadro-Konstante Ny: 6.021415 - 10%3 miol
Ruhemasse Elektron m.: 9.109384 - 10~3! kg

Lichtgeschwindigkeit ¢:  2.997925 - 103 5

Fliefkommazahlen konnen unterschiedlich groffe Zahlen hinreichend genau und effizient dar-
stellen

15



2 FlieBkommazahlen

FlieRkommazahlen

Definition 2.2 (FlieRkommazahlen). Sei 8,7, s € N und § > 2. Das Fliefkommagitter F(S,r, s) C
R besteht aus den Zahlen mit folgenden Eigenschaften:

1. Yz € F(B,7,s): x = m(x) - Be@) it
r s—1
m(x) =+ Zmiﬁ_i, e(r) = :I:Zejﬁj
i=1 Jj=0

mit Ziffern m; und e;. m heifit Mantisse, e heifit Exponent.

2. Vx € F(B,r,s): € =0V my # 0. my # 0 heifst Normierung und macht die Darstellung
emndeutig.

Eigenschaften

Ist x € F(B,r,s) und = # 0, dann gilt wegen Punkt 2:
B <|m(z)] <1 und damit B! < |z < g@) (2.1)

Grofte / kleinste darstellbare Zahl in F(j3,r, s):
Xy =2(1-p) 47

Kleinste positive / grofite negative Zahl:
vy =677

~ Beweis: Tafel

Beispiel

Beispiel 2.3. 1. [F(10,3,1) besteht aus Zahlen der Form:
2 = +(m1 - 0.1+ ms - 0.01 4+ mg - 0.001) - 10%€0

mit my # 0V (my = mg = m3 = 0), 2.B. 0, 0.999 - 10*, und 0.123 - 10~!, aber nicht
0.140 - 1071°, da Exponent zu klein

2. F(2,2,1) besteht aus Zahlen der Form:

& = 4(my - 0.5+ my - 0.25) - 25

3 3 1 3

— F(2,2,1) = {— )0,

| w

1 1 1
27 9 47 27 87 4 47 72’

16



2.1 Zahlendarstellung

Abstande zwischen FlieRkommazahlen

Sei 2/ € F die néchstliegende FlieRkommazahl zu z € F,z > 0.

Dann gilt:

L. Fir m(z) # 7% |z — | = ik 877

2. Fiir m(z) = B4 o — /| = |z|87"

Fiir den relativen Abstand gilt:

r |:L‘—.%‘/|

g <

S /8177"

]

Schwankt um Faktor /3 je nach Grofe von |z|. Nennt man wobble. Daher: kleine /5 besser!

~ Beweis: Tafel

Standard: IEEE 754 / IEC 559

Ziel: Portabilitdt von Programmen mit Fliekkommaarithmetik

Standard IEEE 754 / IEC 559, verabschiedet 1985

B = 2, mit vier Genauigkeitsstufen und normierter Darstellung:

single single-ext double double-ext

emax 127 > 1024 1023 > 16384
€min -126 <-1021  -1022 < -16381
Bits Expon. 8 <11 11 > 15
Bits total 32 > 43 64 > 179

Der Standard definiert vier Rundungsarten:

nach —oo, nach 4+o00, nach 0, nearest

Seit 2008: zusétzlich half precision und quadruple precision

17



2 FlieBkommazahlen

Double Precision

Betrachte double precision genauer:
e Insgesamt 64 bit
e 11 bit fiir Exponent, der vorzeichenlos als Zahl ¢ € [1,2046] gespeichert wird
o Setze e :=c— 1023 = e € [—1022,1023], kein Vorzeichen notig
e Die Werte ¢ € {0,2047} werden anderweitig genutzt:
— ¢=0Am = 0 kodiert die Null
— ¢ =0Am # 0 kodiert denormalisierte Darstellung
— ¢ = 2047 Am = 0 kodiert oo (Uberlauf)
— ¢ = 2047 Am # 0 kodiert NaN = “not a number”, z.B. bei Division durch Null

e 64 — 11 = 53 bit fiir Mantisse, eines fiir Vorzeichen, bleiben 52 Nachkommastellen
o Wegen § = 2 gilt immer m; =1
e Diese Ziffer heifst hidden bit und wird nicht gespeichert

e Somit r = 53 im Sinne der Definition von Flieskommazahlen
Bis auf die Spezialcodes entspricht double precision somit F(2, 53, 10).

2.2 Runden und Rundungsfehler
Rundungsfunktion
Um z € R in F(B, 7, s) zu approximieren, brauchen wir
rd: D(B,r,s) = F(B,1,s), (2.2)
wobei D(B,7,s) C R der Bereich ist, der F(j3,r, s) enthélt:
D= [X_,z_JUu{0} U x4, X{]

Achtung: das setzt voraus, dass = im darstellbaren Bereich liegt! Bei Uber-/Unterlauf sind r,s
zu andern.

Sinnvollerweise soll fiir rd gelten:

Ve e D: |z —rd(x)| = mil? |r —y| (Bestapproximation)
ye

18



2.2 Runden und Rundungsfehler

Mit I(x) := max{y € Fly < z} und r(z) := min{y € F|y > z} gilt dann:

T l(x)=r(z),x €F

W) |z —l(2)] <|z—r()
r(@) |z —IUz)]> |z —r()
? [z = U(z)] = & — r(z)]

rd(z) =

Im letzten Fall ist eine Rundung noétig. Dafiir gibt es verschiedene Moglichkeiten.

Natiirliche Rundung

Definition 2.4 (Natiirliche Rundung). Sei z = sign(z) - (350, m;8~") B¢ die normierte Dar-
stellung von x € D. Setze

rd(x) . l(x) = Sign(z) : (2521 mzﬂ_z) B¢ fallsO < Mpy1 < ﬁ/2
|\ r() = Ux) + BT (letate Stelle)  falls 3/2 < myyy <

Das ist die iibliche Rundung, die jeder kennt.

Gerade Rundung

Definition 2.5 (Gerade Rundung). Setze (mit Notation wie bei natirlicher Rundung)

l(z) falls|z—1l(x)] < |z —r(z)]
rd(z) == < l(z) falls|lx — l(z)| = |z — r(x)| A m, gerade

r(x) sonst

Damit ist m, in rd(z) immer gerade, wenn gerundet wurde.
e Fiir rd(z) = I(x) ist das nach Definition so.

e Sonst rd(x) = r(z) = l(xz) + 7", m, in [(x) ungerade, und Addition von S¢~" &ndert
die letzte Stelle um Eins.

Diese Wahl von Rundung vermeidet eine mégliche Drift beim Aufrunden. Entspricht “round to
nearest” im Standard.
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2 FlieBkommazahlen

Beispiel

Beispiel 2.6. Stelle die Zahl x = (106),, in F(4,3,2) dar, d.h. konvertiere ins Vierersystem
(B = 4) und runde.

log,(106) = 3.36 ~» Exponent 4, damit Mantisse < 1 ist

Berechne r + 1 = 4 Ziffern, um runden zu kinnen
~mp=1,me=2,m3=2,my =2

— (106),, = 0.1222 - (10),° (ewakt, Ziffern zur Basis 4)

Natiirliche Rundung: (2'), = 0.123 - 41° da m, 1 =2 = 4/2

Gerade Rundung: (x'), = 0.122-41°, da m, = 2 gerade

Absoluter und relativer Fehler

Definition 2.7 (absoluter und relativer Fehler). Sei 2/ € R eine Niherung von x € R. Dann
heifst
Ax :=12'—2z absoluter Fehler

und fir x # 0

Ax
€y = — relativer Fehler
x

Umformen liefert:

Azx

x/:x+A$:x~<1+>:x'(1—|—e$/)
x

Motivation

Motivation:
Es sei Az = 2’ — 2 = 100 km.
Fiir 2 = Entfernung Erde—Sonne ~ 1.5 - 10% km ist

102 km

= ~66-1077
1.5 - 108 km 6610

€'
relativ klein.
Fiir £ = Entfernung Heidelberg—Paris ~ 460 km ist

102 km

= ———~0.22 (22
4.6 -102km 0 (22%)

€q/

dagegen relativ grof.
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2.3 Fliekkommaarithmetik

Fehlerabschitzung

Lemma 2.8 (Rundungsfehler). Bei der Rundung in F(5,r,s) gilt fir den absoluten Fehler

1
|z —rd(z)| < EBE(I)*T (2.3)
und fiir den relativen Fehler (x #0)
o—rd@)] 1,
|z 2

Diese Abschétzung ist scharf (d.h. der Fall “=" existiert).

Die Zahl eps = % B~ heilt Maschinengenauigkeit.

~ Beweis: Tafel

2.3 FlieBkommaarithmetik

Wir bendtigen eine Arithmetik auf F:
@ FxF—-F mit ®€{®,6,0,0}
die den bekannten Operationen * € {+, —, -, /} auf R entsprechen.

Problem: in der Regel z,y € F =5 zxy € F

Daher muss das Ergebnis wieder gerundet werden. Wir definieren
Ve,y e F:x®y =rd(zxy) (2.4)

Man sagt: ® ist “exakt gerundet”. Das ist nicht trivial!

Guard digit
Beispiel 2.9 (Guard digit). Sei F = F(10,3,1),2 = 0.215-10%,y = 0.125-10~°. Wir betrachten
die Subtraktion v ©y = rd(xz — y).

1. Subtraktion und anschlieffendes Runden bendtigt extrem hohe Stellenzahl O(3%)!

2. Runden vor der Subtraktion liefert das selbe Ergebnis. Gute Idee?

3. Aber: betrachte 2.B. x = 0.101 - 10!,y = 0.993 - 10°
= relativer Fehler 18% ~ 35 eps

4. Mit ein, zwei zusdtzlichen Stellen erreicht man exakte Rundung!

5. Diese Stellen heifien guard digits und werden auch in der Prazis (CPU) genutzt.
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2 FlieBkommazahlen

Tabellenmacher-Dilemma

Algebraische Funktionen:
z.B. Polynome, 1/z, \/x, rationale Funktionen,. ..

grob: endliche Kombination der Grundrechenarten und Wurzeln

Transzendente Funktionen: der Rest, z.B. exp(x),In(z),sin(x), 2¥, ...

Tabellenmacher-Dilemma:

Es lasst sich nicht im Voraus entscheiden, wie viele guard digits fiir eine bestimmte Kombination
von transzendenter Funktion f und Argument x bendtigt werden, um f(x) exakt gerundet zu
berechnen.

[EEET754 garantiert exakte Rundung fiir &, 6, ®, ©, ebenso /z.

Weitere Probleme / Eigenschaften

Die folgenden Punkte sind zu beachten:

e Assoziativ- und Distributivgesetz gelten nicht, es kommt auf die Reihenfolge von Opera-
tionen an!

Esgibt yeF,y#0,sodasscdy==x

Beispiel: (e®1)01=161=0#ec=ed0=€ed(161)

o Das Kommutativgesetz gilt jedoch:
r@®y=y®uz fir® e {G,0}

Weitere einfache giiltige Regeln:
—(-r)oy=—(z0y)
—10z=200=2
—2x0y=0 = x2=0VvVy=0

—r0z<y®z fals z<yAz>0
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2.4 Fehleranalyse

2.4 Fehleranalyse

Rundungsfehler pflanzen sich in Rechnungen fort.

Fl(l'l, RN ,ﬂj‘m)
e Sei F': R™ — R"™, in Komponenten F(z) =

Fo(x1,...,xm)

e Zur Berechnung von F' im Rechner nutze numerische Realisierung F”: F™ — F".
F’ wird durch einen Algorithmus realisiert, d.h. aus

— endlich vielen (= Terminierung)
— elementaren (= bekannten, d.h. ®,0,®, )

Rechenoperationen zusammengesetzt:

Fl(z) = @i(... pa(p1(x)) . ..)

Wichtig:

1. Zu einem F gibt es in der Regel viele Realisierungen, im Sinne unterschiedlicher Reihen-
folgen
atb+cem(adb)@c#a® (bdc)
2. Jeder Schritt ¢; steuert einen (unbekannten) Fehler bei.

3. Im Prinzip kann die Rechengenauigkeit beliebig gesteigert werden, d.h. eigentlich Folge
(F’)(k): (FEN™ — (F*))". Das machen wir aber nicht so formal.

F(x) — F'(rd(z)) = F(x) — F(rd(x)) + F(rd(z)) — F'(xd(z)) (2.5)

Konditionsanalyse Rundungsfehleranalyse

e F(x): exaktes Ergebnis
e F'(rd(z)): numerische Auswertung

e F(rd(x)): exaktes Ergebnis fir rd(z) = =

Von hier aus:
e Analyse “in erster Ndherung”
e absolute / relative Fehler

e Normen bilden, das lassen wir aber i.d.R. weg
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2 FlieBkommazahlen

Differentielle Konditionsanalyse

Wir nehmen an, dass F': R™ — R" zweimal stetig differenzierbar.

Nach dem Satz von Taylor gilt fiir die Komponenten Fj:

Fi(x + Azx) = Fi(z) + Z gi(m)ij +RF(z;Az) i=1,...,n.
j

Fiir das Restglied gilt unter diesen Voraussetzungen
R (z; Az) = O (||Az]?)

d.h. der Fehler der Naherung ist quadratisch in Ax.

Definition 2.10 (Landausche Symbole). Man schreibt:
g9(t) = O(n(t)), (t—0)
falls es to > 0 und ¢ > 0 gibt, so dass fir alle t € (0,to] die Abschétzung |g(t)| < c- |h(t)| gilt.

Sprechweise: “g(t) geht wie h(t) gegen 0”

(quantifiziert also, “wie schnell” eine Funktion gegen Null geht)

Weiter bedeutet
g9(t) = o(h(t)), (t—0)

dass es tg > 0 und eine Funktion c(t),lim;_oc(t) = 0 gibt, so dass fir alle t € (0,to] die
Abschitzung |g(t)| < c(t) - [h(t)] gill.

Bedeutung: “g(t) geht schneller als h(t) gegen 0”7 (falls h(t) — 0)

Somit kénnen wir die Taylorformel umformen:

~ OF;
Fi(z + Ax) — Fi(z) = a—(x)AfL’j +  RI(z;Ax)

=1 813]- “_ —
hohere Ordnungen

fithrende (erste) Ordnung

Oft lasst man die Terme hoherer Ordnung weg und schreibt dann “=" statt “=".

Sprechweise: “ist in erster Néherung gleich”
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2.4 Fehleranalyse

Damit gilt:
Fi(z + Ax) — Fi(x) . ™ OF, . Ax;
Fi(x) a JZ_; 893]( )FZ(SU) (2:6)
N~ (OB ) (A
:; (3$j(x)Fz‘(w)> <x]~ )
——

Verstarkungsfaktor k; ; () <eps

d.h. die Verstarkungsfaktoren k;;(z) geben an, wie die (relativen) Eingabefehler AT?' in den
(relativen) Fehler der i-ten Komponente von F' eingehen!

Kondition
Definition 2.11 (Kondition). Wir nennen die Auswertung y = F(z) “schlecht konditioniert”
im Punkt x, falls |kij(z)| > 1, andernfalls “gut konditioniert”.

|kij(x)| < 1 heifst Fehlerddmpfung, |kij(x)| > 1 heifit Fehlerverstdrkung.

Das Symbol “>” steht fiir “viel grofer als”. Meist bedeutet das, dass die eine Zahl mehrere
Grofenordnungen grofer als die andere ist (z.B. 1 Mio. > 1).

Definition stellt ein Kontinuum dar: es gibt einen flieRenden Ubergang von “gut konditioniert”
zu “schlecht konditioniert”!

Warum relative Kondition?

Wegen Lemma 2.8 (Rundungsfehler) gilt

x —rd(z)

1
S €ps = 7/8177'7
T 2

d.h. es gibt € € R, |¢|] < eps, so dass

x —rd(z)

x

:E’

d.h. fir die relativen Eingabefehler in Gl. (2.6) gilt gerade

AJ?]'
Ty
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2 FlieBkommazahlen

Beispiel
Beispiel 2.12. 1. Addition: F(x1,z2) = x1 + 22, g—fl = g—i = 1.
Nach obiger Formel:

F(x1 + Az, 20 + Axg) — F (21, 22)

F(x1,22)
. T Ax T Ax
-1 1 L. 2 2
r1+x2 21 r1+ X2 T2
—_———
=k1 =ko
Schlecht konditioniert fiir x1 — —xsa!
2 2 OF oF
2. F(z1,22) = ] — 25, Fep = 221, 5 = —2a.
F(z1 4+ Az, 20 + Axg) — F(21,22)
F(x1,22)
. I Al‘l T9 Axg
e s +(=222) - 5
r{— x5 T1 x{ —T5 T2
=k1 =ko
212 212
== k1= — 12?’“2* 2 22’
L1 — X3 T — I3

schlecht konditioniert fir |x1| ~ |x2|.

Rundungsfehleranalyse
Sogenannte “Vorwartsrundungsfehleranalyse”, riickwérts: spéter.

Nach Fehler-Aufspaltung, Gl. (2.5): F(x) — F'(z) mit = € F™,

F’ “zusammengesetzt” aus Einzeloperationen ® € {®,6,©, 0}

Wegen Gl. (2.4) (exakt gerundete Arithmetik) und Lemma 2.8 (Rundungsfehler) gilt

(z®y) — (z*y)
(z*xy)

=¢ mit|e] <eps

Vorsicht, € hingt von x und y ab und ist daher fiir jede Operation verschieden!

= z®y=(rxy) - (1+e) fiirein|e(®,x,y)| < eps
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2.4 Fehleranalyse

Beispiel

Beispiel 2.13. F(x1,z2) = 2?7 — 22 mit zwei Realisierungen:

1. Fo(z1,22) = (21 © x1) © (22 © x2)
2. Fp(z1,22) = (1 © 22) © (21 © x2)

Erste Realisierung:

u=z10r = (r1-71) (1 +e€1)
v=29 Oz = (z2-x2) (1+ €2)

Fo(x1,22) =u©v=(u—0)-(1+e€3)

Fu(z1,22) — F(z1,22) . 77 2

- (e1+€3) + =5 22+ €3)
F(x1,22) x? — 22 z3 — 22

Zweite Realisierung:

u=1x1 0z = (x1 —x2) - (1 +€1)
v=x1®xe= (1 +22) (1+€2)
Fy(z1,2) =u©v=(u-v)-(1+e€3)
Fy(r1,22) — F(21,72) . 72 — 22

L
= €1+ ex+e€3) =€1+€+e€3
F(x1,x9) a?% — wg( )

= Zweite Realisierung besser als erste.

Numerische Stabilitat

Definition 2.14 (Numerische Stabilitét). Wir nennen einen numerischen Algorithmus “nume-
risch stabil”, wenn die im Lauf der Rechnung akkumulierten Rundungsfehler den unvermeidbaren
Problemfehler aus der Konditionsanalyse nicht tibersteigen.

Mit anderen Worten:
Verstarkungsfaktoren aus Rundungsfehleranalyse < denen aus Konditionsanalyse = “nume-

risch stabil”

Beide Realisierungen a, b aus Bsp. 2.13 sind numerisch stabil.
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2 FlieBkommazahlen

2.5 Die quadratische Gleichung

Die Gleichung
v’ —py+q=0
hat fiir p?/4 > q # 0 die beiden reellen und verschiedenen Losungen

2

Y12 = f+(p,q) = g + pz —q. (Definiert zwei f!)
Die Konditionsanalyse liefert mit D = %2 —
flp+Ap,g+Aq) — f(p,q)
f(p,q)
=(1x2) P Ap g Ad
2D/ p+2D p D(p=+2D) ¢q
Das heifst:
° Fﬁr%»qundp<Oist
2
_p_ P
f-(p.a) =7 1 ¢
gut konditioniert
° Fﬁr%2>>qundp>Oist
2
_Pp P _
felpa) =5+ 4
gut konditioniert
e Fiir % ~ ¢ sind f; und f_ beide schlecht konditioniert, dieses Problem kann nicht

vermieden werden

Numerisch geschickte Auswertung fiir den Fall % > q:

p <0

Berechne yp = £ — 4/ % —q, y1 = y% nach Satz von Vieta (¢ = y1 - y2).

p > 0:
Berechne y; = £ + \/%7—(], dann y, = y%.

= Jedes Problem ist ein Spezialfall!
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2.6 Ausléschung

2.6 Ausloschung

Die obigen Beispiele enthalten das Phanomen der Ausléschung.
Dies tritt auf bei
e Addition x1 + 2o mit 21 = —x9

e Subtraktion x1 — x9 mit x1 ~ 22

Bemerkung 2.15. Bei der Ausloschung werden vor der entsprechenden Addition bzw. Sub-
traktion eingefiihrte Fehler extrem verstdrkt.

Sind z1,z2 € F Maschinenzahlen, so gilt wie oben gezeigt:
(r1©x2) — (11 — x2)
(21 — x2)

Das ist also kein Problem. Das Problem tritt erst ein, wenn x1 und x5 selbst schon mit Fehlern
behaftet sind.

< eps.

Beispiel
Beispiel 2.16. Betrachte F = (10,4, 1).

z1 = 0.11258762 - 102, 9 = 0.11244891 - 102
= 1d(71) = 0.1126 - 10%,1d(22) = 0.1124 - 10?

r1 — x9 = 0.13871 - 1071, aber rd(x1) — rd(z2) = 0.2 - 1071

Ergebnis hat keine giiltige Ziffer! Relativer Fehler:

0.2-101—0.13871-1071
0.13871 - 101

1
~ .44 ~ 883 - 3 103!
——

=eps
Grundregel
Im Beispiel: Fehler durch Rundung der Eingangsgrofsen.

Herkunft der Fehler ist egal, tritt ebenso auf, wenn z1, x2 mit Fehlern vorhergehender Rechen-
schritte behaftet sind.

Regel 2.17. Setze potentiell gefihrliche Operationen méglichst frih im Algorithmus ein. (Ver-
gleiche Bsp. 2.13).
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2 FlieBkommazahlen

2.7 Die Exponentialfunktion
Die Exponentialreihe

Die Funktion exp(z) = e® lasst sich fiir alle z € R als Potenzreihe darstellen:

expla) = Y 0

k=0

Naheliegender Ansatz: breche zur Berechnung nach n Gliedern ab, exp(z) ~ Y 1, %I,c

Verwende Rekursionsvorschrift:

yo:=1, So=yo=1,
i
Vk > 0: Yk =7 Yk-1, Sk = Sk—1+ Yk

yn: Glieder der Reihe, S,,: Partialsummen

Fehler fiir verschiedene Werte von z

Ergebnisse fiir Rekursionsformel mit float, n = 100:

1*1040 T T T T T

T T T T
relativer Fehler von exp(x)

1*10%%
1*10%0
1102
1*10%0
1*10%°
1*1010

1*10°

1*100

1*10°

1*10°10
50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

e Fiir negative Werte fiir x wird der relative Fehler beliebig grofs

e Dieser Effekt hat nichts mit dem Abbruch der Reihe zu tun!
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2.7 Die Exponentialfunktion

Abweichung fiir imagindre Argumente

Ergebnisse fiir das imaginére Intervall [—50, 50] - 4

e Fiir |z| < 7 ist das Ergebnis noch halbwegs brauchbar
e Fiir |z| — 27 wiéchst der Fehler weiter an

e Danach entfernen sich die Werte vom Kreis (die Trajektorie néhert sich einer Geraden an
und kommt auch nicht zurtick)
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2 FlieBkommazahlen

Visualisierung des Konvergenzverhaltens

' ' " exp(@m - 0.1) — —
4+ exp(2mi - 0.2) —— |
exp(2mi - 0.3)
exp(2mi - 0.4)
exp(2mi - 0.5)
oL Einheitskreis
0 - -
2k .
4 .
| | | | |

e gerade Potenzen tragen zum Realteil von exp(27i - ) bei

e ungerade Potenzen tragen zum Imaginérteil bei

—> Addieren eines Gliedes andert abwechselnd Real- und Imaginérteil

I I I I I

exp(2iti - 0.6)
40 + exp(2mi - 0.7) —— |
exp(2ri - 0.8)
exp(2mi - 1.0)
exp(2mi - 1.0)
Einheitskreis

of e i

-40 -20 0 20 40

o Betrag der Zwischenergebnisse wéchst exponentiell in x
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2.8 Rekursionsformel fiir Integrale

e Form der Trajektorie ndhert sich immer mehr Quadrat an

= Ausléschung

Konditionsanalyse fiir exp(z)

Fiir die Funktion exp gilt wegen exp’ = exp:

exp(z + Az) —exp(z) . (exp/(a:) - ) ' <A33> = Aw

exp(z) exp(z) x

= absoluter Fehler von x wird zu relativem Fehler von exp(x)

(Vergleiche: exp ist Isomorphismus zwischen (R, +) und (R4, -).)

Wegen k = x ist exp gut konditioniert, falls & nicht zu grofs

= betrachteter Algorithmus ist instabil fiir x < 0

Gibt es stabileren Algorithmus? ~» Ubungsaufgabe

2.8 Rekursionsformel fiir Integrale

Integrale der Form
1
I = / z* exp(z) da
0

kann man mithilfe einer Rekursionsformel berechnen:

Ip=e—1, Vk>0:I1=e—k-I1_4

Fiir das erste Glied ist wegen exp’(z) = exp(z) eine Stammfunktion bekannt, die weiteren
Glieder kann man dann iiber die obige Formel bestimmen.

Wie gut funktioniert das in der Praxis?

Die ersten 26 Werte fiir I, mit endlicher Genauigkeit berechnet:
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2 FlieBkommazahlen

k  berechnetes Iy Fehler |[AI;|  k  berechnetes Ij Fehler |AI|
0  1.718281828459050 2.6-1071° 13 0.181983054536145  3.3-1077
1 1 (Null) 14 0.170519064953013  4.6-107°
2 0.718281828459045 1.5-1071° 15 0.160495854163853  7.0-107°
3 0.563436343081910 5.5-10716 16 0.150348161837404 1.1-1073
4 0.464536456131406 1.0-1071° 17 0.162363077223183 1.9-1072
5  0.395599547802016 6.0 -10~1° 18  -0.204253561558257 3.4-1071
6  0.344684541646949 3.8-10714 19 6.59909949806592 6.7 - 109
7 0.305490036930402 2.7-10713 20 -129.263708132859  1.3-10!
8  0.274361533015832 2.1-10712 21 2717.25615261851  2.7-103
9  0.249028031316559 1.9-10"1! 22 -59776.9170757787 6.0 - 10*
10 0.228001515293454 1.9-10710 23 1374871.81102474 1.4-106
11 0.210265160231056 2.1-1079 24 -32996920.7463119 3.3 - 107
12 0.195099905686377 2.5-1078 25 824923021.376079 8.2 108

Rekursionsformel I, = e — k- I;_; fithrt zu Fehlerverstarkung um Faktor k im k-ten Schritt!

Bessere Optionen

. Alle I}, sind von der Form a - e+ b, mit a,b € Z. Berechne diese Zahlen iiber die Rekursi-
onsformel, und werte erst ganz am Ende mit FlieRkommazahlen aus.

Drehe die Rekursionsformel um: wenn Iy — Ipy1 den Fehler um k verstirkt, wird er
durch I,1 — I um den Faktor k reduziert!

Wegen 0 < zF < 1 und 0 < exp(z) < 3 auf [0,1] muss 0 < I < 3 gelten. Wenn wir also z.B.
I5o := 1.5 setzen, kann der Fehler maximal 1.5 sein.

Benutze dann umgedrehte Rekursionsformel

I =(k+1)"" (e = L)

Rekursionsformel fiir Integrale

Die Werte fiir I}, zwischen k = 25 und 50, riickwérts berechnet:
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2.8 Rekursionsformel fiir Integrale

k  berechnetes Iy Fehler |[AI;|  k  berechnetes Ij Fehler |Al]|
50 1.5 1.4-10° 37 0.0697442966294832 2.8 -10716
49 0.0243656365691809 2.9 -1072 36 0.0715820954548530 1.9-10~16
48 0.0549778814671401 5.9-10~4 35 0.0735194370278942 2.8-10717
47 0.0554854988956647 1.2-107° 34  0.0755646397551757 2.2-10~16
46 0.0566552410545400 2.6 -107 33 0.0777269761383491 2.7-10718
45  0.0578614475522718 5.7-107° 32 0.0800168137066878 1.8 -10~16
44 0.0591204529090394 1.3-10710 31 0.0824457817110112 2.6-10716
43 0.0604354858079547 2.9-10712 30  0.0850269692499366 2.9 - 1016
42 0.0618103800616533 6.7-10714 29 0.0877751619736370 4.5-10"17
41 0.0632493201999379 1.8-10~1° 28 0.0907071264305313 4.3-10716
40  0.0647568904453441 1.4-10716 27 0.0938419536438755 4.7 10716
39  0.0663381234503425 2.1-10716 26 0.0972014768450063 1.3 -10717

38  0.0679985565386847 1.5 10716 25 0.1008107827543860 1.1-10716

Trotz vollig unbrauchbarer Schétzung fiir den Startwert I5p fithrt die neue Rekursionsformel
I, = (k+1)"" (e — Ij41) sehr schnell zu brauchbaren Ergebnissen!

Idee der Fehlerabschatzung

Nach Fehleranalyse gilt fiir Startwert Igy,,, m > 1:

k! k!

Al ~ ——
A~ G

Idee: berechne benotigte Anzahl Schritte m aus gewiinschter Genauigkeit |Al;| < tol.

1
(k+1)"™-15< tol = exp(—-m-In(k+1)) < %

tol In(tol) — In(1.5)
:>—m-ln(k+1)<ln(15> = m> (k1)

Beispiel: k = 25, tol = 107® = m > 5.7
Ergebnis fiir m = 6:
kE  berechnetes Iy, Fehler |AIL|

31 1.5 1.4-10°
30 0.0392994138212595 4.6-1072
29 0.0892994138212595 1.5-1073
28  0.0906545660219926 5.3 -107°
27 0.0938438308013233 1.9-1076
26 0.0972014073206564 7.0-1078
25 0.1008107854284000 2.9-107?
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2 FlieBkommazahlen

e Umgedrehte Rekursionsformel ist im Gegensatz zum naiven Ansatz stabil

e Fehlerabschétzung minimiert Aufwand fiir vorgegebene Genauigkeit

=— stabil und effizient
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3 Motivation linearer Gleichungssysteme

3.1 Stréomung in Rohrleitungsnetzen

Netzwerk aus Réhren

Pumpe
Pumpe

Betrachte Netzwerk aus Rohren, in denen Fliissigkeit zirkuliert

e Um es einfach zu halten: nur durch Pumpen getrieben, keine Quellen und Senken im
Kreislauf vorhanden

e Mogliche Anwendungen: Trinkwasserversorgung, elektrische Schaltkreise, Blutkreislauf
(als Ndherung)

Beschrieben durch gerichteten, (schwach) zusammenhéngenden Graphen G = (V, E):
e Knotenmenge V = {v1,...,v,}, |[V|=n
e Kantenmenge E = {e1,...,ep} CV XV, |E|=M
e gerichtet “von v nach w™ (v,w) € £ = (w,v) ¢ E

e Rohren Ei = {e1,...,en}, Pumpen Ep = {ept1,...,er}

37



3 Motivation linearer Gleichungssysteme

Gesetz von Hagen-Poiseuille

Fluss durch lange zylindrische Rohre e = (v, w):

nre
qe = Spd. Ape
e: gerichteter Volumenstrom [m3/s]
Ap.: gerichtete Druckdifferenz [Pa = N/m?|
Te: Radius der Réhre e [m]
de: Léange der Rohre e [m]
p: dynamische Viskositét [Pas]

ge > 0, Ap. > 0 falls Fluss von v nach w, g. < 0, Ap. < 0 sonst

3.2 Die Kirchhoffschen Gesetze

Quelle: wikipedia.org, gemeinfrei

Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887):
e deutscher Physiker
e Beitrige zur Erforschung von

— elektrischen Schaltkreisen
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3.2 Die Kirchhoffschen Gesetze

— Spektralanalyse
— Schwarzkorperstrahlung

e Kirchhoffsche Gesetze (Erhaltungsregeln fir Schaltkreise)

Knotenregel (1. Kirchhoffsches Gesetz)

1

q1+qa+q5 = q2 + g3
Knotenregel (Erhaltung der Ladung):

Die Summe der zufliefenden Strome ist fiir jeden Knoten eines elektrischen Netzwerks gleich
der Summe der abflieffenden Strome.

Hier: Massenerhaltung
Fliissigkeit wird in den einzelnen Knoten weder vernichtet noch zwischengespeichert.

Definiere fiir Knoten v € V' eingehende und ausgehende Kanten:

Ef ={(u,w) € E|w=v}, E; :={(u,w)e€E|u=nuv}

Die Trennung in ein- und ausgehend basiert auf der Orientierung der Kanten und hat nichts
mit dem physikalischen Fluss zu tun!

Knotenregel:

ZQe*ZQE:O YVoeV (3.1)

e€ES ecEy
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3 Motivation linearer Gleichungssysteme

Das definiert n — 1 = |V| — 1 linear unabhéngige Bedingungen, da sich aufgrund globaler
Massenerhaltung die Erhaltung im letzten Knoten jeweils automatisch ergibt.

~ Beweis: Tafel

Maschenregel (2. Kirchhoffsches Gesetz)

Aps + Aps = Aps — Aps + Apy
Maschenregel (Energieerhaltung):

Die Summe der Spannungsdifferenzen entlang eines geschlossenen Pfades ist Null. Anders ge-
sagt: Die Spannungsdifferenz zwischen zwei Knoten ist wegunabhéngig.

(Sonst konnte man entlang des Pfades beliebig Energie erzeugen = Perpetuum Mobile)

Hier: Energieerhaltung

Es gibt keine spontanen (d.h. nicht durch Pumpen verursachte) Kreisbewegungen von Fliissig-
keit.

Betrachte C' C E, ¢ beliebiger geschlossener Pfad. Definiere:

C™ = {e € C | egenauso wie C orientiert}

C™ :={e € C'| eentgegen C orientiert}

(Anmerkung: wir vernachldssigen in der Notation, dass Kanten in C' mehrfach vorkommen
diirfen, evtl. mit gednderter Orientierung (1))
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3.3 Das Knotenpotentialverfahren

Maschenregel:

Z Ape — Z Ap. =0 Vgeschl. PfadeC C E (3.2)
ecCt ecC—

3.3 Das Knotenpotentialverfahren

Grundidee des Knotenpotentialverfahrens:

1. Wegen der Maschenregel ist Potentialdifferenz zwischen je zwei Knoten wegunabhéngig
und somit wohldefiniert

~~ Druckdifferenz zu (beliebigem) Referenzknoten als Variablen

2. Da das Potential nur bis auf Konstante eindeutig ist, konnen wir die Referenz als Null
definieren

~+ n — 1 Knotendriicke p, als Unbekannte
3. Wegen der Knotenregel gibt es n — 1 unabh. Nebenbedingungen

~» n — 1 lineare Gleichungen fiir die Unbekannten

Stelle System auf und 16se nach Unbekannten (Druckdifferenzen) auf, daraus kann man dann
die Fliisse berechnen.

Wihle Referenzknoten r, ergibt Druckdifferenzen Ap, der Rohren:

Pw—Dy VFETAWFET
Ve = (v,w) € Egp: Ape =9 —py w = r(setzepw = 0)
P v =1 (setze p, = 0)

Wihle feste Anordnung ey, k € {1,...,m}, v;,i € {1,...,n} der Kanten und Knoten mit Wahl
=,

— p: (pU17"‘ 7p'Un71)T7 Ap: (Ap517"’ 7Ape7n)

Als lineares Gleichungssystem:

[Ap]m = [B]mx(n—l) ’ [p]n—l

Berechne resultierende Fliisse {iber Leitféhigkeiten (Hagen-Poiseuille):

VeGER3 qe:Le'Ape
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3 Motivation linearer Gleichungssysteme

Als lineares Gleichungssystem mit Diagonalmatrix L:

4], = [L]ysem - [AP],,

Setze Umrechnung von p zu Ap ein:

(@ = Ll (Bl uen)  Plact) = 12 Bl [Py

Verwende Knotenregel Gl. (3.1):

Yoote— D de= Y G D @

eeESNER e€E, NER ecE, NEp e€FE NEp

Als lineares Gleichungssystem formuliert:
[BT](n—l)Xm ’ [q]m = [b]n—17

wobei b = (by,,...,by, ;)" die Pumpstrome enthilt (die Eintrige sind Null fiir innere Kno-
ten)

Es handelt sich um B, weil eine Kante e genau dann zur Bilanz von v beisteuert, wenn v (mit
gleichem Vorzeichen) zur Druckdifferenz entlang e beitriagt

Kleines Beispiel
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3.3 Das Knotenpotentialverfahren

Resultierende Matrix B fiir Beispielnetzwerk:

-1 1 0 O -1 1 0
-1 0 1 0 -1 0 1
0O -1 1 0f~B=]0 -1 1
0 -1 0 1 0 -1 0
0 0 -11 0 0 -1

e Zeilen: Knoten, die von i-ter Kante verbunden werden (mit Vorzeichen)
e Spalten: Kanten, die fiir j-ten Knoten ein- / ausgehend sind (mit Vorzeichen)

e Streiche letzte Spalte wegen py = 0 (fiir B) bzw. wegen redundanter Knotenregel (fir
BT)

Knotenpotentialverfahren

Insgesamt:

et = 1B ety - (12 Blunoony - Placs)
= [BT L B](n—l)x(n—l) “[Pla

Eigenschaften des Systems: A := BT LB ist
e symmetrisch und positiv definit
e damit insbesondere invertierbar

e diinn besetzt (Anzahl Kanten meist O(n), nicht O(n?))

~~ Beweis: Tafel

Anmerkungen

Das Ohmsche Gesetz besagt:
I. = R; YU, — Uy)

mit I, dem elektrischen Strom entlang Leiter e, R, dem Widerstand entlang e, und U, dem
elektrischen Potential im Knoten v.

—> die hergeleitete Methode ldsst sich vollig analog auf elektrische Netzwerke anwenden

Falls das Netzwerk Spulen oder Kondensatoren enthélt (RLC-Netzwerk), werden die Zustands-
grofsen komplex:
Az =b mitz,be C", AecC™"
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3 Motivation linearer Gleichungssysteme

3.4 Partielle Differentialgleichungen

Grenziibergang zum Kontinuum

Wenn man das Rohren- / Leitungsnetz immer feiner und feiner macht, beschreibt man im
Limes ein unendlich feines Netzwerk, also ein Kontinuum. Die zugehorige Gleichung ist die
Poisson-Gleichung;:

n
9%u
72 p—
o
i=1 Oz;

—Au=—-V - (Vu) = — Z@glu = — f
i=1

Das ist ebenfalls ein lineares Gleichungssystem, allerdings iiber einem unendlich-dimensionalen
Funktionenraum.

Anwendungen der Gleichung sind zum Beispiel:
e Elektrostatik im Vakuum (f: Ladungsdichte, u: resultierendes Potential)

e Gravitation (f: Massendichte, u: Gravitationspotential)

Porose Medien

Falls die Leitfdhigkeit x (Inverse des Widerstandes) ortsabhéngig ist, ergibt sich die Darcy-
Gleichung;:

-V - (kVu) = — Zazi (KOg,u) = f
i=1

Im Allgemeinen ldsst sich diese Gleichung nicht geschlossen 16sen, daher verwendet man numeri-
sche Methoden. Die Diskretisierung fiihrt dabei auf beliebig grofse lineare Gleichungssysteme.

Moégliche Anwendungen:
e Stationdre Stromungen in pordsen Medien (z.B. Grundwasser)
e Elektrostatik in Bauteilen und Materialien

e Wirmeleitung durch heterogene Festkorper
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3.5 Radiosity-Methode in der Computergraphik

3.5 Radiosity-Methode in der Computergraphik

Raytracing

Aufgabe: stelle beleuchtete Szene graphisch dar (Computergraphik).

Grundidee des Raytracing-Algorithmus:

Image

Camera / 8 Light Source
N View Ray

\_\

Shadow Ray

Scene Object

Quelle: Henrik, wikipedia.org, cc-by-sa

Beispiele von rekursivem Raytracing:

Quelle: Tim Babb, wikipedia.org, cc-by-sa Quelle: Greg L, wikipedia.org, cc-by-sa
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3 Motivation linearer Gleichungssysteme

Raytracing vs. Radiosity-Methode

Idee von Raytracing:
e Verfolge “Sehstrahlen” vom Auge des Betrachters zu ihrem Ziel

e Beriicksichtige dabei gerichtete Reflexion, diffuse Reflexion, Brechung, Wurf von Schatten

Vorteile / Nachteile von (rekursivem) Raytracing:
e Viele verschiedene optische Effekte darstellbar
e Aufwand wichst exponentiell mit der Anzahl der Rekursionen
e Ergebnis ist auf Blickwinkel festgelegt (!)

Idee der Radiosity-Methode:

e Berechne das Strahlungsgleichgewicht fiir die Szene

e Beleuchtete Oberflichen erzeugen passive Beleuchtung, indem sie Licht in den Raum
zuriick werfen

Vorteile / Nachteile der Radiosity-Methode:
e Weniger Effekte beriicksichtigt (z.B. nur diffuse Streuung)
e Aufwand ist auch bei dieser Methode sehr hoch

e Ergebnis ist unabhéngig vom Betrachter (~» Animationen)

Radiosity-Methode

Anwendung der Radiosity-Methode:

Direct Illumination Radiosi

Quelle: Hugo Elias, wikipedia.org, cc-by-sa
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3.5 Radiosity-Methode in der Computergraphik

2nd Pass 3rd Pass 16th Pass

Quelle: Hugo Elias, wikipedia.org, cc-by-sa

Definiere Oberfliche der Szene:

S = {x € R? | z auf Oberfliche eines Objekts}
(Lichtquellen sind dabei ebenfalls Objekte)
Bestimme “Energiedichte” B: S — R:

/ BdA =von w C S abgestrahlte Energie
w

E(z): Eigenstrahlung (bei Lichtquellen), Senke (bei Absorption)

Benotigte Materialeigenschaften: p(x):  Reflexionsfaktor

Bestimmungsgleichung

Bestimmungsgleichung fiir B(z),z € S:

COS Py 1/ COS P/ 1
Ba) = Ba) + ) [ Bla!) L LY 001

“Kern”, “kernel” A(z, z")

mit

Pap = £(Va, b —a)
1 Licht aus Richtung v,
COS Pq,b = . ..
' 0 tangential zur Oberfliche

V(z,2') = {1 2’ von x aus sichtbar

0 sonst

(Eigenschaften der beleuchteten Szene)
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3 Motivation linearer Gleichungssysteme

Integralgleichung

Resultierende Integralgleichung:

B(x) — p(x) /SB(:U'))\(x,x') dr’ = E(x)

Alternative Formulierung mit Dirac-Delta 6(x, 2'):

lLB@@@@J@—M@M%ﬂDdﬂ:Em)

e Aufgabe: finde fiir gegebene Quellen / Senken E(zx) resultierende Energiedichte B(x)
e System ist erneut linear in Unbekannten B(z), aber diesmal unendlichdimensional!
Kollokationsmethode

Zerlege die Oberflache in eine endliche Menge von Teilgebieten 7p, = {t1,...,tn}:

ti C Soffen, t;nt;=0Vi#j |Jti=S5
=1

Dieser Vorgang heifst Diskretisierung und ist tiblich bei Integral- und Differentialgleichungen.
Definiere aufkerdem x; jeweils als den Mittelpunkt von ¢;.

(Existenz eines solchen Punktes schréankt implizit Wahl der ¢; ein, aber wir sind sowieso nur an
“simplen” Teilgebieten ¢; interessiert!)
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3.5 Radiosity-Methode in der Computergraphik

Approximiere B: .S — R durch diskrete Funktion Bp: S — R:
m
Bi(x) =) zpj(x)
j=1

mit z; € R Koeffizienten und ¢;: S — R Basisfunktionen. Insbesondere: ¢1,..., ¢, linear
unabhéngig.

Wir verwenden stiickweise konstante Funktionen (m = n):

1 fallsz €t
pj(z) :{ !

0 sonst

Erfiille Integralgleichung nur fiir z € Xp, = {z1,...,z,}:

By(x;) — p(x;) /S Bp(a" YN, ') de = E(z;) i=1,...,n

= zipi(mi) - P(mz‘)/szzj%(%/))\(fcuwl) dv = E(x;)
j=1

=1

= 35 {eitw) - pte) [ o e} = B

j=1

=iQj

<~ Az =10

mit A = [aijm’jn:l, = [Zj];'l:]_a b= [E(xl)]?zl

Anmerkungen

e Das Integral in a;; wird i.d.R. ebenfalls numerisch berechnet (Stoff der Vorlesung).

e Man begeht dabei Diskretisierungsfehler
|1Br = Bl = O(h%)
mit ||-|| Norm auf Funktionenrdumen, h = max;c7; diam(t), und o “Konvergenzordnung”.
= bessere Approx. By von B bei feinerer Unterteilung 7T

— Gleichungssysteme kénnen beliebig grofs werden

e Die Matrix A ist in diesem Fall nicht diinn besetzt, sondern voll besetzt! Das ist wichtig
bei der Wahl des Losers.
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4 Kondition linearer Gleichungssysteme

4 Kondition linearer Gleichungssysteme

4.1 Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Gegeben seien Matrix A € K™*™ und Vektor b € K™:

aip - Qlp
A=fag) =1 0 ], b=l =
am1 **+  Gmn
Gesucht ist [a:j]?zl = [z1,..., 2,7 € K", so dass

n
Vi Zaijxj = bi,
j=1
beziehungsweise in Kurzschreibweise:
Ax =10
Im folgenden ist stets K = R oder K = C.
Das Gleichungssystem (4.1) heifst
e unterbestimmt, falls m < n
e quadratisch, falls m =n

e iiberbestimmt, falls m > n

Es gibt mindestens eine Losung, falls
rang(A) = rang([A|b]) = rang

(Rang = Dimension Spaltenraum = Dimension Zeilenraum)
Fiir quadratische Matrizen sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Az = b ist fiir jedes b eindeutig losbar
2. rang(A) = n (Vollrang)
3. det(A) # 0 (regulér)

4. A hat keinen Eigenwert Null
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4.2 Vektornormen

4.2 Vektornormen

Die Quantifizierung von Fehlern erfordert Normen.

Definition 4.1 (Vektornorm). Eine Abbildung || - ||: K" — Ry heifit Norm, falls gilt:
(N1) Definitheit: ||z|| > 0 fir x #0
(N2) Positive Homogenitit: ||a - x| = |o| - ||z]], x € K", « € K

(N3) Subadditivitt: ||z + y|| < [|z|| + ||yl|, =,y € K" (Dreiecksungleichung)

Haufig verwendete Normen

Beispiel 4.2 (Haufig verwendete Normen). Fuklidische Norm, €o-Norm:
. 1/2
lzlle = (Z !ffz'|2>
i=1

[ ]loo = max ||
1,...,n

Mazximumsnorm, {so-Norm:

{1-Norm:

n
Izl =l
i=1

Folgerungen

Konvergenz in der Maximumsnorm entspricht komponentenweiser Konvergenz:

()

Vi=1,...,n: lim x;

=1; < lim |2 —z)e =0
t—o0 t—o0

Gilt auch im Unendlichdimensionalen, heifst dort aber aus naheliegenden Griinden Supremums-
norm.

Direkte und wichtige Folge von (N3) ist die inverse Dreiecksungleichung fiir Normen || - ||:

lz =yl = Hlzll = [yl

— Stetigkeit der Norm als Abbildung von K" nach R
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4 Kondition linearer Gleichungssysteme

Aquivalenz aller Normen

Satz 4.3 (Aquivalenz aller Normen). Seien || ||, || - || Normen auf dem endlich-dimensionalen
(!) K". Dann gibt es Zahlen m, M > 0 aus R, so dass gilt:

m-fall' < lle| < M- le]f Vo €K

Anmerkung: die Zahlen m und M sind nicht nur von den betrachteten Normen, sondern auch
von der Dimension n abhéngig. Insbesondere gilt die Aussage im Unendlichen nicht!

~ Beweis: Tafel

Schlussfolgerung

Im Endlichdimensionalen entspricht Konvergenz bezgl. einer beliebigen Norm || - || also Kon-
vergenz in der Maximumsnorm, so dass wir sagen konnen:

Konvergenz bzgl. einer Norm || - || entspricht komponentenweiser Konvergenz:
Vi=1,...,n: lim :L'Et):a:i — lim [|z® -z =0
t—o0 t—o0

Es gibt also fiir endlichdimensionale Vektorrdume nur einen Konvergenzbegriff. Das ist fiir nicht
endlich erzeugte Vektorrdume i.A. falsch!

4.3 Matrixnormen

Normen auf K<™
Der K™*™ ist ein Vektorraum, der mit K™ identifiziert werden kann:
KnXm [ Knm
Daher definiert jede Norm auf K™ auch eine Norm auf K"*™,
A® 5 A(t — 00) meint dann ag) — a;; (t = 00)V1<i,j<n

Nicht jede dieser Normen ist mit der zusétzlichen Verkniipfung, der Matrixmultiplikation, ver-
traglich. Wir betrachten daher Normen mit zusétzlichen Eigenschaften.
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4.3 Matrixnormen

Matrixnormen

Definition 4.4 (Matrixnormen). Fine Norm || - || auf K*"*™ heifit vertrdglich mit einer Vek-
tornorm || - || auf K", falls gilt:

[Az[| < [IA]l - [lz]] A €K™, zeK"
Sie heifst Matriznorm, wenn sie submultiplikativ ist:

IAB|| < [lA]l- |B]l A, B € K™

Die Submultiplikativitét ergdnzt die Subadditivitiat (Dreiecksungleichung), die fiir alle Normen
gilt.

Beispiel

Beispiel 4.5. Die Frobeniusnorm

1/2

n
2
1Al g = D lasl

ij=1

ist eine Matrixnorm, die mit der euklidischen Norm vertriglich ist.

Die Eigenschaften einer Matrixnorm (Definitheit, positive Homogenitét, Subadditivitit, Sub-
multiplikativitdt) und die Vertréglichkeit kann man direkt nachrechnen (~» Ubung).

Zugeordnete Matrixnormen

Definition 4.6 (Zugeordnete Matrixnorm). Es sei || - || eine beliebige Vektornorm auf K™.
Dann heifst

Ax
4= sp 132 g g
sekn\{0} 12l zexn |z)=1

die || - || zugeordnete (oder natiirliche) Matriznorm. Sie ist vertraglich und submultiplikativ.

~ Beweis: Tafel
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4 Kondition linearer Gleichungssysteme

Hilfssatz 4.7. Die zugeordneten Matriznormen zu || - |loo und || - ||1 sind:
n
Al = Jnax Z |agj (Zeilensummennorm,)
en £
n
Al = jf%axnz ] (Spaltensummennorm,)
=1

~» Beweis: [Rannacher, S. 104], Fall || - || ,: Tafel

4.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei A € K"™" X € K, und e € K", so dass Ae = Ae, dann heiffit A Eigenwert von A und e
zugehoriger Eigenvektor. (A, e) heift auch Eigenpaar.
Die Gleichung (A — AI)e = 0 ist fiir e # 0 nur fiir

P(A\) =det(A—AI)=0

erfiillbar. Das charakteristische Polynom P(\) hat genau n Nullstellen in C (Vielfachheit mit-
gezihlt). Zu jedem Eigenwert A gibt es mindestens einen Eigenvektor e.

Fiir alle Matrixnormen || - || und Eigenwerte A von A gilt

Al < [[A]l (4.2)

Also: alle Eigenwerte A € C liegen innerhalb eines Kreises um Null mit Radius [|A|. Mit || A]|
erhdlt man z.B. eine konkrete Abschatzung fiir den betragsméafig groften Eigenwert.

Folgerung aus (4.2):
|Al] > p(A) == max {|A| | A ist Eigenwert von A}

Die Zahl p(A) heifst Spektralradius von A (leider ist das keine Norm).

~ Beweis: Tafel
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4.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Beispiele

Beispiel 4.8. o Vandermonde-Matriz fiir die Stitzstellen 2,3, 4:

1 2 4
A)=3-2)-4-2)-(4-3)=2
Aol sl L faey =62 -2 @-3)
1 4 16 A1 = 18.67, Ay = 1.25, A3 = 0.0859

pA) ~ 18.67, | Al| . ~ 19.62,]| A, = 21, | Al|, = 20

—

e Drehstreckung um / mit (0 = 45,r = 21/2):

A=291/2. {C?S 1) —Sin(D] _ [1 —1] - {)\1,2 =1z

1) cos(}) 1 1 e12 = (&4, 1)T
p(A) =22 | Al g = Al = |All, =2

e Nilpotente Matrix:

A= [8 (1)} ~+ X\ = 0 (geometrische Vielfachheit 1)
p(A) =0, Al = [[Allc = Al = 1
— A#0,p(A) = p ist nicht definit

— p(A+ AT) =1>0=p(A) + p(AT) = p ist nicht subadditiv

Idee: nutze Spektralradius als eine Art “Grenz-Mafs” fiir Matrizen

Da p wie gezeigt keine Norm ist, funktioniert das leider nicht

Gerschgorin-Kreise

Man kann aus den Eintragen einer Matrix noch genauere Abschiatzungen der Eigenwerte erhal-
ten:

Definition 4.9 (Gerschgorin-Kreise). Fir A € C"*™ heiflen die Mengen
SiI: Z€C|‘Z—aii’§2|aij‘|
J#i

Gerschgorin-Kreise von A. Jeder komplexe Eigenwert A von A liegt in mindestens einem Gerschgorin-
Kreis. (Analog kann man Kreise fir die Spalten definieren.)

~ Beweis: Tafel
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4 Kondition linearer Gleichungssysteme

Beispiel 4.10.

5 1 0
A=11 10 1| ~ A\ =10.31, 3 =~ 4.82, A3 ~ 1.87
0o 1 2
p(A) ~ 10.31, | A|l , ~ 1153, || 4], = ||A], = 12

Vorgehensweise: alle Eigenwerte liegen. . .

e Normen: ...im Kreis um Null mit Radius 11.53
e Kreise: ...in den Gerschgorin-Kreisen um 2, 5 und 10 (mit den Radien 1, 1 und 2)
o Symmetrie: ... auf der reellen Achse

= MAi123 € [1,3]U[4,6]U[8,11.53]

Spezielle Matrizen

Definition 4.11 (Spezielle Matrizen). Zu A € K™*™ heifit AT mit (AT)ij = (A);; die trans-
ponierte Matriz und A mit (Z)ij = (A)ij die komplex konjugierte Matriz.

A € K™ heifit hermitesch, falls A= A", d.h. aij = Gji-

Reelle hermitesche Matrizen heifen symmetrisch (dann ist A = AT).

Fine komplezw. Matriz A € C™ "™ heifit normal, falls AA"T =A"A.

Sie heifit unitdr, falls zusdtzlich AAT —A"A = I, also A= = ar,

Reelle unitire Matrizen heifien orthogonal (dann ist A~1 = AT).

Skalarprodukte

Definition 4.12 (Skalarprodukte). Fine Abbildung (-,-): K® x K" — K heifst Skalarprodukt,
falls gilt:

(S1) Symmetrie: (z,y) = (y, )

(52) Linearitit: (ot + By, 2) = a(z, 2) + By, 2), 7,9,2 € K™, o, f € K

(S3) Definitheit: (z,z) > 0 firx € K™\ {0}
o (S3) nutzt, dass aus (S1) (z,z) € R folgt

o Aus (S1) und (S2) folgt (z,ax + By) = a(z,x) + B(z,y), also sind Skalarprodukte Biline-
arformen fiir K = R und Sesquilinearformen fiir K = C.
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4.5 Die Spektralnorm

Ein Skalarprodukt erzeugt immer eine zugehorige Norm
lz|| = V/(z,x), x € K"
Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

@ o)l <l - lyll, =y € K™

Das Euklidische Skalarprodukt lautet
(@, 9)y=> g =2"7
=1

(wird im folgenden oft verwendet). Damit gilt:
A=A = (Av,y), = (z,Ay), Vo,yeK"

(andere Schreibweise fiir hermitesch, heift auch selbstadjungiert).

4.5 Die Spektralnorm

Die der Euklidischen Norm zugeordnete Matrixnorm ||A||, heifst Spektralnorm.

Hilfssatz 4.13. Fiir die Spektralnorm hermitescher Matrizen gilt

| All, = max {|A| | A ist Eigenwert von A} = p(A)
Fir jede Matrix A € K"*™ gilt

1Al = max{|)\\1/2 | X ist Eigenwert von ZTA}
~~+ Beweis: Tafel
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4 Kondition linearer Gleichungssysteme

4.6 Positiv definite Matrizen

Definition 4.14 (Positiv definite Matrizen). Fine Matriz A € K™*™ heif$t positiv definit (in
K), falls die beiden folgenden Eigenschaften erfillt sind:

o (Az,x), € RVx € K" (trivial falls K =R)

o (Az,z), > 0Vx € K"\ {0} (eigentliche Bedingung)

Das definiert eine wichtige Klasse von Matrizen mit vorteilhaften Eigenschaften. Ziel: Charak-
terisierung positiv definiter Matrizen.

Eigenschaft 4.15. Fir A € C**" gilt (Az,x), € RVz € C" genau dann, wenn A hermitesch
18t.

~ Beweis: Ubung

Positiv definite Matrizen in C™*" sind also immer hermitesch, aber: positiv definite Matrizen
in R™" sind nicht notwendigerweise symmetrisch.

Lemma 4.16. Eine hermitesche Matriz A ist genau dann positiv definit, wenn alle ihre (reellen)
FEigenwerte positiv sind. Alle Hauptdiagonalelemente sind (reell und) positiv.

~~ Beweis: Tafel

Lemma 4.17. Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit. Dann liegt der betragsmdif$ig
grofite Fintrag auf der Hauptdiagonalen.

Normalerweise beschrankt man sich auf symmetrisch positiv definite Matrizen (kurz auch
s.p.d.). Manche Autoren verlangen das daher direkt in der Definition. Wir fordern das aber
extra.

~ Beweis: Tafel
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4.7 Stérungstheorie

4.7 Storungstheorie

Seien A € K™ ™ regulir und x,b € K" Dann ist F(A4,b) = A~'b “Losungsoperator” der
Gleichung G(z) = Az — b= 0.

Betrachte die relative Kondition von F, zunichst nur bzgl. Anderungen in b:

|F(A, b+ 6b) — F(A,b)]
1£(A, )]

| |
< |IAfl- A 1” : W

Definition 4.18 (Konditionszahl). Die Zahl cond(A) = ||A|| - ||A~Y|| heifit Konditionszahl von
A (bzgl. einer vertriglichen Matriznorm || - ||).

Als néchstes wollen wir Storungen in A selbst zulassen. Dabei stellt sich zunédchst die Frage, fiir
welche Stérungen tiberhaupt mit einer (eindeutigen) Losung zu rechnen ist. Wenn A regulér
ist, wann ist dann A + J A regulér?

Hilfssatz 4.19. Sei B € K™ mit Matriznorm |B|| < 1. Dann ist I + B reguldr, und es gilt
II+B) " <e- =B~

mit ¢ > 0. Falls die Matrixnorm zugeordnet ist, kann ¢ = 1 gewdhlt werden.

~ Beweis: Tafel

Stoérungssatz

Satz 4.20 (Stérungssatz). Sei A € K™ reguldr und [[6A]| < HA_1H_1 (fiir zugeordnete Ma-
triznorm). Dann ist A = A+ 0A ebenfalls regulir, und fir den relativen Fehler des gestirten
Systems

(A+6A) - (x+06x) =b+06b (oder kurz: AZ = b)
gilt:

16zl _ cond(A) .{Il5bH n ||5AH}

2l = 1= cond(a) B UM AT

~ Beweis: Tafel
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4 Kondition linearer Gleichungssysteme

Beispiele

Beispiel 4.21. Es sei % ~ 107" und % ~ 107%, sowie cond(A) ~ 10° (mit k,s > 0).

Weiter nehmen wir an, dass 10°-107% <« 1, also 2.B. s — k < —3.
Dann gilt
l|ox]| 10°

.2.107F 107Kt
2] = 1-10°-10F

Man verliert also bis zu s Stellen an Genauigkeit!

Beispiel 4.22 (Kondition und Determinante). e Betrachte Matriz B = 10710 :

10719 0 ¢y [1010 0
B_[ 0 1010]’3 _[0 1010

Es gilt conde(B) = ||B|l, - |B7 |l = 1, aber det(B) = 10720/
o Generell gilt cond(eA) = cond(A) fiir e # 0, aber det(eA) = " det(A)

= Die Determinante einer Matrix sagt nichts tiber die Fehlerverstirkung beim Lésen des
zugehorigen Gleichungssystems aus

Beispiel 4.23. Fir A = [Cél ;] ergibt sich condeo(A) = max(dy,ds)/ min(dy, ds), also z.B.
2

109 fiir die Wahl dy == 109, dy := 1. Andererseits sind alle Gleichungen in A unabhdingig und
x; = b;/d; jeweils gut konditioniert. Was passiert hier?

e Bei Fehlern nur in b: das Problem liegt in der Verwendung von Normen, es handelt sich
nur um eine Abschitzung, und diese ist fir die einzelnen Komponenten hier sehr schlecht.

e Bei Fehlern auch in A: kleine Schwankungen in den Nebendiagonaleintrigen fihren dazu,
dass das gestirte System voll gekoppelt ist. Der Stérungssatz behandelt die Auswirkungen.
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

5.1 Dreieckssysteme (gestaffelte Gleichungssysteme)

Sei A € K™*™ von oberer Dreiecksgestalt:

ail - x1+ a2 xTo+ -+ aip - Tp = by

age - T2 + -+ 4 a2y - Ty = by
Qpn - Tn = by

Dieses System ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn a;; # 0,5 = 1,..., n, gilt.

Aufgrund der einfachen Struktur lésst sich das System dann durch “Riickwartseinsetzen” 16-
sen.

Losung durch riickwérts einsetzen:

T = bn/ann

Tp—1 = (bnfl — Q(n—1)n - -Tn) /a(n—l)(n—l)

T = (bi - z": ik - 96k> / aii

k=i+1

Die Anzahl der benétigten Rechenoperationen ist:

n—1

Na(n)=> (2i+1)=n’

i=0
(Gilt fiir untere Dreieckssysteme natiirlich analog.)

5.2 GauR-Elimination

Sei nun A € K™*™ regulér, aber mit beliebiger Struktur.

Ziel: Bringe A durch dquivalente Umformungen auf (obere) Dreiecksgestalt, um die Losung
leicht berechnen zu kénnen.

Dazu benutzt man:
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

e Vertauschen zweier Gleichungen

e Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen

(Wir beschrinken uns der Einfachheit halber im folgenden auf den Fall K = R, fiir die komple-
xen Zahlen funktioniert es aber analog.)

Wir schreiben
aip -+ aip | b

[A) b] =
an1 - QAnn bn,

(erweiterte Koeffizientenmatrix)

Das Gaufssche Eliminationsverfahren erzeugt dann eine endliche Folge von Matrizen
[A,b] = [A(O),b(o)} : [A(l),b(l)} o [A(n—1)7b(n—1)] ’

(n—1)

so dass nach n — 1 Schritten A obere Dreiecksgestalt hat.

Erster Schritt: [A®) 5] ~s [AD 5]
Erster Schritt, Teil (a): [A(O),b(o)] ~ [K(O),E(O)}

e Bestimme ein 7 € {1,...,n} mit affi) #0

(0)

e Dieses Pivotelement a,;" existiert, weil A reguldr ist

e Vertausche Zeilen 1 und r, dadurch Eg?) #0

Beispiel:
0 4 -2 -3 1 1 3 0 -2 2
-2/ -6 3 1 2| _,|—-2|-6 3 1 2
3 7T 4 -1 3 3 7T 4 -1 3
1 3 0 -2 2 0 4 -2 -3 1

Erster Schritt, Teil (b): [K(O),E(O)] ~ [A(l),b(l)]

e Berechne fiir i € {2,...,n} den Faktor ¢;; = 55(1))/552)
e Ziche das ¢;1-fache der Zeile 1 von Zeile i ab

e Dadurch werden alle Eintrége der ersten Spalte Null, bis auf den ersten (das Pivotelement)
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5.2 Gauk-Elimination

k-ter Schritt: [A®=D p(=D] s [AR) p(*)]

k-ter Schritt, Teil (a): [A(k_l),b(k’_l)] s [ﬁ(k—l)’g(k—l)}

e Die ersten k — 1 Zeilen und Spalten sind die einer oberen Dreiecksmatrix
e Finde ein neues r € {k,...,n} mit Pivotelement a! k 7é 0

e Tauschen der k-ten und r-ten Zeilen dndert die ersten & — 1 Zeilen und Spalten nicht

Beispiel fur k = 2:

1 3 0o -2 2 1 3 0o -2 2
0 O 3 -3 6 0 -2 4 5 =3
oSS
0 -2 4 5 =3 0 O 3 -3 6
0 4 -2 -3 2 0 4 -2 -3 2

k-ter Schritt, Teil (b): | A®D, 5D s [4®), 0]

(kl (k1)

e Berechne fir i € {k+1,...,n} den Faktor ¢;;, = kk

e Ziehe das g;,-fache der Zeile k von Zeile ¢ ab

e Diese Subtraktion &dndert die k—1 ersten Zeilen und Spalten nicht (fiir die Spalten: wegen

l(;; 1)—Ofurj<k)

Vjed{k,...,n}: agj) = agj) —qlka,(coj)

o =50~ g7

1 3 0 -2 2 1 3 0 -2 2

0 -2 4 5 =3 0 -2 4 5 -3
VNN

0 O 3 -3 6 0 O 3 -3 6

0 4 -2 -3 2 0 O 6 7 —4
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Aufwand der GauR-Elimination

e In jedem Schritt entsteht eine Zeile (und Spalte), die die korrekte Form hat und danach
nicht mehr verandert wird

= das Verfahren bricht nach einer endlichen Zahl Schritte ab

e Da es immer mindestens ein geeignetes Pivotelement gibt, lassen sich die einzelnen Teil-
schritte stets durchfiihren

—> das Verfahren besteht aus einzelnen, berechenbaren Operationen

~» Formaler Algorithmus

Wie aufwéndig ist die Gauf-Elimination?

Lemma 5.1. Der Aufwand zur Transformation von A auf obere Dreiecksgestalt durch Gauf-
Elimination betrdgt

2
NGauﬁ(n) = gng + O(nz)
Da der Aufwand des Riickwdrtseinsetzens vernachlissigbar ist (Na(n) = n?), ist dies auch der
Aufwand fir das Lisen eines linearen Gleichungssystems mit dem Gaufs- Verfahren.

~ Beweis: Tafel

Volistandiger Algorithmus

Algorithmus 5.2 (Gauf-Elimination). In Pseudocode:

Eingabe : A € R™"™ (wird dberschrieben)
b e R" (wird tiberschrieben)
Adusgabe : x € R®

for (k=1; k <mn; k = k+1 )
{
// Schritt (a)
// Finde ein geeignetes Pivotelement
Finde v in {k,...,n}
mit a_rk != 0 (sonst Fehler);
if (r != k)
{ // Tausche Zeilen r und k
for (§ =k; 5 <=mn; 5= j+1 )
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5.2 Gauk-Elimination

{t = a_kj; a_kj = a_rj; a_rj = t;}
t =b_k; bk =b_r; b_r = t;
}

/) (... -=>)

/7 ()

// Schritt (b)
// Subtrahiere Vielfache der Zeile k
for (i = k+1; © <=mn; 1 = i+1 )
{
q_ik = a_ik / a_kk;
for (j =k; 5 <=mn;, 5 =73+1 )
a_tj = a_1j - q_tk * a_kj;
b_7 = b_7 - q_tk * b_k;
}
}
// 4 ist jetzt obere Dreiecksmatric,
// lése daher durch Rickwdrtseinsetzen

Vorsicht: In der Numerik zdhlen wir tiblicherweise ab Fins, aber in C++ ist Null der kleinste
Index!

Beispiel

Beispiel 5.3. Ein weiteres Beispiel, diesmal ohne Vertauschungen:

9 4 6 8| 40 24 6 8| 40
16 33 50 67| 330 | [0 1 2 3| 10
4 15 31 44 | 167 07 19 28| 87
10 29 63 97| 350 0 9 33 57| 150
2 4 6 8 | 40 2 4 6 8| 40
01 2 3/ 10 01 2 3] 10
“loo s 71| 7 loos5 7|17
00 15 30| 60 0009 9

Lésung durch Riickwirtseinsetzen: (4,3,2,1)7
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

5.3 LR-Zerlegung

Transpositionsmatrizen

Ziel: Finde moglichst kompakte Darstellung der Gaufs-Elimination

~ abstrakte Formulierung mit Matrixmultiplikationen

Definition 5.4 (Transpositionsmatrizen). Eine Matriz Py € R™™ 1 <r,s < n,r # s, mit

1 i=jANi#rNi#s

[Prslij =1 (i=rAj=s)V(ii=sAj=r)

0 sonst

heifst Transpositionsmatrix.

Beispiel:

OO O
= o o O
O = O O
O O = O

Hilfssatz 5.5. FEine Transpositionsmatriz P.s hat die folgenden Eigenschaften:
1. A= P.,A ist A mit Zeilen v und s vertauscht
2. A= AP, ist A mit Spalten r und s vertauscht
3. P,y = PL (symmetrisch)

4. Pt=P, = Pt =PI (orthogonal)

Endliche Produkte von Transpositionsmatrizen heiffen Permutationsmatrizen. Diese sind or-
thogonal, aber nicht symmetrisch.

~ Beweis: Tafel
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5.3 LR-Zerlegung

Frobeniusmatrizen

Die Transpositionsmatrizen werden fiir Teil (a) der Eliminationsschritte verwendet, fiir Teil (b)
bendtigen wir eine spezielle Form von Matrix.

Definition 5.6 (Frobeniusmatrizen). Eine Matriz Gy € R™™ heifit Frobeniusmatriz, wenn
G = I+ G, wobei G) € R™™ mit [G],, =0 fir j #kVi<k.

Beispiel:
1000
010 0
G2=1y 3 1 0
0 40 1

Hilfssatz 5.7. Fine Frobeniusmatriz Gy hat die folgenden Figenschaften:

- _ Qi 1 < k
1. Fir A= GpA gilt a;; = " o
aij + gikag; 1>k

(Das ist gerade der Eliminationsschritt, wenn g;x = —qix)
G.G.=0
Gl = (1-Gy)

GGy Ge=I1+YF G und GT'Gyl -Gl =T -0 &)

Gvo Lo e

VEk <1 <s: PGl = GPrs mit Gy == I + PrsG,

(Andm"n der Reihenfolge fihrt zu neuer Frobeniusmatrix ék)

~ Beweis: Tafel

LR-Zerlegung

Fiir das Produkt von Matrizen B;,a < i < b, definieren wir:

b
[IBi=BsBo-1-- Bay1Ba

1=a

(Achtung: von rechts nach links, da Multiplikation nicht kommutativ)

Fiir Transpositionsmatrizen ist dieses Produkt eine Permutationsmatrix, fiir Frobeniusmatrizen
nach dem eben gezeigten eine untere Dreiecksmatrix.
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Satz 5.8 (LR-Zerlegung). Sei A € R™™ regular, dann gibt es eine Zerlegung PA = LR, wobei

1 0 e 0 e Tz - Tin
L = lll 1 h : ) R = O 22 h "on 9
: . .. 0 : ‘. Tl
lnl s ln(n—l) 1 0 e 0 T'nn
n—1
und P = [ Pas..Sa > «, eine Permutationsmatriz ist. Im Fall P = I ist die Zerlegung
a=1

etndeutig.

~ Beweis: Tafel

Aus dem Beweis ergibt sich, dass

1 n—1
k=n—1 a=k+1
n—1 n—1
-5 (T re )t e =
k

=1 \a=k+1

e Die Nichtnullelemente —g;;. in G% nehmen den selben Platz wie die eliminierten Eintrage

~(k=1) .
aik eln

e Kein zuséitzlicher Speicher notwendig, verwende einfach die linke untere Hélfte von A
(wird sowieso iiberschrieben)

e Die Eintrige von G nehmen ebenfalls an spéiteren Zeilenvertauschungen teil (tausche
daher einfach ganze Zeile)

Wozu das Ganze?

Losen eines Gleichungssystems Az = b mittels LR-Zerlegung:

Ax =1
<= PAx = Pb
<~ LRx =Pb, y:=Rx
{Ly = Pb (vorwirts einsetzen)

Rx =y  (riickwérts einsetzen)

Bei bekannter LR-Zerlegung lésst sich das Gleichungssystem also mit zwei sehr einfachen Schrit-
ten 16sen.

Einzelne Schritte:
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5.3 LR-Zerlegung

1. Berechne LR-Zerlegung und Matrix P fiir gegebenes A
berechne v/ = Pb fiir gegebenes b
Lose Dreieckssystem Ly =t/

Ll

Lose Dreieckssystem Rx =y

Die LR-Zerlegung ist dquivalent zur Gauf-Elimination und hat daher den selben Aufwand
Nig(n) = 203+ O(n?).

Wichtiger Unterschied:

Fiir eine neue rechte Seite AZ = b kann die LR-Zerlegung wiederverwendet werden, die Gaufs-
Elimination miisste erneut durchgefiihrt werden!

Algorithmus

Algorithmus 5.9 (LR-Zerlegung). In Pseudocode:

Eingabe : A € R™" (wird dberschrieben)
Adusgabe : L, R € R™™ (ohne Diagonale von L)

p:{l,...,n} = {1,...,n}

for (k=1; k <n; k = k+1 )

{

// Schritt (a)
// Finde ein geeignetes Pivotelement
Finde r in {k,...,n}
mit a_rk != 0 (sonst Fehler);
if (r != k)
{ // Tausche Zetlen r und k
// Tausche jetzt auch alte Spalten!
for ( j =1; 5 <=mn; 7= 5+1)
{t = a_kj; a_kj = a_rj; a_rj = t;}

}

p_k = r; // merke Permutation
/G ==>)

/7 (L))

// Schritt (b)

// Subtrahiere Vielfache der Zeile k
for (4 = k+1; © <=mn; 4 = 1+1 )

{ // Verwende jetzt a_ik statt g_tk
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

a_ik = a_1ik / a_kk;
// Subtrahiere weiterhin ab Spalte k
// (sonst wirden q_ij verdndert!)
for (j =k; § <=mn; 7= 4+1)
a_1j = a_1j - a_ik * a_kj;
}
}

(Wir speichern nicht die kompletten Transpositionsmatrizen, sondern nur den Index, mit dem
jeweils getauscht werden muss. Die Diagonale von L ist konstant Eins und wird daher nicht
gespeichert.)

Beispiel

Beispiel 5.10 (LR-Zerlegung). Betrachte wieder das Beispiel bei der Gauf-Elimination.

Eintrdge von R sind rot markiert, Fintrage von L blau, Permutationsindizes grin.

Tausche erste und vierte Zeile, erste Zeile ist damit fertig.

Notiere, dass die erste Zeile mit der vierten getauscht wurde:

0| 4 -2 -3 1] 3 0 -2
2| -6 3 1 |_|-2]-6 3 1

3 7 4 -1 30 7 4 -1
1] 3 0 -2 0| 4 -2 -3

(0,0,0) ~ (4,0,0)"

Eliminiere die verbleibenden Eintrdge der ersten Spalte, trage stattdessen die Faktoren q;1 ein:

1] 3 0 -2 1] 3 0 -2
2| -6 3 1 |_,|-2l0 3 =3
3 7 4 -1 31 -2 4 5
0| 4 —2 -3 0] 4 -2 -3

(da das Pivotelement FEins ist, bleiben hier die Eintrige einfach erhalten!)

Tausche die zweite Zeile mit der dritten:

1 3 0 -2 1 3 0 -2
-2 0 3 =3 3 -2 4 5
Ay
3 =2 4 5 -2 0 3 -3
0 4 -2 =3 0 4 -2 =3

(4,0,0)7 ~ (4,3,0)"
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5.4 Rundungsfehleranalyse der LR-Zerlegung

(wichtig: dabei werden die Eintrige von L mitgetauscht!)

Eliminiere die verbleibenden Eintrige der zweiten Spalte und merke die Faktoren q;o:

1 3 0 -2 1 3 0 -2

3 -2 4 5 3 =214 5
S

-2 0 3 =3 -2 0 3 =3

0 4 -2 =3 0 —-2|6 7

Beobachtung: jeder Tausch-Schritt ergibt eine Zeile von R, jeder Eliminationsschritt eine Spalte
von L

Im letzten Schritt ist kein Tauschen nétig. Notiere dies durch den Index der aktuellen Zeile.
Eliminiere den letzen Eintrag und speichere dort stattdessen qq3:

1 3 0] -2 1 3 0| =2
3 -2 4 5 3 -2 4 5
-2 0 3| =3[ |-2 0 3] -3
0 -2 6 7 0 -2 2| 13

Priife nach, dass L- R =P - A:

1 0 00] [1 3 0 -2

3 1 00| |0 -2 4 5

—2 0 10/ |0 0 3 -3

0 -2 2 1] |0 0 0 13
000 1] [0O 4 -2 -3
oo 10| |2 -6 3 1
o1 ool |3 7 4 -1
1000 [1 3 0 -2

5.4 Rundungsfehleranalyse der LR-Zerlegung
Absolutwertnotation

Sei A € R™*" dann definieren wir die Matrix der Betridge B = |A| durch
bi]’32|aij|’ 1§’L§m,1§j§n,

und analog |z| fur = € R™ (Vektor der Betrige).

Damit kénnen wir die Abbildung rd auf R™*" bzw. R™ erweitern:

rd(A) = A+ A" mit |A'| <|A|-eps
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

(das sind m - n Ungleichungen), wegen

rd(ai;) = aij(1+ €j) = ai; + €5ai5, |€ijaij| < |aij| - eps

fl-Notation

Sei E eine Formel, dann bezeichne fl( E) eine Berechnung der Formel in Gleitkommaarithmetik.
Die Reihenfolge wird dabei meist offensichtlich sein (von links nach rechts, Klammerung), sonst
muss sie angegeben werden.

Somit ist zum Beispiel:
fi(A+B)=(A+B)+ H mit |H|<eps-(|A+ B|)
wegen

fiaij + bij) = aij  bi; = (ag; + big) (L + €55) = (aij + bij) + €i5(ai; + bij)

Man kann z.B. auch fl(y/z) und fl(sin(x)) schreiben, letzteres setzt Angabe von Algorithmus
voraus.

Riickwartsanalyse

Bisher haben wir die “Vorwértsanalyse” der Rundungsfehler betrieben, z.B. gilt fiir das Skalar-
produkt zTy:
|A(zTy) — 2Ty| < n-eps-|z|"|y| + O(eps?) (absolut)

oder

A(2Ty) — 2T T
[f(z"y) —z y|<n,eps,lw\ |

< + O(eps? relativ
Ty aTy] TP (relativ)

Eine Alternative ist die sog. “Riickwéartsanalyse”. Dort versucht man, das Fliekkommaergebnis
als exaktes Ergebnis eines modifizierten Ausdrucks zu schreiben, z.B.:

ﬂ(a:Ty) =(x+ f)Ty mit |f| <n-eps- |z| + O(eps?)

Erinnerung: Ein Algorithmus ist stabil, wenn der akkumulierte Fehler der Rechnung den auf-
grund der Problemstellung unvermeidbaren Fehler (— Kondition) nicht tibersteigt (oder zu-
mindest in der selben Grofenordnung ist).

Der tatséchlich auftretende Diskretisierungsfehler hat dann die gleiche Gréfsenordnung wie der
kleinste fiir diese Aufgabe theoretisch mégliche Fehler.
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5.4 Rundungsfehleranalyse der LR-Zerlegung

F(X)
k-Ax
X, AX
X ‘~~~~~~ Ly F(XI)
el F(x)-F(x)
T~ ~a FI(XI)

Definition 5.11 (Riickwirtsstabilitit). Ein Algorithmus F' fiir eine Funktion F heifit rick-
wartsstabil, wenn zu jeder Eingabe x eine modifizierte Eingabe T mit F'(x) = F(X) existiert,
fir die |x — x| = O(|x — rd(z)]) = O(|z| - eps) gilt.

Interpretation: Der Algorithmus 16st das gestellte Problem, aber fiir eine leicht gestérte Einga-
be.

Man kann zeigen, dass riickwértsstabile Algorithmen stets stabil sind.

F(X)

k-Ax

F(X)
F'(x)-F(x)
F ()
=F(%)

Beispiel
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Beispiel 5.12. Die Berechnungen F'(xz,y) = © @y und G'(z) = x & 1 sind jeweils stabile
Algorithmen fiir die Addition bzw. das Inkrement. F' ist rickwdrtsstabil:

rdy=(+y) - 1+e)=x-1+e)+y-1+e)=7T+7y

mit T:=x-(1+¢€), |z—z|=|z|-€e<|z| -eps, ¥y analog
Aber G' ist nicht rickwdrtsstabil:

t@l=(z+1) - 1+e)=a-Q1+A+z ) -e)+1=T+1

mit T=x-1+0+z Y€, |z—Z=|z|-|1+a" €
Fiir v < 1 wird der relative Fehler beliebig grofi (vgl. e @1 =1).

Skalarprodukt

Hilfssatz 5.13. Das Skalarprodukt Ty € R, x,y € F*, ist riickwdrtsstabil:
s=ATy) =@+ Ny mit |f|<n-eps-|z|+ O(eps?)

Bemerkung 5.14. Der Faktor n - eps ist der schlechteste Fall und sehr pessimistisch. Run-
dungsfehler von Operationen hdngen von den Argumenten ab und kénnen sich auch wegheben
(Vorzeichenwechsel!). Eine statistische Betrachtung wirde auf einen deutlich geringeren durch-
schnittlichen Fehler fiihren.

~ Beweis: Tafel

Dyadisches Produkt

Beispiel 5.15. Das dyadische Produkt (iupere Produkt) z-yT € R™™ hingegen ist zwar stabil,
aber nicht rickwdrtsstabil. Warum?

Ein dyadisches Produkt hat immer Rang Eins, fl(z - yT) wird jedoch durch die Stérungen i.A.
einen anderen Rang haben (und kann somit nicht das Ergebnis einer exakten Rechnung sein).

Losen von Dreieckssystemen

Satz 5.16 (Losen von Dreieckssystemen). Es seien & und § die numerischen Losungen des
unteren bzw. oberen Dreieckssystems Lx = b und Ry = c. Dann gilt

(L+F)z=10 |F| <n-eps-|L|+ O(eps?)
(R+G)y=c |G| <n-eps- |R| + O(eps?)

Das Lésen von Dreiecksystemen durch Vorwdrts- / Riickwdirtseinsetzen ist also riickwdrtsstabil.

~ Beweis: Ubung
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5.4 Rundungsfehleranalyse der LR-Zerlegung

LR-Zerlegung

Satz 5.17 (Riickwértsanalyse der LR-Zerlegung). Sei A € F"*". Es werde die LR-Zerlegung
von A ohne Zeilentausch berechnet (sofern mdoglich). Dann gilt fir die numerisch berechneten
Matrizen L und R:

L-R=A+H mtuﬂgwwqy@y0m+@y@0+m@&

~~ Beweis: Tafel

Satz 5.18 (Losen mittels LR-Zerlegung). Seien L und R die numerisch berechnete LR-Zerlegung
von A € F"™ qus Satz 5.17. Sei weiter y € F" die numerische Losung von Ly = b, und schliefs-
lich & € F™ die numerische Lisung von Rx = . Dann gilt fiir  die Beziehung

(A+E)2=b

mit
|E| < n-eps- (3|A| +5|L| - | R|) + O(eps?)

~ Beweis: Tafel

Folgerung

Nach Satz 5.18 ist & exakte Losung des modifizierten Systems (A + E)& = b. Mit dem Sto-
rungssatz gilt dann in || - || -Norm

[l - 1Rl

17~ oo < condeo(A) - {3noeps+5n-eps 141
o

+ O(eps2)}

e Der erste Term ist mit dem aus der Konditionsanalyse vergleichbar und daher gutartig.

e Der zweite Term kann problematisch werden, da L Eintrége der Form a;;/a;; enthélt (und
a;; beliebig klein werden kann).

Man kann zeigen, dass R genauso problematisch sein kann.

—> Die Gaufls-Elimination / LR-Zerlegung ist in dieser Form nicht numerisch stabil!
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Beispiel
Beispiel 5.19. Betrachte die Matriz A gegeben durch
e 1 110 1
a=fio o=t 2

mit 0 < € < 1. condoo(A) = (14 €)%, also ist A gut konditioniert, und Riickwirtseinsetzen
bietet sich als stabiler Algorithmus an.

Die (exakte) LR-Zerlegung ist aber in diesem Fall A = LR mit

10 e 1
S B

= Ll ® Ll =€¢"+1>1, |Bllo=[Rl=¢">1

5.5 Pivotisierung

Die Rundungsfehleranalyse in Satz 5.18 fiihrt auf den unvorteilhaften Term |L| - |R|, und wie
wir gesehen haben, kénnen diese beiden Faktoren prinzipiell beliebig groft werden.

Wahlt man im Gaufs-Algorithmus (bzw. bei der LR-Zerlegung) den Index r so, dass
0} > 10l vE<i<n,

dann gilt
;] <1 und damit || L] <n

Diese Wahl des Pivotelements nennt man Spaltenpivotisierung.

Beispiel

Beispiel 5.20. Das Gauf-Verfahren fir das lineare Gleichungssystem
-107° 1] [=] _[1
2 1 T2 o 0
fihrt in exakter Arithmetik auf
—107° 1 REI R
0 142-10°| |z2] [2-10°
mit der Losung (z1,x2)" = (—0.4999975,0.999995)" ~ (—0.5,1)".
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5.5 Pivotisierung

In F(10,4,1) ergibt sich zwar ebenfalls ein Faktor a1 = 2-10% = 0.2 - 105, das dadurch entste-

hende System ist aber
—0.1-1074 1 REA 1
0 0.2-10%] |xo| — [0.2-10%]"

der Eintrag a%) ist also (als einziger!) leicht fehlerbehaftet.
Als Ergebnis erhilt man das véllig inakzeptable (x1,22)" = (0,1)7.

Die berechnete Losung hat also einen relativen Fehler von 50% in der Mazimumsnorm, obwohl
die Matriz sehr gut konditioniert ist.

Riickwartsanalyse:

Tatsdchlich wurde das modifizierte System

—107% 1] [=] _[1
2 0 xI9 - 0 ’
exakt geldst, welches aber eine villig andere Losung hat.

Spaltenpivotisierung (in F(10,4,1)) fihrt in diesem Fall auf das System

2 1 . X1 . 0
01 T o 1|’
mit der vollkommen akzeptablen Antwort (zy,x2)" = (=0.5,1)7.

Beachte aber:

Multiplikation der ersten Zeile des urspriinglichen Systems mit —10° fiihrt auf ein mathematisch
dquivalentes System, das auch bei Spaltenpivotisierung keine Vertauschungen braucht und daher
trotzdem das urspringliche, unbrauchbare, Ergebnis liefert.

Aquilibrierung

Solche Probleme kann man oft durch eine Skalierung (Aquilibrierung) des Gleichungssystems
vermindern:

Az =0 <= D 'Az=D""b mit di = |yl
j=1

— Ar=0b mit |A|| =1
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Y| s es kann durchaus auch conde(A4) > conde(A) sein!)

(Vorsicht: keine Aussage iiber ||A~

Spezialfall der allgemeineren Idee der Vorkonditionierung:

Transformiere die urspriingliche Aufgabenstellung in eine neue Formulierung, die besser kon-
ditioniert ist und sich stabil 16sen ldsst, und transformiere danach die Ergebnisse zuriick (falls
notig)
Beispiel
Beispiel 5.21. Betrachte die folgende vom Parameter ¢ # 0 abhdngige Matriz A.:
e 0] [2 =11 _ [2¢ -c 1 2t 1

A= [0 1} ' [—1 2] - [—1 2]’ Ae _3'[c—1 2

Es gilt condog(A.) = 14 2 - max{|c|,|¢| '}

Optimal ist also die Wahl ¢ = 1 mit condeo (A1) = 3. Fiir ¢ # 1 wird eine der Zeilen mehr betont
als die andere, was im Extremfall zu einem sehr unausgeglichenen Gleichungssystem fiihrt.

Rundungsfehleranalyse bei Pivotisierung

Analog zu Satz 5.18 zeigt man, dass fiir die Lésung & bei Spaltenpivotisierung gilt:
(A+E)yt=0b
mit

|E| <n-eps- (3|A| +5PT - |L| - |R|) + O(eps?)

Nach Konstruktion ist ||E||oo < n, und mit der Definition
— -1 5 (k)
p = [lAll% ‘I}};E{‘aig‘ |

(sog. “Wachstumsfaktor”) zeigt man

1B < 8n°[|Alloop - eps + O(eps?)

~» Beweis: [Golub, Van Loan: Matrix Computations|
Man kann Beispiele mit sehr schlechtem Verhalten fiir p konstruieren:

Betrachte A € R™*"™ mit
1 j=iVji=n
a;; =4 =1 j53<1

0 sonst
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5.5 Pivotisierung

Beispiel:
1 0O 0 0 1
-1 1 0 0 1
A=1|-1 -1 1 0 1
-1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 -1 1

Fiir diesen Extremfall ist p = 2771,

In der Praxis wachsen die Eintrige aber normalerweise nur um bis zu eine Groéfenordnung
(p ~ 10, [Golub, Van Loan|), daher kénnen Gauss-Verfahren und LR-Zerlegung mit Spaltenpi-
votisierung als stabil angesehen werden.

Totale Pivotisierung

Man kann auch r, s € {k,...,n} wéhlen, so dass
ja®| > |af)] VE<ij<n
und erreicht dann durch Zeilen- und Spaltenvertauschung, dass

) = ot

Diese Wahl des Pivotelements nennt man totale Pivotisierung.
Man kann zeigen, dass damit
1/2
|az(;?)’ < kM2(2.312. . gt/ )y % max |ai;],

also deutlich kleineres Wachstum der Eintrége.

In Matrixform ergibt sich (mit P, = Py, und Q, = Pk,)

Schritt 1: GlprlAQsl . Qslx = Glprlb

Schritt 2: G2Pr,G1 Py AQy, Qsy - Qo Quyw = GoPry,G1 Py
n—1 1 n—1 n—1

Schritt n — 1: [T@GP)A T] Qs T @uz = [[(GrPr )b
k=1 k=n—1 k=1 k=1

=R (obere Dreiecksmatrix)

Analog zur Spaltenpivotisierung zeigt man, dass dann

PAQT -Qz = Pb
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

mit der LR-Zerlegung PAQT = LR (beachte Q7 - Q = I).

Setze dazu
n—1 n—1
P::HPTk7 Q::HQSI@’
k=1 k=1
n—1 -1 n—1
L=P- (H(GkPTk)> , R= H(kark)'A'QT
k=1 k=1

R ist obere Dreiecksmatrix nach Konstruktion, und wie zuvor ist L untere Dreiecksmatrix (selbe
Argumentation, da unabhéngig von Q).

Aufserdem kann L wieder unten links in A gespeichert werden (Spaltenvertauschungen éndern
die bisher berechneten Eintrage von L nicht, da s > k).

Lésen bei totaler Pivotisierung

Mit diesen Definitionen haben wir
PAQT -Qz =LR-Qz = Pb
Lose mit den folgenden Schritten nach x auf:

v = Pb (Permutation
Ly=10 (Dreieckssystem

)
)
Rx' = (Dreieckssystem)

r=Q 2 (Permutation)

Im letzten Schritt muss man dabei () nicht explizit invertieren. Stattdessen werden die Vertau-
schungen einfach in umgekehrter Reihenfolge durchgefiihrt.

Anmerkungen

Aufwand der Pivotisierung:
e n2/2 Vergleiche bei Spaltenpivotisierung
e n?/3 Vergleiche bei totaler Pivotisierung

— totale Pivotisierung hat gleiche Komplexitit wie eigentliche Zerlegung, wahrend Spalten-
pivotisierung vernachléssigbar ist

Praktische Erfahrung zeigt trotz hoheren Aufwands keine Vorteile fiir Rundungsfehler bei to-
taler Pivotisierung

Spaltenpivotisierung mit Zeilenskalierung ist in der Prazis effizient und numerisch stabil.
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5.6 Spezielle Systeme

5.6 Spezielle Systeme

Symmetrisch positiv definite Matrizen

Satz 5.22. Fine symmetrisch positiv definite Matriz A € R™ " ist stets ohne Pivotisierung sta-
bil LR-zerlegbar. Fir die Diagonalelemente der im Eliminationsprozess auftauchenden Matrizen
gilt

al®) > Anin(4), k<i<n.

(22 —

Die Symmetrie der Matrix kann man ausnutzen, um die Matrix A mit geringerem Aufwand zu
zerlegen.

~» Beweis: Tafel, Stabilitét: [Golub, Van Loan|

Cholesky-Zerlegung
Mit D = diag(R) gilt
A=LDD'R)=LDU mit U:=D'R,

und wegen der Symmetrie gilt U = LT, also A = LDL”. Da alle Diagonalelemente von D
positiv sind, ist die Matrix D/2 mit

(DY2),, =di/*, (DY?),, =0 fir i # j

i
wohldefiniert, und es gilt

A=LDY?.DYV2LT — LILT mit L:= LDY?

Diese spezielle Form der Zerlegung heifit Cholesky-Zerlegung.

Ein einzelner Schritt der Cholesky-Zerlegung lésst sich iiber das duftere Produkt darstellen:

A- | vT: I54 0 | |1 0 B gLt
v B Bl v I, 0 B—al-vT 0 I,

mit 8 := a!/2. Dieser Prozess kann dann mit B—a~!-vv? rekursiv fortgesetzt werden. Die dabei

auftretenden Matrizen sind verallgemeinerte Frobenius-Matrizen (f als Diagonaleintrag).

Aufgrund der Symmetrie ist dabei der Aufwand halb so groft wie bei der allgemeinen LR-
Zerlegung:

1
NChol(n) = §n3 + O(HQ)
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Diagonaldominante Matrizen

Definition 5.23 (Diagonaldominanz). Fine Matriz A € R"*"™ heifit diagonaldominant, falls

> laijl <lag| i=1,...,n
ji

und strikt diagonaldominant, falls die Summe echt kleiner ist.

(vgl. mit Kriterium der Gerschgorin-Kreise, was folgt dann fir A?)

Satz 5.24. Diagonaldominante reguldre Matrizen erlauben eine LR-Zerlegung ohne Pivotisie-
rung.

~ Beweis: Tafel

Rangbestimmung und Determinante
Fiir eine allgemeine, nicht unbedingt reguldre Matrix A € R™*™ lasst sich die LR-Zerlegung
ebenfalls durchfiihren, sie bricht aber evtl. mangels Pivotelement friihzeitig ab.

e Wenn dies bei totaler Pivotisierung nach k Schritten passiert, dann hat A Rang k.

e Da die Eintrage aufgrund von Fehlern nie exakt Null werden, muss mit einer Toleranz

gearbeitet werden.

Falls A Vollrang haben sollte, kann man wegen
det(A) = det(PTLR) = det(PT) - det(L) - det(R) = £ det(R)
iiber die LR-Zerlegung die Determinante von A berechnen

(das Vorzeichen hangt davon ab, ob P eine gerade oder ungerade Permutation repréisentiert).
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5.6 Spezielle Systeme

Inversenberechnung

Die Inverse einer Matrix A € R™*™ kann wie folgt berechnet werden:
e Berechne LR-Zerlegung (Aufwand 2n3 + O(n?))
e Lose Ax; = e;,i=1,...,n, fir die kanonische Basis e;
(Aufwand 2n - n?: n Gleichungen, jeweils 2 Dreieckssysteme)

e Forme Matrix der Urbilder: A=! = [z1,...,1,] (spaltenweise)

Der Gesamtaufwand einer solchen Matrixinversion ist daher

8
Ny (n) = gng +0(n?)

Die Matrixinversion spielt in der Praxis keine Rolle — stattdessen beschriankt man sich auf
Matrix-Vektor-Produkte mit A~

Tridiagonalsysteme

Definition 5.25 (Tridiagonalmatrix). Eine Matriz A € R™*™ heiyfst Tridiagonalmatriz, falls
aij =0 fir |i—j]>1,1<i<n
Eine Tridiagonalmatriz ist Spezialfall einer Bandmatriz mit

aij; =0 fir j<i—mgoderj>i+m,, 1<i<n

Falls sich die LR-Zerlegung einer Tridiagonal- bzw. Bandmatrix ohne Pivotisierung durchfiihren
lasst, sind L und R ebenfalls tridiagonal bzw. Bandmatrizen der selben Bandbreite (m;, m,.).

~> Rechnung fiir Tridiagonalmatrizen: Tafel
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5.7 Nichtreguldre Systeme

Sei nun A € R™*™ b € R™, mit rang(A) beliebig. Dann hat Ax = b genau eine Losung, gar
keine Losung, oder unendlich viele.

Einige Grundbegriffe aus der linearen Algebra:

Bild: im(A) ={yeR" |Jx e R": y = Az}
Kern: ker(A) = {z € R" | Az = 0}
Rang: rang(A) = dim(im(A)) = rang(AT) = dim(im(AT))

Orthogonales Komplement:
im(A)" = {y e R™ | Vy € im(A): (y,9), = 0}

Es gilt
im(A)* = ker(AT)

und daher

dim(im(A)) + dim(ker(AT)) = m
dim(im(AT)) 4 dim(ker(A)) = n

Damit ldsst sich der Losungsbegriff fiir lineare Gleichungssysteme auf nichtreguldre Systeme
erweitern.

Least Squares

Satz 5.26 (Least Squares). Fir allgemeines A € R™*" b € R™, existiert ein & € R™, so dass
AZ — b|l, = min ||Ax — b]|,.
I1AZ —b]l, = min [|Az —bll,
Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass T Lisung der folgenden “Normalengleichung” ist:
AT Az = ATb, ATA e R

Falls rang(A) = n (und damit zwingend m > n), ist & eindeutig, sonst hat jede weitere Losung
die Form T +y mit y € ker(A).
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5.7 Nichtreguldre Systeme

~ Beweis: Tafel

AT A ist symmetrisch positiv semidefinit, also kénnte man Least Squares prinzipiell iiber die
Cholesky-Zerlegung 16sen (mit symmetrischem Pivoting im nicht-definiten Fall).

Aber dieses Problem ist i.A. sehr schlecht konditioniert:

cond(ATA) ~ cond(4)* fir m=n

Daher verwendet man iiblicherweise spezielle Zerlegungen, die &hnlich zur Cholesky-Zerlegung
ATA=LL" =R"R

zur Verfiigung stellen, aber ohne A7 A explizit aufzustellen.

Householdermatrizen

Definition 5.27 (Householderreflektion). Sei v # 0 € R™ gegeben, dann heifit die Matriz

’UUT

Q’U :I_2’UT'U

Householdermatriz oder Householderrefiektion.

Dabei ist voT das dukere Produkt, also eine Matrix mit Rang 1, und v"v das innere Produkt,
also eine Zahl. Beachte: jedes Vielfache av, o # 0, von v fiihrt auf die gleiche Matrix @,
(Skaleninvarianz).

Hilfssatz 5.28. FEine Householdermatrix Q, hat die folgenden Figenschaften:

e Q, ist orthogonal und symmetrisch, d.h. QI = Q' = Q,

Es gilt fir x € R™:

T

vt T
Qur=z—2Bv, B=-—7€R

vl

Speziell gilt t = av = Qux = —x

o (,0),=0 = Qur==x

Als Operator aufgefasst bewirkt Q,, eine Reflektion an der Ebene mit Normale v
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~ Beweis: Tafel

Sei x # 0 € R", und sei v := x + ||z||,e1, dann gilt

Qur = :F2||$H261

Wenn z die erste Spalte einer Matrix A ist, dann eliminiert also eine Multiplikation von A mit
Q. alle Eintrage a;1,1 > 1.

Das heiftt, dass Householdermatrizen @, genauso wie Frobeniusmatrizen G benutzt werden
konnen, um eine Matrix auf Dreiecksgestalt zu bekommen. Fiir die Rekursion beschréinkt man
das obige Vorgehen auf die entsprechenden Unterrdume.

QR-Zerlegung

Satz 5.29 (QR-Zerlegung). Zu jeder Matrix A € R™*™ mit m > n und rang(A) = n existiert
eine orthogonale Matriz Q € R™*™ und eine obere Dreiecksmatriz R € R™*™ so dass

A=QR.

Diese Zerlegung kann durch n — 1 Multiplikationen mit Householdermatrizen berechnet werden.
Die ersten n Spalten von Q bilden eine orthonormale Basis von im(A).

~ Beweis: Tafel

Anmerkungen

Bemerkung 5.30 (Anmerkungen zur QR-Zerlegung). o Um Ausloschung zu vermeiden,
wird das Vorzeichen in v meist so gewdhlt, dass sich das Vorzeichen des Diagonalein-
trags nicht andert. Falls dieser Eintrag Null ist, kann beliebig eines der beiden Vorzeichen
gewdhlt werden.

o Analog zu P bei der LR-Zerlegung wird Q) nicht explizit aufgestellt, man skaliert die Nor-
malenvektoren v; jeweils so, dass der erste Fintrag Eins ist, und speichert sie dann in der
linken unteren Halfte von A (so wie zuvor die Fintrige von L).

o Fir die Matriz Q' = QT existiert, wie wir gesehen haben, eine einfache und effizi-
ente Darstellung: sie ist das Produkt der gleichen Q, wie Q selbst, nur in umgekehrter
Reihenfolge.

o Die QR-Zerlequng bendtigt den doppelten Aufwand der LR-Zerlegung:

4
NQR = 5713 + C’)(n2)
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5.7 Nichtreguldre Systeme

o Man kann zeigen dass die QR-Zerlegung rickwdrtsstabil ist, man erhdlt fir die numerisch
berechneten Matrizen Q) und R:

Q-R=A+H mit |H|=~eps-|A|
Insbesondere treten hier keine problematischen Terme auf. Das gleiche gilt fiir das Losen
mittels QR-Zerlegung.
Losen nichtregularer Systeme

1. Fall m > n (iiberbestimmt) und rang(A) = n:

Nach Satz 5.29 existiert QR-Zerlegung A = QR.
A=QR = ATA=(QR)TQR=R"Q"QR=R"R
also

ATAz = ATv < RTRz = RTQ"b

Seien R und Q die ersten n Zeilen von R, R = {]g], bzw. Spalten von Q, Q = [@Q*],

dann gilt (Riickwértseinsetzen)

Ri=Q"h «— ATAz=A"b

2. Fall m < n (unterbestimmt) und rang(A4) = m:

Nach Satz 5.29 existiert QR-Zerlegung A7 = QR.
AT = QR = ATA=QR(QR)" = QRRT QT

also
ATAz = ATb «—= QRRTQ'z=QRb < RR'Q'z = Rb

Seien R und @ die ersten m Zeilen von R bzw. Spalten von @, dann gilt (Riickwérts-
einsetzen)

RTQTz =b = ATAz =ATp

Die so bestimmte Losung Z ist jene mit minimaler Norm [|Z||,.
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3.

Fall m = n (quadratisch) und rang(A) = n:

Nach Satz 5.29 existiert QR-Zerlegung A = QR. Da A Vollrang hat, gilt
ATAz = ATh «—= AZ=b < QRz=0b

Die Least-Squares-Losung ist also die normale Losung des Systems, und kann {iber die
QR-Zerlegung berechnet werden.

Uberbestimmte, quadratische und unterbestimmte Systeme mit maximalem Rang haben
also immer eine eindeutig bestimmte Least-Squares-Losung z, fir die ||z||, minimal ist
(in den ersten beiden Féllen, weil es nur eine solche Losung gibt). Diese lasst sich jeweils
mittels der QR-Zerlegung berechnen.

Fall rang(A) < min{m, n} (rangdefizitér):

Eine solche Losung mit minimaler Norm gibt es immer, auch wenn der Rang von A nicht
maximal ist, allerdings hangt sie nicht mehr stetig von der Problemstellung ab.

Kleine Stérungen in A oder b fiihren dann zu beliebig grofen Anderungen in Z (da die ge-
storte Matrix praktisch garantiert regulér ist). So etwas nennt man ein schlecht gestelltes
Problem.

Moore-Penrose-Inverse

Das QR-Verfahren berechnet jeweils die Losung der Gleichung = A*b mit der Moore-Penrose-
Inversen AT von A, gegeben durch

(ATA)flAT falls m > n und rang(A)
At = AT(AAT)f1 falls m < n und rang(A)
At falls m = n und rang(A)

n
m
n

Fiir die verbleibenden Fille (rangdefizitir) ist die Pseudoinverse AT zwar ebenfalls eindeutig,
es gibt aber keine einfache geschlossene Formel, und sie hingt nicht stetig von Anderungen in

A ab.

88



5.7 Nichtreguldre Systeme

Anwendung: Ausgleichsrechnung
Problemstellung der Gaufschen Ausgleichsrechnung;:
Gegeben:

1. n Funktionen uq,...,uy: R > R

2. m > n Datenpunkte (x;,7;) € R, 1 <i<m

Gesucht: n Koeffizienten c1, ..., c,, so dass
n m
y=u(z) = Z ¢j-uj(x) und Z (u(x;) — y;)? minimal
j=1 i=1

“Modell” fiir die Abhéngigkeit der Grofe y vom Parameter x, mit {ui,...,u,} als Ansatz-
raum.

Formuliere im Rahmen der Linearen Algebra:

c=(c1,... ,cn)T, y=(y1,--. ,ym)T, A mit a;; = uj(x;)
Dann gilt
m m n 2
2 2
Y (u(@) =) =Y D ciuil@) —ui | =IllAc—yl3
i=1 i=1 \ j=1

Optimale Losung ist also durch Normalengleichung gegeben:

u(zx) = Z ¢j-uj(z) mit ATAe= ATy
j=1

e Fiir m > n,rang(A) = n gibt es eine optimale Kombination der u;, z.B. eine Ausgleichs-
gerade

y=u(r)=c+c2-x,

die die gegebenen Datenpunkte so gut wie moglich représentiert (aber i.A. nicht durch
die Punkte geht).

e Fiir m = n,rang(A) = n kann das Modell die Datenpunkte exakt darstellen. Im Rahmen
der Polynominterpolation werden wir diesen Fall genauer betrachten.

e Die Rangdefizienz rang(A) < n entspricht hier einer Redundanz im Modell, d.h. die
gleichen Datenpunkte lassen sich auf vollig verschiedene Weisen darstellen.
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5 Eliminationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

e Ein recht kiinstliches, aber leicht interpretierbares Beispiel ist
u(z) =41, wx)=z—1, u(x)=1
mit einer groferen Zahl Datenpunkten (x;,x;), 1 < ¢ < n € N. Die Vektoren (1,0, —l)T

und (0, 1, 1)T sind beides giiltige Losungen, und kleine Fehler in den Daten sorgen dafiir,
dass jeweil einer dieser beiden vollig verschiedenen Vektoren gewahlt wird.

Singuldrwertzerlegung (SVD)

Satz 5.31 (Singuldrwertzerlegung). Sei A € R"™*"  dann gibt es orthogonale Matrizen U €
R™*™ ynd V- € R™™ und eine Diagonalmatriz

D = diag(o1,...,0,) € R™*"
mit o1 > 09 > - > 0p > 0 und
UTAV =D (und daher A=UDVT)

Die Eintrige von D heiffen Singuldrwerte, sie sind bis auf die Reihenfolge eindeutig. Die Spalten
von U und V' heiffen (linke und rechte) Singuldrvektoren.

~ Beweis: Tafel

Anmerkungen

Anmerkungen zur Singuldrwertzerlegung (SVD):

e Die SVD kann als Verallgemeinerung der Diagonalisierung von symmetrisch positiv se-
midefiniten Matrizen betrachtet werden.

e Die SVD zerlegt eine beliebige Matrix A in eine sehr einfache und elegante Kette von drei
Operationen:

Drehung / Spiegelung — Streckung — Drehung / Spiegelung

e Trotz ihrer praktischen Relevanz kann hier auf die Berechnung der SVD aus Zeitgriinden
nicht weiter eingegangen werden.
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5.7 Nichtreguldre Systeme

Vergleich der Verfahren

Alle vorgestellten Verfahren sind zur Losung regulérer Systeme Ax = b geeignet. Welches sollte

man verwenden?

Hier eine Gegeniiberstellung:

Methode Einschrankung  Stabilitdt  Aufwand 7'(n)

LR-Zerlegung A quadratisch mit Pivot. 2/3-n3
Cholesky A s.p.d. stabil 1/3-n3
QR-Zerlegung — sehr stabil 4/3-n3
SVD — sehr stabil 12-n3

LR- und Cholesky-Zerlegung sind am effizientesten, aber die QR-Zerlegung kann sich aus Griin-
den der Stabilitdt anbieten. Die SVD wird bei speziellen Anwendungen verwendet, wo der hohe

Aufwand gerechtfertigt ist.
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6 Interpolation und Approximation

6 Interpolation und Approximation

6.1 Einfiihrung

Ziel: Darstellung und Auswertung von Funktionen im Rechner.

Anwendungen:

e Rekonstruktion eines funktionalen Zusammenhangs aus “gemessenen Funktionswerten”,
Auswertung an Zwischenstellen

e Teuer auszuwertende Funktionen effizienter auswerten
e Darstellung von Fonts (2D), Kérpern (3D) im Rechner
e Losung von Differential- und Integralgleichungen

e Datenkompression

Wir beschrianken uns auf Funktionen in einer Variablen, z.B.
feCa,b

Dies ist ein unendlichdimensionaler Funktionenraum. Im Rechner betrachten wir Funktionen-
klassen, die durch endlich viele Parameter bestimmt sind (nicht unbedingt lineare Unterrdume),
z.B.:

p(z) =ag+ a1z + -+ apz"” (Polynome)
ap +a1w + -+ + apT”

€Tr) =
bo + b1 + -+ + by

(rationale Funktionen)

1 n
t(x) = 540 + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)) (trigonom. Polynome)
k=1
e(z) = Z ay exp(bgx) (Exponentialsumme)
k=1

Approximation

Grundaufgabe der Approximation:

Gegeben eine Menge von Funktionen P (Polynome, rationale Funktionen, ...) und eine Funk-
tion f (z.B. f € Cla,b]), finde g € P, so dass der Fehler f — g in geeigneter Weise minimiert
wird.
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6.2 Polynominterpolation

Beispiele:
b 1/2
</ (f —g)° dx) — min (2-Norm)
algg?%{b |f(x) — g(x)| — min (0o-Norm)
‘g)lax}|f(xi)—g(:zi)\—>min fira<z; <b,i=0,...,n
1€0,...,n

Interpolation

Man spricht von Interpolation, wenn g durch

g(x;) =vyi = f(x;)) i=0,...,n

festgelegt wird.

Dies ist ein Spezialfall der Approximationsaufgabe:

e Der Fehler f — ¢ wird nur in den Stiitzstellen x;,7 = 0, ..., n, betrachtet.

e In diesen endlich vielen Punkten muss die Abweichung nicht nur minimal, sondern Null

sein.

6.2 Polynominterpolation

P, sei die Menge der Polynome iiber R vom Grad kleiner gleich n
n .
P, = {p(x) = Zaix’ | a; € R}
i=0
P, ist ein n + 1-dimensionaler Vektorraum.

Die Monome 1, z, 2, ..., 2" bilden eine Basis von P,.

Zu gegebenen (paarweise verschiedenen) n + 1 Stiitzstellen xg, 21, .
aufgabe dann

Finde p € P,:  p(z;) =y = f(z;), i=0,...

€ Np:

.., Xy ist die Interpolations-

,n
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6 Interpolation und Approximation

Das ist dquivalent zum linearen Gleichungssystem

2
1 o x5 - xp ag 0
1 = m% SRR A ai Y1
1 2 n
Tn Ty Ty Ap Yn
:5V[$()7..-,CC"]

Die Matrix Vzo,. .., Zy]
e heifit Vandermonde-Matrix
e ist genau dann regulédr, wenn alle x; paarweise verschieden sind
e ist schlecht konditioniert: cond (V) = O(2") fiir x; positiv!
e bendtigt Rechenaufwand in O(n?) zum Losen des LGS
Problem:

Aufstellen der Vandermonde-Matrix V[zo, ..., x,] und anschliefendes Losen mit den vorgestell-
ten Verfahren ist wegen der sehr schlechten Kondition nicht zu empfehlen.

Geht das auch besser und einfacher?

Ursache ist die Wahl der Monombasis 1,z,22,...,2", die auf eine sehr ungiinstige Formu-
lierung der Interpolationsaufgabe fiihrt. Im folgenden werden wir uns mogliche Alternativen
anschauen.

Langrange-Interpolation

Definition 6.1 (Lagrange-Polynome). Zu den paarweise verschiedenen Stiitzstellen x;,i =
0,...,n, definiere die sog. Lagrange-Polynome:

LE")(x)::Hj__Zj» i=0,...,n (n+1 Stick)
gAY

Die L™ haben Grad n, es gilt

i
1 i=

L (1) = 6, =
o (@) = Oik {0 ik

und die Lgn) bilden eine Basis von P,.

~ Beweis: Tafel
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6.2 Polynominterpolation

Existenz und Eindeutigkeit

In der Lagrange-Basis sind die gesuchten Koeffizienten a; gerade die Werte in den Stiitzstellen:
a; = ;. Die Interpolationsaufgabe ist so also besonders einfach zu losen.

Satz 6.2 (Eindeutigkeit der Polynominterpolation). Zu gegebenen paarweise verschiedenen
Stiitzstellen xg, . .., z, gibt es genau ein Polynom p vom Grad n mit

plzi))=vy;i 1=0,...,n,y, €R

Die Interpolationsaufgabe ist also eindeutig [6sbar.
~> Beweis: Tafel

Newton-Darstellung

Nachteil der Lagrange-Polynome:

Hinzufiigen einer Stiitzstelle dndert alle bisherigen Basispolynome. Eignet sich daher nicht fiir
die “inkrementelle” Erstellung des Interpolationspolynoms.

Besser ist hier die Newton-Darstellung mit Basispolynomen

N; hat jeweils Grad ¢, es gilt
Vk <i: Ni(zi) =0

und die Ny, ..., N, bilden eine Basis von P,.

Gestaffelte Berechnung

In x( sind alle Newton-Basispolynome bis auf Ny Null, in x; alle bis auf Ny und N7, usw.

Die Interpolationsaufgabe

n k
plar) =Y aiNi(zg) = > aiNi(zp) =ye k=0,...,n
i=0 i=0

fiihrt daher auf die folgende gestaffelte Berechnung:

k—1
ao=1vo0; k=1,...,n:a; = [yk — ZaiNi(mk)] /Ni(zk)
i=0
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6 Interpolation und Approximation

Hintergrund

Die Polynominterpolation in der Sprache der Linearen Algebra:

e Die Monombasis x%,i = 0,...,n, fiihrt auf eine Matrix V[zo,...,7,] (Vandermonde-
Matrix), die dicht besetzt und sehr schlecht konditioniert ist.

e Die Lagrange-Basis Lgn),i =0,...,n, fiihrt stattdessen auf eine Einheitsmatrix, so dass
die Losung trivial ist. Eine Erweiterung der Stiitzstellen &ndert aber alle Basisfunktionen.

e Die Newton-Basis N;,i = 0,...,n, wiederum fiihrt auf eine untere Dreiecksmatrix. Die
gestaffelte Berechnung entspricht daher gerade dem Vorwértseinsetzen. Das Loésen ist
aufwendiger als bei der Lagrange-Basis, weitere Stiitzstellen fithren aber nur zu einer
Erweiterung der unteren Dreiecksmatrix.

Dividierte Differenzen

Satz 6.3 (Dividierte Differenzen). Man definiert rekursiv die sog. “dividierten Differenzen”

Vi=0,...,n: ylz;] =y; (Werte an den Stiitzstellen)

y[$i+1, e 7l‘i+k] - y[wz‘, ceey xi+k71]
Tivk — T4

y[xi) s 7xi+k] =

Dann gilt

~ Beweis: [Rannacher]

Die dividierten Differenzen ordnet man in einem Tableau an:

Yo =ylro]l — ylvo,x1] — ylwo,x1,22] — ylwo, w1, 72, 73]
/" / /
y1=ylr1] — ylr,z2] —  ylr, 2, 23]
/ /
Y2 = ylra] — ylv2, 73]
/!
Y3 = y[z3]
In der ersten Zeile finden sich dann die gesuchten Koeflizienten a;,7 = 0,...,n, der Basispoly-

nome.

Diese Form der Berechnung benétigt die Werte der N;(xy) nicht und ist zudem stabiler.
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6.2 Polynominterpolation

Beispiel

Beispiel 6.4. Gegeben seien die folgenden Paare von Stiitzstellen und Werten:

(xo=0,90=1), (z1=1Luy=4), (r2=2,92=3)
Die Monombasis fiihrt auf das Gleichungssystem
100 1
1 1 1|-Ja| =14
1 2 4 3
mit der Losung [1,5, —2]T, also
plx)=1+5-2—2-2°

Die Lagrange-Basis fiihrt bei diesen Werten auf

pa) =1 LP (@) +4- L (@) + 3 LY ()
r—1 x—2 4 xr—0 x—2 z—0 x—1

pu— 1 . . . 3 . .
0-1 O—2+ 1-0 1—2+ 2—-0 2-1
1 3
:5-(3}—1)-(:E—2)—4-$-(3:—2)+§~a:~(;v—1)
Die einzelnen Basispolynome konnen fiir eine gegebene Menge von Stitzstellen xq, . .., x, einmal

ausmultipliziert werden, danach sind weitere Interpolationsaufgaben leicht zu losen.

Fiir die Newton-Basis ergibt sich das Tableau

yo=a=1 —
S
y1:4 — H:*1
e
y2 =3
und daher

p(x) =1-No(z) +3- Ni(z) —2- Na(x)
=143-2-2-2-(x—1)

Eine weitere Stiitzstelle kann hier leicht hinzugefiigt werden.
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6 Interpolation und Approximation

Auswertung von Polynomen
Um ein Polynom der Form

n
p(z) = Zaixi =as+a1x+ -+ ax"
=0
an einer Stelle z auszuwerten, verwendet man aus Effizienz- und Stabilitdtsgriinden das sog.
Horner-Schema:

bp=an; k=n—1,...,0: by =ar+x bpr1; p(z) =Dy

Fiir ein Polynom in Newton-Darstellung
n
p(x) = ZaiNi(x) =ag+ a1 Ni(z) + - + anNy(2)
i=0

ergibt sich analog die Rekursion

bp=an; k=n-—1,...,0: by =ar+ (xr — k) - bpr1; p(x) =bo

Interpolationsfehler

Sei y; = f(x;),i =0,...,n, die Auswertung einer Funktion f an n+ 1 paarweise verschiedenen
Stiitzstellen, und p(x) das Polynom vom Grad n, das die zugehorige Interpolationsaufgabe
16st.

Die Differenz
e(z) = f(z) — p(z)

erfiillt nach Konstruktion die Bedingung

e(r;) =0 fir i=0,...,n

Frage: Wie groff kann die Differenz an anderen Stellen werden?

Satz 6.5 (Interpolationsfehler). Sei f(z) n + 1-mal stetig differenzierbar auf [a,b] und
a<zyg<a1 < - <xyp <D

Dann gibt es zu jedem x € [a,b] ein & € (xo,...,2n,x) (kleinstes Intervall, das alle diese
Punkte enthdlt), so dass

~ Beweis: Tafel
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6.2 Polynominterpolation

Anmerkungen

Fiir den Spezialfall 4quidistanter Stiitzstellen, d.h.
Tpr1—xp=h fir k=0,...,n—1,

gilt damit
f(@) = p(a)| < [F" V(&) - p T
Fiir | f("+1)| beschrénkt und n — oo gilt also | f(z) — p(z)| — 0.

Allerdings sind die hoéheren Ableitungen auch einfacher Funktionen fiir n — oo oft nicht be-
schrankt, sondern wachsen sehr schnell.

Runges Gegenbeispiel

Polynominterpolation von Runges Funktion f(x) = (1 + 25:1;2)71 mit dquidistanten Stiitzstellen
(3,5,9,  bzw. 33 Wertepaare).

Die Minima / Maxima der letzten beiden Polynome sind —14.35/1.40 bzw. —5059/2.05 (!).

Anmerkungen

Bemerkung 6.6. Laut Approzimationssatz von Weierstrafs lisst sich jede Funktion aus C°([a, b))
gleichmdfig durch Polynome approximieren.

Die beobachteten Phdnomene sind kein Widerspruch, denn:

e Die Approximation muss nicht durch Interpolation erfolgen (der Beweis nutzt Bernstein-
Polynome).
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6 Interpolation und Approximation

o Mit nicht-dquidistanten Stitzstellen erhalt man bereits deutlich bessere Ergebnisse (wenn
man weifl, wie sie zu wdhlen sind. .. ).

Bemerkung 6.7. Allgemein gilt fir “Methoden hoher (Polynom-) Ordnung”, dass entsprechen-
de Differnzierbarkeit vorliegen muss.

Konditionierung

Wenn p(z;y) das Interpolationspolynom zu den Ordinatenwerten (yo, ..., yn)T und festen Ab-
szissenwerten (o, . . . ,.Z‘n>T ist, gilt

Py + Ay) = plaiy) = Yy + Ay) LV (@) = Dyl (@)
i=0 —

Somit ist
p(z;y + Ay) — p(x;y) L (2)y; Ay

p(z;y) = plwy) v

(n)

Fiir grofse n kann Lin
niert!

sehr groft werden, die Interpolationsaufgabe ist dann schlecht konditio-

6.3 Anwendungen der Polynominterpolation
Numerische Differentiation

Problem:

Berechne die Ableitung (der Ordnung k) einer tabellarisch gegebenen Funktion oder einer im
Rechner gegebenen Funktion (im Sinne der Informatik).

Idee:

Erstelle Interpolationspolynom zu bestimmten Stiitzstellen, leite dieses ab und werte aus.

Dabei sei zunéchst Ableitungsordnung = Polynomgrad.

Die Lagrange-Polynome sind

r — T — _
(@) =] =1l @i— )™ e + 12+t ag,

A A E

=\ ER
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6.3 Anwendungen der Polynominterpolation

also liefert n-faches Differenzieren:

d* )

dxn

(x) =nl- N

Somit gilt fiir die n-te Ableitung eines Interpolationspolynoms vom Grad n:

dr n N n
dx™ (Z yiLz( )<37)> =n!- Zyi)\i (unabh. von z)
1=0

=0
Eine Aussage liber den entstehenden Fehler liefert:

Satz 6.8. Sei f € C"([a,b]) und a =x9 < x1 < -+ <2y, =b. Dann gibt es £ € (a,b), so dass

Die iiber das Interpolationspolynom berechnete Ableitung stimmt also in mindestens einem
Punkt mit der von f iiberein.

~ Beweis: Tafel

Fiir aquidistante Stiitzstellen, x; = g + ih, 0 < ¢ < n, erhélt man speziell

n

FM(z) ~h™ (—1)”—i<’z>yi, 2.B. f(l)(:r)zyl;hyo,

FO(z) n T2 (3 gy o Y3700 }; 3Y1 — Yo

Mittels Taylorentwicklung zeigt man

f(.%’ + h)2_hf(m — h) + O(hQ) fiir f e 03’

fle+h)=2f(x) + f(x—h)
h2

() =
f@) =

+ O(h?) fir feC*
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6 Interpolation und Approximation

Extrapolation zum Limes

Eine Grofe a(h) sei im Rechner fiir A > 0 berechenbar, nicht jedoch fiir h = 0. Man méochte

a(0) = lim a(h)

h—0
mit guter Genauigkeit berechnen.
Beispiel 6.9. Mdgliche Anwendungen:
1. Regel von de I’Hospital:
-1
a(0) = lim M(: 0)

h—0  sin(z)
2. Numerische Differentiation:

Fe) — g L) =)

h—0 h

(fiir kleine h tritt Ausléschung auf)

3. Numerische Integration:

/abf(a:):}llig%)izj;h-f<a+<i—;> (b—a)~h>

4. Numerische Lisung des Anfangswertproblems

y'(t) = ftyt) auf [0,T) y(0)=yo

Setze
h=N"Y y=yo1+h flt,yo1); y(T)~yy

Hier ist h — 0 gleichbedeutend mit N — oo und entsprechend ansteigendem Aufwand.

Grundlegende ldee

Idee der Extrapolation:

Zu hg > hy > -+- > hy > 0 bestimme Interpolationspolynom

und berechne
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6.3 Anwendungen der Polynominterpolation

Beispiel

Beispiel 6.10. Fir a(h) = (cos(h) — 1) - (sin(h))™ erhdlt man fiir

ho=1/8: a(hy) = —6.258151 - 1072
hi=1/16: a(h)) = —3.126018 - 102
hy =1/32:  a(hg) = —1.562627 - 10>

(halbieren von h halbiert also a(h)), und bei Extrapolation mit einem Polynom ps vom Grad 2:
a(0) ~ pa(0) = —1.02-107°

also sehr viel besser als die urspriinglich berechneten Ndiherungen oder eine mdgliche direkte
Auswertung fir h < 1 (Ausléschung)!

Warum ist das so gut?

Sei h; = h -1t mitr < 1 (geometrische Verteilung), z.B. r = 1/2, und sei p das Interpolations-
polynom von a zu den Stiitzstellen h;. Dann gilt fiir den Fehler der Extrapolation

a1 (©))] nt1

mit der Vandermonde-Matrix V und & € (0, h), sofern a hinreichend differenzierbar ist.

~> Beweis: Tafel

Extrapolation bei Ableitungen

Entscheidend ist die Taylor-Entwicklung von a in Null (Mclaurin-Entwicklung). Fiir den be-
kannten Differenzenquotienten der zweiten Ableitung erhélt man

_ flet+h) = 2f(x) + flz = h)

a(h) = 2
1" h? (4) h*" (2n+2)
—f(x)+2‘4!f (@"‘"""mf (x)
b () 4 )
2. (2n +4)! * -

_ pz(hQ) + O(hQ(TH—l))

Man kann also (falls f hinreichend differenzierbar ist) mit jeder Auswertung sogar zwei h-
Potenzen gewinnen!

103



6 Interpolation und Approximation

6.4 Bernstein-Polynome und Kurvendarstellung
Bernstein-Polynome

Wir gehen nun von der Interpolation zur Approximation tber.

Speziell fiir Kurven, d.h. Funktionen u(t): [a,b] — R? haben sich die Bernstein-Polynome
bewéhrt.

Definition 6.11 (Bernstein-Polynome). Die Polynome

B (1) = <77>(1 )" i=0,...,n

i
heifsen Bernstein-Polynome auf dem Interval [0, 1].
Mittels der affin-linearen Transformation

6 [ b > 0,1), plt) = —

definiert man zusdtzlich Bernstein-Polynome auf einem allgemeinen Intervall [a,b):

B () = B (6(1)) = ( ) b )b — )" — a)

Eigenschaften
Satz 6.12 (Eigenschaften der Bernstein-Polynome). Die Bernstein-Polynome haben die fol-
genden Eigenschaften:

1. Zerlegung der Eins:

n

S M =1

=0

2. t =0 ist i-fache Nullstelle von 51-(71)

3. t =1 1ist (n —1i)-fache Nullstelle von ﬂl(n)

4. Symmetrie:

B (1) = (1 —t)

5. Positwvitat:
0<B™M(t) <1 firte[0,1], 0<p™() firte(0,1)

6. ﬁi(n), n # 0, hat in [0,1] genau ein Mazimum in i/n.
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6.4 Bernstein-Polynome und Kurvendarstellung

7. Die ﬂi(n) sind lin. unabh. und bilden eine Basis von P,.

8. Die Bernstein-Polynome erlauben eine rekursive Darstellung:

1-1)8" V) i=0
B = S8 V(1) + (1 -7 () 0<i<n
16,31 i=n

9. Fiir die erste Ableitung gilt die Rekursionsformel:

] —nB" V(1) i=0
2B =l V) - p" V@) 0<i<n
nﬂ,(:__ll)(t) i=n

Achtung: mit dem Superskript sind hier jeweils die Grade der Polynome gemeint, nicht
héhere Ableitungen!

Zusammenfassend bilden die Bernstein-Polynome eine “Konvexkombination” (positive Zerle-
gung der Eins) mit zusétzlicher Symmetrieeigenschaft und rekursiver Darstellung.

~~ Beweis: Tafel

Graphische Darstellung

Bernstein-Polynome vom Grad 5:

0.6 .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

105



6 Interpolation und Approximation

Approximation mit Bernstein-Polynomen

Approximation des Datenvektors y = (0, 8,6, 2,0, 8)T mit Bernstein-Polynomen:

OFRL NWPMKMOUUGIO N O®
I
|

] ] ] A4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Die Daten werden nirgends im Intervall interpoliert, stattdessen hat jeder Datenpunkt einen
“Bereich des Einflusses”.

Bézier-Kurven
Kurvendarstellung mittels Bernstein-Polynomen:

Definition 6.13 (Bézier-Kurven). Fiir gegebene Punkte by, . . ., b, € R? heifit das vektorwertige
Polynom

B =3 050
1=0

Bézier-Kurve. Bézier war Ingenieur bei Renault, und die nach ihm benannten Kurven sind die
Grundlage von Vektorgraphiken.

Beispiel

Beispiel 6.14. Betrachte die Punkte by = (0,0)", by = (1/3,=1)%, by = (2/3,-1)" und
bs = (1,1)7, die zugehérige Bézier-Kurve ist:

3
50 = 0870 = (1, iz )
; 3 + 3t2 — 3t
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6.4 Bernstein-Polynome und Kurvendarstellung

(1,1)

(0,0)

(1/3,-1) (2/3,-1)

Eigenschaften

Es gelten folgende Eigenschaften:
1. Die Bézier-Kurve B(t) liegt in der konvexen Hiille der Bézier-Punkte b, ..., by.
2. Es ist B(0) = bp und B(1) = by,
3. Die Ableitung (Tangente der Kurve) hat an den Endpunkten die Richtung (b — bg) bzw.
(b, — bp—1)-

Dadurch sind also glatte, lokalisierte Kurven mit klar definierten Enden gegeben.

Bernstein-Polynome erlauben eine gute Kontrolle iiber die Werte eines Polynoms durch dessen

Koeffizienten.

Vergleich mit anderen Polynombasen:
e Monom- und Newton-Basis: keine einfache Kontrolle der Werte

e Langrange-Basis: exakte Kontrolle an den Stiitzstellen, dazwischen aber (sehr) grofse Ab-
weichungen
e Bernstein-Basis: min{b;} <> 7", blﬂi(n) < max{b; }

Das ist eine direkte Folge der Konvexkombination.
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6 Interpolation und Approximation

Algorithmus von de Casteljau

Fiir gegebene Bézier-Punkte b[()o), ceey b,(lo) ergibt sich mittels der Rekursionsformel aus Satz 6.12:
n n—1 )
Bt =Y 678" (0 =3 b7 (1 -0 + 52 015" (0)
i=0 i=0 N

Rekursiv setzt man daher die (von ¢ abhéngigen) “Koeffizienten”
b = pF D~y 40 0<k<n, 0<i<n—k,

um B(t) = b(()n) zu berechnen.

Dieser Algorithmus ist nach de Casteljau, Physiker und Mathematiker bei Citroén, benannt.
Die Struktur der Auswertung ist mit den dividierten Differenzen vergleichbar:

bo=0" — o’ = P = ¥ =B@)
/ / /

b =0 — ) o P
e e

by = by — bV
/!

by = b

Bei fester Wahl von t ist damit auch ein Verfahren gegeben, um eine Bézier-Kurve in zwei
Teilkurven zu zerlegen. Die neuen Bézier-Punkte sind

DY P A A SN AC)

(die ersten bzw. letzten Punkte der Rekursionsebenen).

Offensichtlich liegen die Start- / Endpunkte b(()o) , b(()n) und bﬁ?’ auf der Kurve. Dass die Kurven

()

sich auch tatsachlich iiberlagern, ist eine Folge der Berechnung der b;”" und der rekursiven

Darstellung der Bernstein-Polynome.

Beispiel
Am besten lasst sich das an der graphischen Darstellung erkennen:
Beispiel 6.15. Zerlegung der Kurve aus Beispiel 6.1/ an der Stelle t = 1/3, bzw. Auswertung

an dieser Stelle: rekursives Dritteln der Verbindungslinien, resultierende neue Punkte in rot
und blau.
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6.5 Splines

6.5 Splines

Wir kehren jetzt wieder zur Interpolation zuriick.

Bis jetzt galt:
e Anzahl Stiitzstellen = Polynomgrad +1

e Viele Stiitzstellen = hoher Polynomgrad = evtl. starke Abweichung zwischen den
Stiitzstellen

Idee: Benutze stiickweise Polynome niedrigen Grades.

Definition 6.16 (Spline-Raum). Sei X = (xg,z1,...,2,) mit a = xo < 21 < -+ < xp = b
eine Zerlegung des Intervalls [a,b] und sei m € N. Die Menge

S™(X) = {s € C™ ([a,b]): 8|izs,2001] € Pms 0 <7 <n}

heifst Spline- Raum vom Grad m dber der Zerlegung X .

Beispiel

Beispiel 6.17. s € S1(X) bedeutet:
e s ist auf jedem Teilintervall [x;, xi+1] ein Polynom vom Grad 1

e SH(X) C C%a,b)), also ist s stetig
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6 Interpolation und Approximation

Dieser Vektorraum ist relevant beim Losen partieller Differentialgleichungen, und wird dort als
Finite-Elemente-Raum P; bezeichnet.

Kubische Splines
In der Praxis ist S3(X) sehr beliebt. S3(X) heikt Raum der kubischen Splines.
Geschichte: “Straklatte” zur Konstruktion glatter Kurven im Schiffs- und Flugzeugbau.

Fin diinnes Balsaholz biegt sich unter Energieminimierung

b ‘ 1"(4)|2 b
y" (1) / 110472 .
———=dt= Yy (t)|” dt — min
/a 1+ |y'(2)] a Iy )

Quelle: Pearson Scott Foresman, gemeinfrei
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6.5 Splines

Eine Funktion s € S3(X) besteht stiickweise aus n Polynomen:

s(z) = pi(r) welrii,x), i€{l,...,n}
- pn(xn) = =x, (Intervalabschluss)

Fiir die Polynome p; gelten folgende Bedingungen:

e Interpolationsbedingung (Stetigkeit) in allen Punkten:

pi(Zi—1) = Yi—1

2n Bedingungen: i=1,...,n:
pi(wi) = yi

e Stetigkeit von erster und zweiter Ableitung an inneren Punkten:

Pi(wi) = piyq(24)

2(n — 1) Bedingungen: i=1,...,n—1:
pi (i) = iy (i)

—> zusammen 4n — 2 Bedingungen

Man hat 4n Freiheitsgrade, pro Polynom p; vier (da Grad 3).

Die fehlenden 2 Bedingungen erhélt man als Randbedingungen an den Stellen xy und z,,. Dabei

gibt es verschiedene Varianten:

1. “Natiirliche” Randbedingungen, “Kriimmung Null™

p1(zo) = ph(zn) =0

2. Hermite-Randbedingungen:

pi(@o) = f'(w0), Pp(wn) = f'(zn)
(f ist die zu interpolierende Funktion)

3. Periodische Randbedingungen:

p1(z0) = ph(zn), P (20) = pjy(zn)

Wir behandeln im folgenden nur die natiirlichen Randbedingungen.
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6 Interpolation und Approximation

Kubische Splines

Kubische Splines mit natiirlichen Randbedingungen lassen sich iiber eine Minimierungseigen-
schaft charakterisieren:

Zu gegebenen Funktionswerten f(x;) = y; ist der natiirliche kubische Spline unter den die
Werte interpolierenden Funktionen aus C?([a, b]) jene, die das Funktional

b 2
/ (@) de

minimiert, und somit durch eine besonders geringe Oszillation ausgezeichnet ist.

~~> Beweis: [Rannacher]

Berechnung kubischer Splines

Wir schreiben die Teilpolynome eines kubischen Splines in der Form
pi(z) = agi) + agi)(x — ;) + agi)(x — )%+ agi)(a: —z)% i=1,....n

und nehmen natiirliche Randbedingungen an, also

/!

Pi(z0) = pr(zn) =0
Dadurch ist der Spline wie eben gezeigt eindeutig festgelegt, aber:
(D)o

Wie bestimmt man die lokalen Koeffizienten a j

Satz 6.18 (Berechnung kubischer Splines). Definiere die lokale Maschenweite h; == x; — x;—1

und ago) = agn) = 0. Die Koeffizienten ag) der gewdhlten Darstellung des kubischen Splines
sind dann die Lisung des linearen Gleichungssystems

hiag*l) 2Ry + hi+1)ag) i hHlagiH) _3 (yi+1 — Y% Y- yil)
hit1 hi

der Dimension n — 1. Die restlichen Koeffizienten ergeben sich zu:

(3) (4) Yi — Yi—1 hz (3) (i—1) () ag) - agifl)
ay’ =Y, g :T+§(2a2 +ay ), ay =22

~ Beweis: Tafel
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6.5 Splines

Losung des Tridiagonalsystems

Zur Losung des entstehenden Tridiagonalsystems:
e Die Gaufelimination / LR-Zerlegung hat in diesem Fall Aufwand O(n) (Bandstruktur)

e Das Gleichungssystem ist symmetrisch und strikt diagonaldominant:

> aij| < il

J#
Die Koeffizienten kénnen also effizient und stabil ohne Pivotisierung berechnet werden.

Beispiel

Beispiel 6.19. Approximationseigenschaften der verschiedenen Ansdtze:

10

Daten -+
Polynom Grad 6
Linear -
8| Kubischer Spline
6 I
e
> 4
2 I
*,
° Y
S
_2 1 1 1 1 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fehlerabschitzung

Satz 6.20 (Fehlerabschiitzung fiir kubische Splines). Sei f € C*([a,b]). Erfiillt der kubische
Spline s zu f
s"(a) = f"(a) und $"(b) = f"(0)

(Hermitesche Randbedingungen), so gilt

L4 (4)
_ < Z
aglggb\f(fr) s(z)| < 2h argggblf (z)]

Selbst unter noch wesentlich schwécheren Voraussetzungen konvergiert die Spline-Interpolation
gleichméfig gegen f.

~~ Beweis: siche [Rannacher]
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6 Interpolation und Approximation

Beispiel

Beispiel 6.21. Interpolation der Funktion exp(—z?) auf dem Intervall [—10,10] mit n dquidi-
stanten Stiitzstellen, maximaler Punktfehler:

n St S3

6.0-1071 7.4.107t
8 3.0-107! 39.10°!
16 1.1-1071 2.8-1072
32 6.9-1072 7.1-1073
64 2.2-107% 3.3-10°*%
128 6.0-1072 1.9-107°
256 1.5-1073 1.2-10°6
512 3.8-107* 7.3-1078

8.0-1071
1.0 - 109
2.3-10°
5.9 - 10°

O 0o |3

Interpolation mit Splines konvergiert mit Ordnung h? fiir S* bzw. h* fir S3.

6.6 Trigonometrische Interpolation

Aufgabe:

Interpolation “periodischer” Funktionen, d.h. es gebe ein w € R, w > 0, so dass
flz4+w)=f(z) VeeR
Es bietet sich die Interpolation mit “trigonometrischen Summen”
aw
=3 + ; ag cos(2mkw ™ x) + by sin(2rkw )]

an, denn jeder der Summanden hat Periode w.

Es gibt 2m + 1 Parameter, also setze n = 2m (konsistent mit Definition von n bei Polynomin-
terpolation).
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6.6 'Trigonometrische Interpolation

Der Einfachheit halber betrachten wir nur w = 27, also:

ap
=3 + kzl ay, cos(kx) + by sin(kx)]

Die Interpolation fiihren wir dann mit den dquidistanten Stiitzstellen

21y _0
T = =0,...,n
T n+1 1

durch. (Fiir den allgemeinen Fall transformiere man das Argument und die Stiitzstellen).

Es stellt sich heraus, dass die Interpolationsaufgabe

tn(xj) :f(:(}j) :yj j:O,...,n

zunachst im Korper C einfacher zu 16sen ist, d.h. betrachte das komplexe trigonometrische

Polynom
n

tr(x) = Z cpeth®
k=0
mit ¢ = (—1)1/ 2 der imaginiren Einheit und ¢; € C komplexen Koeffizienten. Fiir ¢ € R gilt
die Eulersche Identitéat: ‘
e'? = cos(¢) +isin(¢)

Komplexe Einheitswurzeln

Hilfssatz 6.22 (Komplexe Einheitswurzeln). Die (n + 1)-ten komplexen Einheitswurzeln

iz 27rk
wy, = ek = e'ntl

haben fiir alle j, k € Z die folgenden Eigenschaften:

n+1 k

1. wy, und wy,” = w;

_ Jo_ .k
=1, w, = w; j

J

j _  gjmod(n+l) 4 _ jmod(n+1)
2. Wy, = Wy, — “kmod(n+1) — Wi, mod(n+1)

3. Es gilt

0 sonst

S n+1 kmod(n+1)=0
> wi =

~ Beweis: Tafel

Die komplexen Einheitswurzeln fiir n = 7 (also n + 1 = 8):
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6 Interpolation und Approximation

Re

Komplexe Multiplikation ist eine Drehstreckung, und fiir Werte auf dem Einheitskreis entfallt
die Streckung (der Faktor ist Eins).

Es handelt sich also um eine Drehung, und die Einheitswurzeln drehen jeweils um ein rationales
Vielfaches von 360 Grad.
Komplexe Trigonometrische Interpolation

Satz 6.23 (Komplexe Trigonometrische Interpolation). Zu gegebenen Zahlen yo,...,y, € C
gibt es genau eine Funktion der Gestalt

n
— E :Ckezkz
k=0

die den n + 1 Interpolationsbedingungen t},(x;) = y; fir x; = % entspricht. Die komplexen
Koeffizienten sind bestimmt durch
ck=(Mn+1)" Zyj T = (n 1) Zijk =0,...,n

~ Beweis: Tafel

Aufwand und reeller Fall

Mit der Formel aus Satz 6.23 ergibt sich ein Aufwand von O(n?) fiir die Berechnung der
Koeffizienten c.

Damit wurde auch die reelle Interpolationsaufgabe gelost, da man in Satz 6.23 y; € R annehmen
kann: aufgrund der Eulerschen Identitat

€' = cos(¢) + isin(e)

ist dann auch eine passende reelle Funktion gegeben.

Wie berechnet man nun die reellen Koeffizienten a; und b?
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6.6 'Trigonometrische Interpolation

Diskrete Fourier-Analyse

Satz 6.24 (Diskrete Fourier-Analyse). Firn € Ny gibt es zu gegebenen reellen Zahlen yo, . . ., yn
genau ein trigonometrisches Polynom der Form

ao

5 T Z[ak cos(kx) + by sin(kx)] + gamH cos((m + 1)x)

k=1

tn(x)

das die Interpolationsaufgabe lost, wobei (m = n/2,0 = 0) firn gerade, und (m = (n—1)/2,0 =
1) fir n ungerade. Es gilt

n n
ar =2(n+1)"" Zyj cos(jxi), bp=2(n+1)"" Zyj sin(jxy)
§=0 j=0

~» Beweisskizze: Tafel, genauer: [Rannacher]

Diskrete Fouriertransformation (DFT)

Die schnelle Fouriertransformation (FFT):

Einer der beriihmtesten Algorithmen der angewandten Mathematik und Informatik! Entwickelt
1965 von James Cooley und John Tukey.

Ergebnis der bisherigen Uberlegungen sind zwei Transformationen:
N-1 .
o
cp=N"1 Z yje '~ (Hintransformation)
7=0

N-1
275k
yj = Z ckelQT] (Riicktransformation)
k=0
mit N = n + 1. Diese beiden Gleichungen bezeichnet man als diskrete Fouriertransformation
(DFT).

Setze
. T . T
C= (CO""chfl) y Y= (y07"'ayN71) s
dann ist die diskrete Fouriertransformation dquivalent zu den Gleichungssystemen

c=N"1Wy, y=Uc mit

275k -
e = w,?  und U)jr = wh

(W)k J

7j -

Es gilt hier also W' = N~'U, so dass man eine explizite Formel fiir die Inverse hat. Da
beide Matrizen dicht besetzt sind, ist der Aufwand fiir Hin- und Riicktransformation jeweils
O(N?).

Grundidee:
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6 Interpolation und Approximation

/ frequency

time

Quelle: Phonical, wikipedia.org, cc-by-sa

Die DFT zerlegt ein (periodisch fortgesetztes) diskretes Signal in sein Frequenzspektrum.

Schnelle Fouriertransformation (FFT)

Falls N gerade ist, kann man die DFT der Lange N durch zwei DFT der Liange N/2 berechnen

(Teile-und-herrsche-Verfahren, divide and conquer).

Setze ¢ = Ney, (d.h. ignoriere Vorfaktor), dann gilt

o [#@ iRy 0<k<N/2
Ck = - 2wk _
cifN/Z—i-e ZNc}é_]\,/? N/2<k<N

mit den geraden und ungeraden Anteilen

N/2—1 , N/2—1 ,
=9 ~ily  su ~i%ly
G = E yaje NE, G = E Y2jr1e N

j=0 7=0

Wenn N eine Zweierpotenz ist, N = 2¢, lisst sich die DFT somit rekursiv auf den Fall der

Léange 2 zurtickfiihren. Dieser Fall lasst sich sehr einfach direkt 16sen.

Im Gegensatz zum direkten Ansatz mittels Matrixmultiplikation ergibt sich damit der Auf-

wand

TFFT(N) =2- TFFT(N/2) =+ Tmerge(N) = O(N . log(N)),

also deutlich schneller fiir grofse N. Dies ist ein Spezialfall des Master-Theorems fiir rekursiv

definierte Funktionen.
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6.6 'Trigonometrische Interpolation

Beispiel

Beispiel der rekursiven Zerlegung fiir N = 8:

x[0]Jo——

2]o— .
X2l N/2- point
x[4]o——| DFT
x[6]o—»—
X[1]0_>_
x>~ N/2- point
x[5]o—»— DFT
xX[7]o——

Quelle: Virens, wikipedia.org, cc-by-sa

Berechnung der DCT fiir N/2 = 4 fiir die geraden bzw. ungeraden Indizes, danach Rekonstruk-
tion der Ausgabe durch Zusammenfiihren von je zwei Zwischenergebnissen.

Anwendungen

Wichtige Anwendungen der FFT sind:
e Spektralanalyse (Zerlegung eines Signals in Frequenzen)
e Datenkompression (Vernachliassigung hochfrequenter Anteile)

e Losen partieller Differentialgleichungen (Spektralmethoden)

Benutzt wird dies unter anderem fiir:
e Telekommunikation (z.B. WLAN, LTE-Mobilfunk)
e Multimedia (Datenformate wie JPEG, MPEG, MP3)
e Medizin (Kernspin- und Computertomographie)

e Forschung (z.B. digitale Oszilloskope)
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6 Interpolation und Approximation

6.7 GaulR-Approximation von Funktionen
Prahilbertraume

Wir betrachten nun die Approximation von Funktionen in Préhilbertrdumen:

Definition 6.25 (Préahilbertraum). Ein Vektorraum von Funktionen dber R oder C mit Ska-
larprodukt (-,-) heifit Prihilbertraum. Das Skalarprodukt induziert eine zugehorige Norm || f|| =

(f, )2

Im folgenden sei H ein Prahilbertraum und S C H ein endlichdimensionaler Teilraum von
H.

Beispiele

Beispiel 6.26. Beispiele fiir Prihilbertrdume:

e Raum der stetigen Funktionen C°([a,b]) mit Skalarprodukt

b
mmz/f@mmm

b G696ben V= {wh s )1/)]\/}71/11' € CO([CL,b])} ist
N
S=span(0) ={f | f = citi}
=1

ein endlichdimensionaler Prihilbertraum. Analog fiir andere Prihilbertriume statt C°.

o Raum der quadratintegrierbaren Funktionen
’ 2
(@) = {f] [ 1f0F dt < ox)

Dabei ist mit f; das “Lebesgue-Integral” gemeint. Im Gegensatz zu C°([a, b]) ist L?((a, b))
vollstindig bzgl. der Norm

£l = (. )Y

und damit sogar ein Hilbertraum. L*((a, b)) ist das Analogon des R™ fiir Funktionenrdume.
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6.7 GauB-Approximation von Funktionen

Allgemeine GauB-Approximation

Wir betrachten die folgende Aufgabe:

Zu f € H finde g € S, so dass
If — gl = min

wobei || f|| = (f, f )2 die durch das Skalarprodukt induzierte Norm bezeichne.

Satz 6.27 (Allgemeine Gauk-Approximation). Die obige Aufgabe hat genau eine Losung g € S.
Diese ist charakterisiert durch

(9.0)=(f.¢) VopeSs

~ Beweis: Tafel

Berechnung der Approximation

Wiéhle Basis ¥ = {t1,...,¥n} des endlichdimensionalen Raums S, N = dim(.S). Stelle damit
die sogenannte Massenmatrix (Gramsche Matrix) A und rechte Seite b mit

[A]ij = (wi,q/)j)a [b]z = (f’ ?/)z')

auf. A ist symmetrisch positiv definit bzw. hermitesch. Bestimme die gesuchten Koeffizienten
a; durch Losen des linearen Gleichungssystems

Ao = b.

Approximation mit Orthonormalbasen

Besonders einfach wird die Losung der Approximationsaufgabe, wenn W eine Orthonormalbasis
ist, d.h. (¢, 1) = d;5. Dann gilt

N
> o) =i = (fii) Vi=1,...,N

=1

und somit
N

N
9= ajb; =Y (f )y
j=1

J=1
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6 Interpolation und Approximation

Beispiel

Beispiel 6.28 (Fourierreihe). Fir N =2m+d, m € N ist
Up =n 2. {2712 cos(z),. .., cos(mz),sin(z), . . ., sin(mz)}

eine Orthonormalbasis von Funktionen auf dem Interval [—m,w|. Damit gilt dann

0 m
=5+ ; ay, cos(kx) + by sin(kx)]

mit  ay = f(:z:) cos(kz)dz, b= 7r!)"(ac)sin(k‘x) dz

—T —T

Vorsicht: die ap und by, sind nicht die a; von oben, sondern unterscheiden sich davon um einen
Faktor w'/21

Fiir unendlich viele Glieder nennt man die entstehende Reihe, also

0 o0
=<+ ; ay cos(kxz) + by sin(kz)],

Fourier-Reihe von f. Diese konvergiert gegen ein Element aus L*((—m,7)).

Die DFT ldsst sich als ndherungsweie Auswertung der Integrale mittels “Trapezregel” verstehen.

Fehlerkontrolle

Bisher war S C H fest gewahlt, damit wurde das “optimale” g bestimmt. Der Fehler ||f — ¢]|
wurde einfach akzeptiert.

Daher nun Verfeinerung der Approximationsaufgabe:

Finde S C H mit dim(S) moglichst klein, so dass
Hf - gH < TOL7

wobei TOL eine vorgegebene Zahl (Toleranz) sei.
Ein Spezialfall ist die “Kompression™ hier ist H selbst bereits endlichdimensional. Man versucht,

das “Signal” f moglichst platzsparend zu speichern.

Mittels Orthonormalbasen lasst sich der Fehler recht einfach messen:
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6.7 GauB-Approximation von Funktionen

Sei Sy € H, N € N, eine Folge von Approximationsrdumen mit dim(Sy) = N, und gy die
Bestapproximation von f in Sy. Sei zusédtzlich ¥y eine Orthonormalbasis von Sy .

Dann gilt

N
0<Hf gNH Z f’@bl

=1

Oft gilt sogar Sy C Syy1 mit ¥ C Wy, das setzen wir aber nicht voraus.

Wir mochten

N

z:l

und das ist dquivalent zu

N
> (f,4)* = (1=TOL) - (f,f) (6.1)

=1

(Frage: “Welche Anteile von f werden von Sy bereits repriasentiert?”)

Achtung: hier wurde eine relative Toleranz TOL gewahlt, diese lasst sich jedoch in eine absolute
umrechnen, und umgekehrt.

Anmerkungen

Bemerkung 6.29. Zur Fehlerkontrolle:

o Der Wert (f, f) wird als (zumindest hinreichend genau) berechenbar angenommen. Dafiir
kann man z.B. numerische Integration verwenden.

e Fulls Uy C W41, sind einfach weitere Basisfunktionen hinzuzufigen bis (6.1) erreicht
ist. Das gilt zum Beispiel fiir die Fourierreihe, Bsp. 6.28.

o Bei Uy C ¥y folgt aus der Fehlerdarstellung unmittelbar

If = gnall> < 1f = an

der Fehler ist also monoton fallend!
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6 Interpolation und Approximation

Approximation mit Haar-Wavelets

Es bezeichne tr(f) = {x | f(x) # 0} den Trager einer Funktion. Bei der ONB aus Sinus- und
Cosinus-Funktionen haben alle 1; im wesentlichen globalen Tréager, d.h. tr(f) = [a, b].

Oft variiert die zu approximierende Funktion aber nur lokal sehr stark. In diesem Fall mochte
man ein Funktionensystem mit folgenden Eigenschaften:

o (1;,1;) = 0i; (Orthogonalitét)
o Uy C Uny; (Geschachteltheit)

o diam(tr(t;)) — 0 fiir i — oo

Diese Eigenschaften besitzten sogenannte Waveletfunktionen, von denen wir das sogenannte
Haar-Wavelet untersuchen.

Definition 6.30. Wir definieren das “mother wavelet” 1p(x) und die Abschneidefunktion x(x)
auf (0,1]:

I O<w=l 1 0<z<1
x
Y(x)=4q-1 1<zx<2, x(fﬁ):{ B
0 sonst
0 sonst

Fiir 1 € Ny (Stufe) und 0 <1i < 2'=1 (Index) ist das Haar-Wavelet
Y= max(27, 1) - (2w — 2i) - x(2).

Die Waveletbasis der Stufe | ist W' := {3} U Ué‘:l U?;l_l{w{}.

Eigenschaften der Wavelets

Wir fassen einige Eigenschaften der Haar-Wavelets zusammen:

e Fiir [ > 0 gilt

0 w§2l"_1\/w>2if[11
! =1 ; it
1/11': 27 21Z—1 <$§21—21
[ i+1
—272 2l—21 <z S or—1

e Speziell fiir [ = 1 gibt es ein einzelnes Wavelet
Yo = max(1,1) - 9(2z) - x(x) = (22)
e Und speziell fiir [ = 0 gibt es ein einzelnes Wavelet

¢h = max(271/2,1) - () - x(2) = x(x)
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6.7 GauB-Approximation von Funktionen

Graphische Darstellung

1+ © L o
i i
14 0 1
1
1+ L .
| | |
: 1
1+ 0 6 .
2 2
21/2 luo ll"l
| | | | |
vzl Q0 : : 1
24 o oo
3 3 3 3
W, Y,
| [ | [ | [ | [ |
| [ | [ | [ | [ |
0 : : : 1
-2+ S—e O—e S—e O—e

Darstellung der Haar-Wavelets fir [ =0, ..., 3.

Fir I =0 und [ = 1 gibt es jeweils nur ein Wavelet (konstante Einsfunktion bzw. gestauchtes
“mother wavelet”). Die Wavelets aller weiteren Level sind Kopien des Wavelets 1§, die in a-
Richtung gestaucht und zur Kompensation in ihrem Wert gestreckt wurden.

Weitere Eigenschaften
Weiterhin gilt:

e Die Wavelets bilden eine Baumstruktur bzgl. ihrer Trager:

tr(yl) = tr(Ybl ) Ute(whll)),  tr(wh) Nte(wl) = 0 fiw i # 5

e Die Wavelets sind paarweise orthogonal:

0 sonst

1 i=jAl=k
(¢7{a¢f):{ =N

e Offensichtlich erfiillt die Konstruktion ¥ ¢ ¥l da immer nur Basisfunktionen hinzu-
genommen werden.
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6 Interpolation und Approximation

Damit sind alle geforderten Eigenschaften erfiillt.

~~ Beweis: Tafel

Aufgespannter Raum

Um die durch Haar-Wavelets darstellbaren Funktionen etwas anschaulicher zu machen, definie-

ren wir die Funktionen
1 L <<l
l . 1 = 7
¢i(x) = { 2 2

0 sonst
fiir 1 € No und 0 < i < 2!, sowie & = [ J2 ! {¢!}.
St := span(®') ist der Raum der stiickweise konstanten Funktionen auf dem Intervall (0, 1]
bzgl. der dquidistanten Unterteilung in 2! Teilintervalle. Es gilt

span(¥') = span(®') = S,

~ Beweisskizze: Tafel

Darstellung von Funktionen

Da die Haar-Wavelets eine Orthonormalbasis bilden, ist die Approximationsaufgabe aus Satz 6.27
analog zur Fourier-Reihe durch Skalarprodukte der Form (f, ;) berechenbar:

27—

(f. )
0

—_

-y

]:0 1=

Im Unterschied zur Fourier-Reihe lassen sich die gesuchten Koeffizienten aus den Mittelwerten
von f auf den Tragern der ] berechnen, was eine stark lokalisierte und zugleich durch Rekursion
besonders effiziente Berechnung erméglicht.
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6.7 GauB-Approximation von Funktionen

Datenkompression mit Wavelets

Anwendung von (6.1), der Formel fiir die Fehlerkontrolle:

Gegeben: f € S! in Basis W

Gesucht: Teilraum S € S, so dass || f — f|| < TOL-(f, f) und S méglichst klein.

Algorithmus:
o M « {9} (Basis von S)
o p+— (f, 1/18)2 (reprasentierter Anteil)
e while (p < (1 —TOL) - (f, f)) do:
— wahle Kind 1/12“ eines ¢! € M mit (f, wfj'l) maximal

— M« MU {1}

2
—pep+(fih)
Ausblick
Eine leichte Abédnderung der Gaufsschen Approximationsaufgabe:

Finde u € S (endlich-dimensionaler Funktionenraum), so dass

/Qw-w:/ﬂqu Vo € S

Dies fiithrt auf die (numerische) Losung der “Poisson-Gleichung”
n
0?u
U ; 8x$ f in

(vgl. das Einfiihrungskapitel iiber lineare Gleichungssysteme)
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6 Interpolation und Approximation

6.8 Tschebyscheff-Approximation

Tschebyscheff-Approximation

Zentrales Hilfmittel bei der Gauf-Approximation war die Existenz des Skalarproduktes, das
zur Projektion auf endlichdimensionale Teilrdume verwendet wurde. Man kann jedoch auch fiir
allgemeine Normen ohne zugehoriges Skalarprodukt eine solche Bestapproximation einfiihren.

Satz 6.31 (Allgemeine Tschebyscheff-Approximation). Sei E ein normierter Vektorraum mit
Norm || - || und S C E ein endlichdimensionaler Teilraum. Dann gibt es zu jedem f € E eine
(nicht unbedingt eindeutige) beste Approximation g € S:

17 =gl = min || — o]

~~ Beweis: Tafel

Wir haben fiir die Polynominterpolation auf [a, b] die Fehlerformel

Fr (&)

f($)—-p($):: Olﬁ‘lﬁ

l(z), Uz)=]](~a)
j=0

hergeleitet. Eine “optimale” Wahl der Stiitzstellen wére jene, die

max [1(z)] = [l

minimiert, den Teil der Formel, der durch die Stiitzstellen beeinflussbar ist und nicht von f
abhéngt.

(“Optimal” mit Anfiihrungszeichen, da das implizit die Position £, beeinflusst!)

Es gilt I(z) = ™! — p(z), p € P,, daher lisst sich die Minimierung von ||/I||« als Tschebys-
cheffsche Approximationsaufgabe auffassen:

Finde p € P,: max ||z"™! — p(z)|| — min
a<x<b

Dies entspricht dann einer entsprechenden Wahl der Stiitzstellen {zg,...,x,}, die zu diesem
Polynom p € P, fiihrt. Man kann zeigen, dass die Tschebyscheffsche Approximationsaufgabe
in diesem Fall sogar eine eindeutige Lésung hat.
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6.8 'Tschebyscheff-Approximation

Optimale Stiitzstellenwahl

Satz 6.32 (Optimale Stiitzstellen). Auf dem Intervall [a,b] = [—1,1] ist die Tschebyscheff-
Approzimation g € P, zu f(x) = 2" bagl. || - ||eo gegeben durch

g(z) = 2" = 27" Ty ()
mit dem (n + 1)-ten Tschebyscheff-Polynom
Tht1(x) = cos((n + 1) arccos(z)) € Ppy1.

Dass dies tatsdchlich ein Polynom (n+1)-ten Grades in x ist, kann man iber Winkelidentitditen
zeigen.

Die Nullstellen

w2k +1
= — k=0,...
Tk COS(2n+1>’ N )

von T4 sind die “optimalen” Stitzstellen auf [—1,1]. Fir andere Intervalle |a,b] transformiert
man diese affin-linear mittels

B = 50— a) -zt (a + b))

Fiir das Interpolationspolynom p € P, einer Funktion f € C"l[a,b] erhdlt man dann die
Fehlerabschdtzung

(b _ a)n+1
n+ 1) 22+l

||f(n+1

[loc-

Hf_pn”oo < (

~» Beweis: [Rannacher]|

Runges Funktion

Wir kehren zu Runges Beispielfunktion zuriick. Die Stiitzstellen sind die Projektion dquidistan-
ter Punkte auf dem Einheitskreis:

1.0

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

4
0.0 *-0—@

Chebyshev nodes

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 04 06 08 1.0

Quelle: Stephen G. Johnson, wikipedia.org, cc-by-sa
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6 Interpolation und Approximation

Anschaulich werden dadurch an den Intervallgrenzen, wo sonst grofe Uber- und Unterschwinger
auftreten wiirden, zusétzliche Stiitzstellen zur Kompensation platziert.

-0.4

Polynominterpolation von Runges Funktion f(z) = (1+ 25362)_1, diesmal mit “optimalen”
Stiitzstellen (wieder 3, 5, 9, bzw. 33 Wertepaare). Das letzte Polynom verdeckt dabei die
eigentliche Funktion. Offensichtlich deutlich bessere Resultate!
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7 Numerische Integration

7.1 Einfiihrung
Numerische Integration (Quadratur)

Wir behandeln die numerische Berechnung bestimmter Integrale in einer Raumdimension:

b
mMﬂzfﬂ@M

Alle von uns behandelten Verfahren fiihren auf die Form
I[((Zl))](f) = ; w; f(x;) + Fehler,

wobei w; € R die Gewichte und z; € R die Stiitzstellen der Integrationsformel sind.

Griinde fiir Numerische Integration

Es gibt mehrere Griinde, warum die Anwendung von numerischer Integration (numerischer
Quadratur) sinnvoll bzw. notwendig sein kann:

e Oft ist eine Funktion f nur an endlich vielen Punkten bekannt, z.B. da sie aus Messreihen
stammt. Haufig ist man neben der Darstellung der Funktion, z.B. mittels Least Squares
oder Splines, auch an ihrer Ableitung oder ihrem Integral interessiert.

e Es gibt Funktionen, z.B. f(x) = exp(—2?), deren Integral wichtig ist, aber es steht keine
geschlossene Formel fiir dessen Berechnung zur Verfiigung.

7.2 Newton-Cotes-Formeln

Die Newton-Cotes-Formeln sind sogenannte interpolatorische Quadraturformeln.

Idee: Stelle das Interpolationspolynom p zu gewissen Stiitzstellen auf und berechne das Integral
von p exakt.

Formal: Stiitzstellen und Werte (x;, f(x;)),7 =0, ...,n, Lagrange-Darstellung:

.T—(I?j

pa(@) =3 fa) L (@), L) =]

T — T
i=0 g ! J

und somit
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7 Numerische Integration

Ordnung einer Quadraturformel

Definition 7.1 (Ordnung einer Quadraturformel). Eine Quadraturformel I (f) hat mindes-
tens die Ordnung m, wenn sie Polynome vom Grad m — 1 exakt integriert.

Eine Formel zweiter Ordnung integriert beispielsweise lineare Funktionen exakt.

Die Newton-Cotes-Formeln benutzen Polynominterpolation und haben daher fiir n + 1 Stiitz-
stellen mindestens Ordnung n + 1. Wir werden aber spéter sehen, dass das noch besser geht.

Newton-Cotes-Formeln
Die Newton-Cotes-Formeln nutzen dquidistante Stiitzstellen. Es gibt davon zwei Varianten:

Abgeschlossene Formeln:

Die Intervallgrenzen a und b sind Stiitzstellen, es gilt

h—
wi=a+iH, i=0,...,n, mitH=-—2
n
Offene Formeln:
Die Grenzen a und b sind keine Stiitzstellen, und es gilt
. . . b—a
xi=a+ (@+1)H, i=0,...,n, mit H=
n—+ 2

Generell muss fiir die Summe der Gewichte einer Quadraturformel

n n b
Zwi—Zwi-l—/ldaE—b—a
i=0 i=0 a

gelten. Um Gewichte zu erhalten, die unabhéngig vom gewéhlten Intervall sind, wird dieser
Term ausgeklammert, und man erhalt fiir die geschlossenen Newton-Cotes-Formeln

() =(b-a)- ;wim)

mit

b n _
’II}Z' = (b — a)_l/ Lgn) diL‘ = n_l/ H 5 '7 dS
a 0

i b

~ Beweis: Tafel
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7.2 Newton-Cotes-Formeln

Beispiele

Abgeschlossene Formeln fiir n =1,2,3 und H = (b — a)/n sind:

Die Trapezregel bzw. Sehnen-Trapezregel:

1(f) =

Die Simpsonregel bzw. Keplersche Fassregel:

100 = 5% @ + 47 (“57) + )
Die 3/8-Regel bzw. Pulcherrima:

_b—a

19(f) = —

[fla) +3f(a+ H) +3f(b—H) + f(b)]

Offene Formeln fiir n =0,1,2 und H = (b —a)/(n + 2) sind:
Die Mittelpunktregel, Tangenten-Trapezregel bzw. Rechteckregel:

100 =0-a-£ (5"

Die zweite offene Regel (kein besonderer Name):

() = b_Ta [fla+ H) + f(b— H)]

Die dritte offene Regel (ebenfalls kein Name):

100 = "3 pra+ i) - 1 (45

) 26— )]
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7 Numerische Integration

Anmerkungen
Bemerkung 7.2. Abn =7 fiir die abgeschlossenen bzw. n = 2 fiir die offenen Formeln treten
negative Gewichte auf. Das ist ungiinstig, denn:

e Fiir strikt nicht-negative Funktionen f kann I(( f) < 0 sein (Stoffkonzentration, Masse-
nerhaltung,. . . ).

e FEs herrscht erhéhte Gefahr der Ausldoschung.

o Die Kondition kann schlechter werden, wihrend sie fiir rein positive Gewichte beschrinkt

1st.

Restgliedabschitzung

Satz 7.3 (Restglieder). Den begangenen Fehler kann man folgendermafen abschdtzen:
1. Trapezregel: n =1, Ordnung 2, Es gilt

—a —a)®
19 -5 )+ 50 = - ), el

fiir f € C%*(la,b]). Es werden also Polynome bis zum Grad 1 evakt integriert, denn fiir
diese ist f"(x) =0 auf [a,b].

Allgemein gilt: die Ordnung der ungeraden Formeln entspricht der Anzahl an Stiitzstellen,
wédhrend die Ordnung der geraden Formeln um Eins héher ist.

2. Simpsonregel: n = 2, Ordnung 4, fiir f € C*([a,b]) gilt

—a a —a b
1) =150 @+ ar (550 ) + g0 = - U 1o

3. Mittelpunktregel: n = 0, Ordnung 2, fiir f € C*([a,b]) gilt

a+b>:(b;a)3

1)~ -a)- £ (“5 2 e

also “halber Fehler der Trapezregel” bei nur einer Auswertung!

~ Beweis: Tafel
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7.3 Summierte Quadraturformeln

7.3 Summierte Quadraturformeln

Das Erhohen des Polynomgrads ist wenig sinnvoll, da
e friih negative Gewichte auftreten
e die Lagrange-Interpolation mit dquidistanten Stiitzstellen nicht punktweise konvergiert

e man entsprechende Differenzierbarkeit von f fiir die Abschéitzung bendtigt

Idee der summierten Quadraturformeln:
e Unterteile das Interval [a, b] in N Teilintervalle

b—
[CCZ',J/‘iJrl], ri=a+1th, 1=0,...,N—1, h= a

e Wende eine der obigen Formeln auf jedem Teilintervall an und summiere die Ergebnisse.

Beispiele

Beispielsweise ergeben sich bei IV Teilintervallen der Schrittweite h:

Die summierte Trapezregel:

N—1 N_1
1) = 3 2o+ ) = e | LD 43 gy + LY
=0 i=1

Die summierte Simpsonregel:

N—-1 N-1
[}(LQ)(f) ) g | f(a) . Z Fa) 42 Z F <a:z +296i+1> n f(;)]

Die summierte Mittelpunktregel:
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7 Numerische Integration

Restgliedabschitzung

Satz 7.4 (Restglieder fiir summierte Quadraturen). Fir die je Teilintervall verwendete Qua-
draturformel gelte

I[l‘z‘,riﬂ](f) I(n) (f) = anhm+1f(m) (&), & € [ri, miga]

TR IR

Dann gilt fiir die summierte Quadraturformel

Ly (f) = IV (f) = an(b — @)™ f0M(€), € € [a,b].

~ Beweis: Tafel

Wie wir sehen, bleibt bei der Summation die Ordnung der Formel erhalten (da in der Abschét-
zung die gleiche Ableitung auftritt).

Konkret bedeutet das:

e Die Trapezregel und Mittelpunktregel haben Ordnung 2, also haben es die summierten
Regeln ebenfalls. Es gilt

- b—a
s (F) = IO (1)] = [—"max f?)| - 2 € O(h?),

o [ab]
mit o = 12 bzw. 24, falls die zweite Ableitung beschrankt ist.
e Die Simpsonregel hat Ordnung 4, also gilt das auch fiir die summierte Simpsonregel, und

@), (b—a (@) 14 4
I -1 = m .

falls die vierte Ableitung beschrénkt ist.

Fehlerkontrolle

Es gelten
1

S10() + 2 10()

12 () ;

sowie fiir die halbierte Schrittweite h/2
1 1
I = 310 + 51706

Diese Zusammenhédnge kann man zur Fehlerkontrolle geméfs der Form
[(f) = In(f)| < TOL

verwenden.
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7.4 Quadraturen héherer Ordnung

7.4 Quadraturen héherer Ordnung

Wie wir gesehen haben, sind die Newton-Cotes-Formeln nur bis n = 7 bzw. n = 2 brauchbar.

Die summierten Quadraturformeln erlauben zwar beliebig feine Berechnungen, haben aber im-
mer die selbe Ordnung wie die zugrundeliegenden Formeln.

Wie erreicht man eine héhere Ordnung?

Zwei Ansétze:
e Extrapolation auf summierte Formeln anwenden

e Nicht-dquidistante Stiitzstellen wihlen (Gauk-Quadratur)

Romberg-Integration

(

Bei den summierten Formeln ist man an limy_,o [ hn)( f) interessiert. Dafiir ist Extrapolation
zum Limes anwendbar.

Herzstiick des Ansatzes ist die Euler-Maclaurinsche Summenformel:

m—1
B

1) = 50(5) = oW G (P 6) = 14 @)

k=1 )

BQm

(2m)!

Speziell die Trapezsumme hat also eine Fehlerentwicklung in geraden Potenzen, was Extra-

polation besonders effizient macht. Die in der Formel auftretenden Konstanten B; sind die
sogenannten Bernoulli-Zahlen.

+ K7 (b—a)f®™(¢), €€ la,b]

Gaul-Integration

Frage: Lasst sich durch nicht-dquidistante Stiitzstellen die Genauigkeit von Quadraturformeln
verbessern?

Idee: Wahle x; und w; so, dass Polynome von méglichst hohem Grad exakt integriert werden
(Ordnungsmaximierung).

Satz 7.5. Die mazimal erreichbare Ordnung einer Quadraturformel mit n + 1 Stitzstellen ist
2n + 2 (d.h. Polynome vom Grad 2n + 1 werden exakt integriert).
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7 Numerische Integration

~ Beweis: Tafel

Satz 7.6. Es gibt genau eine interpolatorische Quadraturformel zu n 4+ 1 paarweise versch.
Stitzstellen in [—1,1] mit der Ordnung 2n + 2.

Ihre Stiitzstellen sind die Nullstellen Ao, ..., A\ € (—1,1) des (n + 1)-ten Legendre-Polynoms
Lyy1, wobei

Lo@) =1, Li(@) =2 Lis(z)= WLk(x) _ kilLk_l(:n)

Die Gewichte erhdlt man mittels

! $—)\j 2

~> Beweis: |Rannacher]

Beispiele

Durch Auswerten der Nullstellen der Legendre-Polynome ergeben sich mit

b—a a+b

h=-""2
2 2

zum Beispiel die folgenden Gaufs-Quadraturen:

Eine Stiitzstelle, Ordnung 2:

IO = (b—a)- f(c) (Mittelpunktsregel)

Zwei Stiitzstellen, Ordnung 4:

b—a
2

W= [fle—1/3)"2h) + flc+ (1/3)"/2h)]

Drei Stiitzstellen, Ordnung 6:

b—a
18

1% = == - [5f(c = (3/5)'2h) + 81(c) + 5f (¢ + (3/5)'*h)]

Natiirlich lassen sich mithilfe der Gaufs-Quadraturen wieder summierte Formeln definieren,
indem man das Intervall unterteilt und die Ergebnisse summiert.
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7.5 Ausblick

7.5 Ausblick

Adaptive Quadratur

Oftmals ist eine dquidistante Aufteilung des Intervals wenig sinnvoll, da die zu integrierende
Funktion lokal unterschiedliches Verhalten zeigt.

Idee der adaptiven Quadratur:

e Berechne sukzessive Updates fiir die Naherung durch feinere Unterteilung (Prinzip des
Archimedes)

e Breche Verfeinerung ab, wenn lokales Update |I;| klein genug

Mehrdimensionale Quadratur

Im Eindimensionalen gilt:

Intervall = zusammenhéngende Menge
= wegzusammenhéingende Menge

= einfach zusammenhéngende Menge

Daher ist es einfach, auf beliebigen “Gebieten” 2 C R zu integrieren. Im Mehrdimensionalen
werden die Intervalle zu (Hyper-) Quadern, die oben genannten Begriffe sind aber nicht mehr
aquivalent:

Quader # zusammenhéngende Menge
# wegzusammenhédngende Menge

= einfach zusammenhéngende Menge
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7 Numerische Integration

e Die vorgestellten Formeln lassen sich leicht auf Quader verallgemeinern.

Im allgemeinen muss man diese Quader und die Integrale darauf transformieren (Trans-
formationssatz, Verallgemeinerung der Substitutionsregel).

Man kann auch Dreiecke fiir die Unterteilung verwenden.

Bei komplizierten Geometrien entsteht zusétzlich ein Geometriefehler durch Approxima-
tion der Geometrie.

Fluch der Dimension

Wenn die Dimension d sehr grof ist, sind die hier behandelten Methoden nicht brauchbar.

Betrachte Q = [0,1]%. Zerlegt man [0,1] in zwei Teilintervalle je Dimension, so hat man den
d-dimensionalen Wiirfel in 2¢ Teilwiirfel zerlegt. Der Aufwand steigt somit exponentiell in d
an. Dies bezeichnet man als “Fluch der Dimension”.

Eine Moglichkeit ist dann die Monte-Carlo-Integration

C N
I(f) = D f(&)
=1

mit zufélligen Punkten &; € .
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8 Iterative Losung von Gleichungssystemen

8.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt betrachten wir die Losung von algebraischen Gleichungen
f(z)=0 mit f:R"—R"

Dabei beschranken wir uns zunéchst auf den Fall n = 1 (skalar).

Idee der Intervallschachtelung:

Angenommen man kennt ein Teilintervall [ag, by, so dass f(ag)- f(bo) < 0 (Vorzeichenwechsel),
und f sei stetig. Dann hat f nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine Nullstelle in [ag, by].
Bilde Folge von Teilintervallen durch Bisektion und Priifen der Bedingung.

Algorithmus: Intervallschachtelung

Gegeben: Iy = [ag, bp] mit f(ag) - f(bp) <0 und € >0

Algorithmus:
t=0;
while (by — a¢ > €) :
xy = (ar +b)/2;
i (f(21) == 0) :
a1 = Ty — € bpp1 = Ty
else if (f(at) - f(xr) < 0):
at41 = at; b1 = T4
else :
at1 = Tt; b1 = by;
t=t+1;
Idee:

e Halbiere das aktuelle Intervall
e Falls zuféllig in der Mitte eine Nullstelle liegt, beende das Verfahren
e Falls die Bedingung fiir das linke Intervall erfiillt ist, wahle es als nichstes Intervall

e Andernfalls muss die Nullstelle im rechten Intervall sein, setze die Suche dort fort
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8 Iterative Lésung von Gleichungssystemen

Analyse

Es gilt
ar < app1 < by < by

und (sofern nicht f(xy) = 0)

1 1 t+1
s = arnal < it - al = (3) o—a

Anmerkungen:
e Die Konvergenz ist linear mit Rate 1/2
e Gut fiir monotone Funktionen geeignet (globale Konvergenz)

e Nur fiir reelle Funktionen im R! geeignet

8.2 Newton-Verfahren

Die Funktion f sei (mindestens) einmal stetig differenzierbar.
Fiir gegebenes x; gibt es die “Tangente”

Ti(x) = f'(xe)(z — a¢) + f(24)
mit der Nullstelle

f (l‘t)
Ti(x) =0 <= z=x — .
2 e [/ ()
Das fuhrt auf die Iterationsvorschrift
Top1 = T — f(wt) '
f'(x)
>

Offensichtlich ist |f’(z¢)| > 0 erforderlich, d.h. wir setzen voraus, dass die Nullstelle einfach
ist.
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8.2 Newton-Verfahren

Newton-Verfahren im Mehrdimensionalen

Das Newton-Verfahren lésst sich auf Systeme f: R” — R" erweitern:

Es existiere die Taylorentwicklung von f:

fi(z) = filxy + Azx) = fi(xy) + Z gxfz
b

Jj=1

(x¢)Azi + Ri(z, Az) i=1,...,n

oder in vektorieller Schreibweise
fze + Az) = f(zr) + J(ve) Az + R(z, Az)

mit der “Jacobimatrix”

Das Ignorieren des Restglieds entspricht einer “Linearisierung von f”.

Finde ndherungsweise eine Nullstelle von f:
f@) = f(z) + J(z)Ar =0 <= Az =—J (x) f ()

Dies fiihrt auf die Iteration
Trp1 = o — J N (wy) f ()

Dabei erfordert jeder Schritt die Losung eines linearen Gleichungssystems mit der Jacobima-
trix!

Konvergenz des Newton-Verfahrens

Satz 8.1 (Newton-Verfahren). Die Funktion f € C?([a,b]) habe in (a,b) (Inneres!) eine Null-
stelle z, und es sei

. / 1
= m >0, M:=m .
m = min |f(x)] >0, mmax, |f7(x)]

Es sei p > 0 so gewdhlt, dass

M
Gi= 5 p<l, Kp(2)i={r R [|x—2| < p} C ol

Dann sind fiir jeden Startwert xo € K,(z) die Newton-Iterierten x; € K,(z) definiert und
konvergieren gegen die Nullstelle z.

Daber gilt die a-priori Fehlerabschdtzung

2
|z — 2| < ﬁmq(2t)7 teN
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8 Iterative Lésung von Gleichungssystemen

und die a-posteriory Fehlerabschdtzung
_ M
|2 — 2] < m7H f(xe)] < ot = v, teN
m

(a-priori: nutzt nur die Voraussetzungen, a-posteriori: nutzt auch die bereits berechneten Ite-
rierten)

~~ Beweis: Tafel

Beispiel: Wurzelberechnung

Beispiel 8.2 (Wurzelberechnung mit Newton-Verfahren). Sei a > 0 und n > 1. Lise 2" = a,
d.h.
f@)=2"-a=0, fl(z)=n-2"""
Das fithrt auf die Iterationsvorschrift
i1 =n"t[(n—1) 2 +a-z"
Nach Satz 8.1 konvergiert die Iteration, falls xo nahe genug an a*/™ ist. Hier konvergiert sie
jedoch sogar global, d.h. fiir alle o > 0 (aber nicht unbedingt von Anfang an quadratisch).

Anmerkungen

Bemerkung 8.3. Zur Konvergenz des Newton-Verfahrens:

e Das Newton-Verfahren konvergiert nur lokal, d.h. wenn |xo — z| < p (“Finzugsbereich”).
Dabei ist p i.d.R. unbekannt und maoglicherweise sehr klein.

e Das Newton-Verfahren konvergiert quadratisch,
2y — 2| < ¢ |zi1 — 2)%,
im Gegensatz zur Intervallschachtelung, die nur linear konvergiert.
o Geddmpftes Newton-Verfahren:

Verbesserung der Konvergenz auflerhalb des Einzugsbereichs:

f ()
f'(@)
mit der Wahl einer Folge Ay € (0,1] als “Dampfungsstrategie”.

Tpp1 =Tp — N\

o Mehrfache Nullstellen:

Falls z eine p-fache Nullstelle ist, mit p > 1, konvergiert das Newton-Verfahren dennoch,
aber nur noch linear. Man kann zeigen, dass die alternative Vorschrift

Ti41 =Tt — P ;,((ggt))

Tt

i diesem Fall quadratisch konvergiert.
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8.3 Sukzessive Approximation (Fixpunktiteration)

Sekanten-Methode

Unter Umsténden ist die Berechnung der Ableitungen sehr teuer.

Idee der Sekanten-Methode:

Ersetze die Tangente durch eine Sekante

(@) = Jla) + (o - o LI L)

dies fihrt auf die Iteration

Tt — Tt—1

f(ﬂﬁt) - f(xtfl)‘

LTi41 = Tt — f(%)

Die Sekanten-Methode konvergiert lokal mit

2m
|z — 2| < Mq%, teN,

wobei v, die Fibonacci-Zahlen bezeichnet:

Y=711=1, M1 =%+"

Es gilt v ~ 0.723 - (1.618)" (“goldener Schnitt”), also liegt die Konvergenzordnung zwischen 1
und 2. Problematisch ist die bei der Auswertung auftretende Ausléschung.

8.3 Sukzessive Approximation (Fixpunktiteration)
Fixpunktiteration

Mit g(x) = « — % hat das Newton-Verfahren die Form z;y; = g(x¢). Da die Nullstelle z
wegen
f(2) =0 = g(z) = 2

ein Fixpunkt der Iteration x¢11 = g(x¢) ist, nennt man das auch Fixpunktiteration. Hier un-
tersuchen wir allgemeine Iterationen dieser Art.

Falls die Berechnung von f/(x) sehr teuer ist, konnte man z.B. f’ nur einmal “in der Ndhe von
Z” auswerten, und wie folgt iterieren:

f(x)

Ti41 = Tt — f’(c)

Frage: Wann konvergiert so eine Iteration? Insbesondere wollen wir dabei auch f: R® — R™, n >
1, zulassen.
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8 Iterative Lésung von Gleichungssystemen

Kontraktionen

Antwort gibt der sogenannte “Banachsche Fixpunktsatz”.

Dafiir zunachst eine Definition:

Definition 8.4 (Kontraktion). Sei G C R" eine nichtleere, abgeschlossene Punktmenge und
g: G — G Lipschitz-stetig mit Konstante ¢ < 1, d.h.

lg(x) = g(W)ll <q-llz =yl
mit einer Vektornorm || - || im R™. Ein solches g nennt man eine Kontraktion auf G.
Sukzessive Approximation
Satz 8.5 (Sukzessive Approximation). Sei g eine Kontraktion auf G C R™. Dann existiert

genau ein Fizpunkt z € G von g und fir jeden Startpunkt z©) € G konvergiert die Folge der
Iterierten () = g(2®) gegen z.

Es gelten die a-priori und a-posteriori Fehlerabschdtzungen

t
lo® = 2| < TE—Jle® =2tV < T [la — ).

—q 1—g¢q

(wir schreiben den Index oben in Klammern, um bei Vektoren unten Platz fir den Komponen-
tenindex zu haben.)

~~ Beweis: Tafel

8.4 Iterationsverfahren zur Lésung linearer Gleichungssysteme

Wir kehren zuriick zur Losung von linearen Gleichungssystemen

Az =0, AeR™" regular, beR"

Definition 8.6 (diinn besetzte Matrizen). Eine Folge von Matrizen {A™ | n € N} heifit diinn
besetzt, falls

I{al(?) | agl) # 0} = nnz(A™) = O(n)

(unz = “number of non-zeros”).
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8.4 Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Aufgrund von “fill in” ist die Gaufs-Elimination fiir diinn besetzte Matrizen oft schlecht geeignet.
Auferdem: fiir groffe n nicht mehr tragbarer Aufwand in O(n?).

Es gilt
Losen von Ax =b <= “Nullstellensuche” f(zx) =b— Az = 0.

Definiere mit (zunéchst beliebiger) Matrix C' die Iteration

2D = g0y = 2 4 o f ()
2® 4+ (b — Az™)
=(I-CtA)z® + 0

—_———
=B

mit “Iterationsmatrix” B.

Fiir z := A~1b gilt
gx) == C ' Az +C b=z~ (CA)- (AT +C b =1,

also ist z Fixpunkt von g.

Fiir die Lipschitz-Konstante der Funktion g gilt

lg(x) =gl = [1Bz =) <[IB] - = = yl],

d.h. falls ||B]| < 1 ist (fiir vertrégliche Matrixnorm || - ||), ist ¢ Kontraktion auf R"™.

Beispiele fiir Iterationsverfahren

Zerlege A =L+ D + R mit L strikte untere Dreiecksmatrix, D Diagonalmatrix und R strikte
obere Dreiecksmatrix.

Jacobi-Verfahren:

Setze C = D und daher B = —D~!(L + R), also

20D = 2O 4 D1 (h — Az®)

Das Jacobi-Verfahren berechnet fiir die einzelnen linearen Gleichungen jeweils den Defekt, also
die Diskrepanz zwischen linker und rechter Seite, und &ndert dann die zugehérige Kompo-
nente von x so, dass die Gleichung erfiillt wire, wenn die anderen Komponenten unveréndert
blieben.

Gaufll-Seidel-Verfahren:
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8 Iterative Lésung von Gleichungssystemen

Setze C = L + D und daher B = —(L 4+ D) 'R, also
e = 2O 4 (L+ D) (b — AzW) (Vorwiértseinsetzen)

Das Gauf-Seidel-Verfahren operiert dhnlich, verwendet jedoch die bereits berechneten aktua-
lisierten Werte aus vorhergehenden Zeilen, statt wie beim Jacobi-Verfahren alle Korrekturen
simultan auszurechnen.

Solche Iterationsverfahren konvergieren normalerweise nur fiir bestimmte Klassen von Matrizen
(da C regulédr und ||B|| < 1 sein muss).

Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

Erinnerung:

Eine Matrix heifst strikt diagonaldominant, falls
Z ]aij] < |a“] Vi=1,...,n.
J#i

Beispiele: LGS fiir kubische Splines, Radiosity-Methode.

Satz 8.7. Das Jacobi-Verfahren und das Gauf$-Seidel-Verfahren konvergieren fiir strikt diago-
naldominante Matrizen.

~ Beweis: Tafel, Gauf-Seidel: [Rannacher]

Aufwand

Es gibt viele dhnliche Aussagen fiir symmetrisch positiv definite Matrizen, schwach diagonal-
dominante Matrizen, sogenannte M-Matrizen, ...

Der Aufwand fiir eine Iteration sei a(n), typischerweise mit a(n) = O(n). Wegen

2@ — 2| < ||B]" |2 - 2|
sind fiir eine Reduktion des Fehlers um den Faktor ¢ < 1 insgesamt t > % Iterationen
notig, also ist der Gesamtaufwand

_ log(e) aln
Tix(m) = By ™

Problem: hohe Kosten wenn ||B|| nahe Eins, ||B|| ist problemabhéngig und wéchst hdufig mit
n.
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8.4 Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Relaxationsverfahren

Man nutzt daher Relaxationsverfahren: Fiir die Wahl C,, = (L + w~!D) mit Relaxationspara-
meter w # 0 ergibt sich
B, =—(wL+ D) '((w—1)D+wR).

Fiir w = 1 erhélt man wieder das Gauft-Seidel-Verfahren, es stellt also einen Spezialfall dar.
Wie sollte man w wahlen?

Satz 8.8. Es gilt || By| > |w — 1|, daher muss zwingend w € (0,2) sein.

~ Beweis: Tafel

Fiir s.p.d. Matrizen kann man zeigen, dass w € (0, 2) nicht nur notwendig, sondern auch hinrei-
chend ist. Fiir solche Matrizen konvergiert also das Relaxationsverfahren, und das Gaufs-Seidel-
Verfahren als Spezialfall.

Die Grundidee des SOR-Verfahrens (Successive Over-Relaxation) ist es, ein w > 1 zu wéhlen,
das moglichst nah am (in der Praxis unbekannten) optimalen Wert liegt, um ein minimales
|| Bo|| und somit schnellere Konvergenz als bei Jacobi/Gaufs-Seidel zu erhalten.

Generell kann man durch Relaxation oft Fixpunktiterationen modifizieren und die Konvergen-
zeigenschaften verbessern. Statt

2 = g(2®) = 20 4 (g(2®)) — 2®)
verwendet man dabei

2D = (1 — w)z® + wg(z®)

mit einem Relaxationsparameter w > 0. Fiir 0 < w < 1 erhélt man ein robusteres, lang-
sameres Verfahren (vgl. Newton), fiir w > 1 eine Beschleunigung der Konvergenz langsamer
Verfahren.

Abstiegsverfahren

Fiir symmetrisch positiv definite Matrizen gibt es eine weitere Klasse von Verfahren, die iibli-
cherweise deutlich effizienter ist, die sogenannten Abstiegsverfahren.
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8 Iterative Lésung von Gleichungssystemen

Satz 8.9 (Minimierungseigenschaft). Sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit. Mit dem qua-
dratischen Funktional

Qy) = %(Ay, y) — (b,y)

st die Losung x des Gleichungssystems Ax = b durch die Figenschaft

VyeR" y#x: Q(x) <Qy)

charakterisiert.

~ Beweis: Tafel
Abstiegsverfahren bestehen aus zwei Komponenten:

e Einer Folge von Suchrichtungen d® . die garantieren, dass () sukzessive kleiner wird, man
setzt
2D = 2O 4o, q®,

e Zugehorige Schrittweiten oy, die jeweils @Q entlang der Suchrichtung d®) minimieren:

Q(zV) = mi]%(g[;(t) + ad®)
ac

Die Iterierten (¥ konvergieren dann gegen das Minimum von Q, und daher gegen die Losung
von Ax = b.

Bestimmung der Schrittweite

Der Gradient von @ ist das Residuum des Gleichungssystems,
1
VQ(y) = 5(A+ Ay —b= Ay —b,
und es gilt (Kettenregel)

%Q(&m +ad®) = VO™ + az - dD) - 4
= (Az) —b,dV) + o - (AdD,dD)

Daher sind die Schrittweiten eindeutig durch die Suchrichtungen festgelegt:

mit r® = vQ(z®) = 42® — b
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8.4 Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Allgemeines Abstiegsverfahren

Definition 8.10 (Allgemeines Abstiegsverfahren). Es sei ) ein vorgegebener Startwert mit
zugehorigem Gradienten 19 = Az(©) —b. Ausgehend von einer vorgegebenen oder sich wihrend
des Verfahrens ergebenden Folge von Suchrichtungen d® berechnet das Abstiegsverfahren in
jeder Iteration t die folgenden Gréfien:

(r®) 4
(Ad® 40y

e Schrittweite oy = —
o Neue Iterierte x(t1) = () 4 q,d®
o Neuer Gradient rtt1) = r®) 4 o, AdW®

Das Verfahren kann abgebrochen werden, sobald r® klein genug ist.

Beispiele von Abstiegsverfahren

Koordinatenrelaxation:

Die wohl einfachste Wahl der Suchrichtungen ist

d(t) = €(t mod n)+1

(zyklisch die einzelnen Raumdimensionen), dies ist im wesentlichen dquivalent zum Gauf-Seidel-
Verfahren (warum?).

Bei dieser Wahl kann es passieren, dass in einzelnen Richtungen d(*) keine Verbesserung moglich
ist; nach einem vollen Zyklus ist dies aber garantiert der Fall.

Gradientenverfahren:

Das Gradientenverfahren (Verfahren des steilsten Abstiegs) wahlt den negativen Gradienten als
Suchrichtung;:

d® = —vQ(z)

Im Gegensatz zur Koordinatenrelaxation ist dies immer eine Abstiegsrichtung.

Satz 8.11 (Konvergenz des Gradientenverfahrens). Sei A € R"*™ symmetrisch positiv defi-
nit. Dann konvergiert das Gradientenverfahren fir jeden Startwert (0 gegen die Lésung des
Gleichungssystems Az = b.

~ Beweis: Tafel
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8 Iterative Lésung von Gleichungssystemen

Konvergenzgeschwindigkeit

Eine genauere Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des Gradientenverfahrens liefert
der folgende Satz:

Satz 8.12 (Fehlerabschétzung Gradientenverfahren). Fir das Gradientenverfahren gilt die Feh-

lerabschdtzung
1-1/6\"
) _ < (/™ 0) _
I~ ala < (1575 ) 1 = ol

mit der Spektralkonditionszahl k = conda(A) und der “A-Norm”

lylla = (y, Ay)"/>.

~~ Beweis: Tafel

Wie wir sehen kénnen, ist die Spektralnorm der Matrix entscheidend fiir die Konvergenzrate.
Je grofer der Unterschied zwischen kleinstem und grofitem Eigenwert ist, desto langsamer
konvergiert das Verfahren.

Im Zweidimensionalen kann man dies besonders gut veranschaulichen: sukzessive Richtungen
sind zwar stets orthogonal, was lokal den steilsten Abstieg garantiert, global entsteht jedoch
ein “Zickzack-Kurs”, der sich extrem langsam dem Ziel néhert.

T T T
Gradientenverfahren
Isolinien N

15F

0.5 n
0 \/\/\/\/\/\/\/\/\Nwwwm .

-05 F

1k

-15 F
2 1 1 1 L 1 ! 1 1 1

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Beobachtung: Fiir die Einheitsmatrix konvergiert das Verfahren in einem Schritt. Die Aquipo-
tentialflachen sind (Hyper-) sphéren, die um die Losung zentriert sind, und der Gradient zeigt
stets ins Zentrum.

Koénnen wir Problemstellung und Verfahren so transformieren, dass man dem moglichst nahe
kommt?

Zwel Ansatze:
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8.4 Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

e Verwendung eines problemspezifischen Skalarproduktes statt der iiblichen Orthogonalitét
(fithrt auf das Verfahren konjugierter Gradienten), und/oder

e cxplizite Transformation des Vektorraums (Konzept der Vorkonditionierung)

Konjugierte Gradienten

Definition 8.13 (CG-Verfahren). Das CG-Verfahren ist ein Abstiegsverfahren, es setzt also in
jeder Iteration
(r®,d®)

SRS R DR (t+1) _ () () (t+1) _ (1) ()
(AdD, 40’ T " +audV, T r + o Ad\Y.

A = —

Man setzt d = 1) und definiert fiir t > 0 die einzelnen Suchrichtungen iiber
(P (1)

— t+1) _ (¢t t
ﬁt_W’ At = —p® 4 g,q®.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) benutzt Informationen aus vorher-
gehenden Iterationen, und léasst sich daher nicht als Fixpunktiteration auffassen.

Relevant fiir die Analyse des Verfahrens sind die Krylow-Réume
Kt(yﬂ A) = Span{y7 A% Aan s 7At_1y}

beziiglich eines Vektors y, sowie das “A-Skalarprodukt”, dessen zugehorige “A-Norm” wir bereits

kennengelernt haben:
(Y1,92) 4 = (Ay1,y2),  ylla = (Ayay)l/Q

Satz 8.14 (Konvergenz des CG-Verfahrens). Der t-te Schritt des CG-Verfahrens minimiert Q
auf dem affinen Unterraum z(©) + Kt(r(o), A). Die bisherigen Suchrichtungen bilden dabei eine
A-orthogonale Basis des Krylow-Raums Ki(r(0)| A), es gilt

Vi<t j<t:(dV,d"), =0.

Falls K; 1 (r©, A) = K;(r©), A) gelten sollte, folgt r®) = 0, daher konvergiert das Verfahren
in exakter Arithmetik nach spdtestens n Schritten.

~» Beweis: [Rannacher]

Waéhrend das Gradientenverfahren Orthogonalitdt immer nur fiir den néchsten Schritt garan-
tieren kann, baut das CG-Verfahren also systematisch eine A-orthogonale Basis auf.

Wie wir gesehen haben, konvergiert das CG-Verfahren in einer endlichen Anzahl von Schritten,
und z&hlt somit eigentlich zu den direkten Verfahren. In der Praxis wird es jedoch als iteratives
Verfahren eingesetzt, und zwar aus zwei Griinden:
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8 Iterative Lésung von Gleichungssystemen

e Bei Flielkkommaarithmetik ist die A-Orthogonalitéit nicht exakt erfiillt, so dass das Ver-
fahren nicht abbricht.

e Bei sehr groflen Matrizen erreicht man oft bereits nach vergleichsweise wenigen Schritten
eine brauchbare Naherungslosung.

Satz 8.15 (Fehlerabschiatzung CG-Verfahren). Fir das CG-Verfahren gilt die Fehlerabschdat-
2ung
t
1—1/k1/?
® _ <ol 22/ ) _
2~ oll4 < 2(1 i ) 1 =l

mit der Spektralkonditionszahl k = conda(A). Zur Reduktion des Anfangsfehlers um den Faktor
€ sind hochstens

He) < %,@W m(2/e) + 1

Schritte erforderlich.

~» Beweis: [Rannacher]

Die Konditionszahl geht im Gegensatz zum Gradientenverfahren also nur {iber ihre Wurzel ein,
so dass bei hohen Konditionszahlen (breites Eigenspektrum, “schwierige” Probleme) mit einer
deutlich schnelleren Konvergenz zu rechnen ist.

Besonders drastisch sieht dies im Zweidimensionalen aus, da hier das CG-Verfahren nach Kon-
struktion stets in zwei Schritten konvergiert.

2 T T T T T T T T T
15 Gradientenverfahren .
1F CG-Verfahren .
g W Isolinien i
O — -
-05 .
1k -
-15 .
_2 1 1 I 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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8.4 Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Ausblick

Die Abstiegsverfahren lassen sich auch zur Minimierung allgemeiner Funktionen verwenden,
denen nicht die Losung eines linearen Gleichungssystems zugrunde liegt (Nichtlineare Optimie-
rung). Zu beachten ist dabei:

e Es konnen mehrere lokale Minima vorliegen, die Verfahren konvergieren dann quasi zu-
fallig gegen eines davon, oder auch gar nicht (Sattelpunkte!).

e Die Herleitung von Fehlerabschétzungen ist deutlich schwieriger.

e Bei allgemeinen Funktionen gibt es keine geschlossene Formel fiir die optimale Schritt-
weite ay. Stattdessen muss man mittels Liniensuche (eindimensionale Optimierung) eine
hinreichend gute Schrittweite bestimmen.
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9 Schlussbemerkungen

9 Schlussbemerkungen

Top 10 der wichtigsten Algorithmen

Die 10 Algorithmen mit “dem grofsten Einfluss auf Wissenschaft und Technik” im 20. Jahrhun-
dert, laut Computing in Science and Engineering (2000):

e Metropolis algorithm for Monte Carlo

e Simplex method for linear programming

e Krylov subspace iteration methods

e The decompositional approach to matrix computations
e The Fortran optimizing compiler

e QR algorithm for computing eigenvalues

e Quicksort algorithm for sorting

e Fast Fourier transform

e Integer relation detection

e Fast multipole method

In rot: wurde im Rahmen der Vorlesung behandelt / angesprochen.

Die Top 10 laut Princeton Companion to Applied Mathematics (2015, groferer Fokus auf
angewandte Mathematik):

e Newton and quasi-Newton methods

e Matrix factorizations (LU, Cholesky, QR)

e Singular value decomposition, QR and QZ algorithms

e Monte-Carlo methods

e Fast Fourier transform

e Krylov subspace methods (conjugate gradients, Lanczos, GMRES, minres)
e JPEG

e PageRank

e Simplex algorithm

e Kalman filter

In rot: wurde im Rahmen der Vorlesung behandelt / angesprochen.
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Weiterfiihrende Veranstaltungen
Auswahl an weiterfithrenden Veranstaltungen in den Bereichen Numerik und Wissenschaftliches
Rechnen:

e Numerik 1 (MD1)

e Numerische Lineare Algebra (MH5)

e Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen (MHG6)

e Numerik partieller Differentialgleichungen (MHT)

e Object-Oriented Prog. for Scientific Computing (IOPWR)

e Paralleles Hochstleistungsrechnen (IPHR)

e Parallele Losung grofer Gleichungssysteme (IPLGG)
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