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Vorwort

Dieses Skript basiert auf einer Ausarbeitung aus dem Sommersemester 2007. Es folgt
in weiten Teilen dem Buch von Braess [Bra9l|. Fiir die Erfassung des Textes in ETEX
danke ich Frau Sumeyra Abidin recht herzlich. Herrn Alexander Lauser recht herzlichen
Dank fiir die Uberlassung des Beispiels mit der lokal verfeinerten einspringenden Ecke.

Alle verbleibenden Fehler (und das sind im Moment noch so einige) gehen natiirlich
auf mein Konto.

Stuttgart, im April 2008 Peter Bastian






1 Einfiihrung in die Problemstellung

1.1 Grundlegende Begriffe

Finite-Elemente-Methoden dienen der numerischen Losung partieller Differentialglei-
chungen (PDGL) und wurden vor allem im Bereich der Strukturmechanik seit den spéten
1950er Jahren entwickelt [TCMT56, [Argh7]. Erste mathematische Beitridge gehen sogar
auf auf das Jahr 1943 zuriick [Cou43]|. In dieser Vorlesung werden wir uns ausschliefslich
auf sogenannte elliptische PDGL beschranken.

Partielle Differentialgleichungen legen eine Funktion in mehreren Variablen durch Be-
dingungen an die Ableitungen fest. Partielle Differentialgleichungen treten vor allem im
Rahmen kontinuumsmechanischer Modellierung auf. In der Kontinuumsmechanik ab-
strahiert man von der molekularen oder mikroskopischen Struktur eines Materials und
weist jedem mathematischen Punkt = = (x4,...,z,) des Korpers eine Eigenschaft zu.
Als Beispiele seien genannt

Temperatur T'(z), Druck p(z), Geschwindigkeit u(z),...

Das interessierende Material ist dabei iiblicherweise rdaumlich begrenzt, d.h. wir kénnen
den Korper geometrisch als 2 C R™ betrachten. Genauer definieren wir:

Definition 1.1. Ein Gebiet 2 ist eine offene und zusammenhéngende Teilmenge des
R".

Die gesuchten Losungsfunktionen haben also die Signatur T : 2 — R. Oft setzt man
noch weitere Differenzierbarkeitseigenschaften voraus, etwa 7' € C*(Q2) wobei C*(2) die
Menge der k-mal stetig (partiell-) differenzierbaren Funktionen bezeichnet.

1.2 Modellierung der Warmestromung

Um die Konzepte klar zu machen, betrachten wir als konkretes Beispiel die Modellierung
des Warmetransportes in einem Korper oder Fluid. Die hier gezeigte Technik ldsst sich
auf viele weitere Anwendungen verallgemeinern! Eine ausfiihrliche Darstellung findet
man etwa in [Fey70, p. 2-8, p. 3-4].

Sei 2 C R3 ein Gebiet und X = (a, b] ein Zeitintervall (die spezielle Wahl der Grenzen
wird spéter klar und ist jetzt unwichtig). Gesucht ist die Temperatur T'(z,t) fiir jeden

Punkt (z,t) € 2 x ¥ des Korpers (also in Raum und Zeit).
Zusétzlich sei die Temperatur am Anfang:

T(x.a) = T(x)
(Angangswert) und am Rand
Q T(x,t) = g(z,t), x € 00

(Randwert) vorgegeben.



Energie

Wir betrachten jetzt ein beliebiges Teilgebiet w C €2 zum Zeitpunkt ¢ € X. In w befindet
sich zur Zeit ¢t eine Menge an Warmeenergie (), (t). Bei gegebenem T'(z,t) berechnet
sich diese als:

Qu(t) = /c(m)p(x)T(x,t)dx (1.1)

w

Dabei ist

o T'(z,t): Temperatur in Grad Kelvin [K],

e c(x): Spezifische Warmekapazitét in KL@,

e p(x): Massendichte in %.

Somit hat Q) (t) die Einheit Joule [J].

Energieerhaltung

Nun betrachten wir die zeitliche Anderung von @ (t) im beliebigen Zeitintervall [t,¢ +
At]. Das Prinzip der Energieerhaltung besagt:

Qu(t+ At) — Q,(t) = {Energieeinspeisung/Verluste im Gebiet w }

-~

Anderung der Wirmeenergie in w in [t + At]

+ {Wirmefluss {iber den Rand dw }

In Formeln kann man dies ausdriicken als:

/c(x)p(x)T(x, t+ At)dr — /cp(x)T(a:, t)dr =

’ t+:t t+AL
/ /f(l‘,t)dx dt — / /q(m,t) -v(z)ds dt.
tow t Ow

Hierbei sind
e f(z,t) Quell/Senkenterm in [-L5],

e ¢(z,t) gerichteter Wirmefluss in [-£;] und

e v(x) die nach aufen gerichtete Einheitsnormale in x € Jw.
Nun linearisieren wir das Zeitintegral mittels

/ r(t)dt = At - r(t) + O(At?)

t



und erhalten damit nach Teilen durch At:
c(z)p(x)T(z,t + At) — c(x)p(x)T(x,t)
At dr =

(z,t) fiir At—0

(.

w
_9(cpT)
- ot

/f(x,t)dx - /q(x,t) -v(z)ds +O(At).

w ow
NS >

=[V-q(zt)dz

Nun bildet man den Grenzwert At — 0 und wendet rechts den Gaufischen Integralsatz
an und erhalt:

/ {8(CaptT) (,8) + V - gz, t) — f(a:,t)} P

w

Da w C € beliebig gewahlt war, folgert man, dass schon der Integrand identisch
verschwinden muss und erhélt die partielle Differentialgleichung

(cpT)
ot

Dies ist die mathematische Formulierung der Energieerhaltung. In analoger Weise kann
man dies auf andere Erhaltungsgrofen wie Masse oder Impuls {ibertragen.

() + V- q(z,t) = f(x,1) VeeQtel (1.2)

Warmefluss

In (1.2]) fehlt nun noch eine Modellierung des Flusses ¢(x,t). Dieser setzt sich aus zwei
Anteilen zusammen: konduktiver und konvektiver Warmefluss.

Konduktion Auf molekularer Ebene ist Warmeenergie gleich Bewegungsenergie der
Molekiile. Der Ubergang von Bewegungsenergie auf benachbarte Atome/Molekiile heifit
Konduktion. (Es gibt hier mehrere Prozesse, Stofe, freie Valenzelektronen ...).

Auf der Kontinuumsskala macht man die (heuristische) Annahme, die Wéarme fliefst
in Richtung des groften Temperaturunterschieds. Wegen des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik natiirlich in Richtung kleinerer Werte. Dieses Modell bezeichnet man
als Fourier’sches Gesetz (1822):

¢“(x,t) = =AVT(x,t). (1.3)
Dabei ist
e \: Wirmeleitféhigkeit in [—=] =[],
o V1'(z,t) = (aa—gl(x,t), . %)T der Gradient von T'. Dieser steht senkrecht

auf den Hohenlinien C(c,t) = {x | T(z,t) = ¢} und zeigt in Richtung des grofiten
Ausstiegs. Die Einheit ist [£].



Der Materialparameter A ist im allgemeinen eine Matrix (Tensor 2. Stufe), der die
Wiérmeleitfdhigkeit richtungsabhéngig beschreibt (z.B. Metalle). In einem geeigneten
Koordinatensystem kann die Wérmeleitfahigkeit in jede Richtung durch eine Diagonal-
matrix beschrieben werden. Im allgemeinen gilt also

Mz) = R (2)D(z)R(z)

mit einer Diagonalmatrix D, d; > 0 und einer Rotationsmatrix K. Von einem isotropen
Tensor spricht man dann, wenn A(z) = k(z)I (I: Einheitsmatrix). Ist A(x) vom Ort
abhéngig so spricht man von heterogener Wéarmeleitfihigkeit, sonst heifst A\ homogen.

Konvektion: In Fluiden wird Wérme auch mit der Masse mitbewegt. Dies bezeichnet
man als konvektiven Wérmetransport:

¢ (z,t) = c(x)p(x)T (2, t)u(z, t). (1.4)

Dabei ist u(z,t) die Geschwindigkeit des Fluides an der Stelle (z,t) mit der Einheit
[2]. Der konvektive Fluss hat wie der konduktive Fluss die Einheit [-Z3].
Der Gesamtfluss ergibt sich durch Addition der beiden Einzelfliisse:

q(x,t) = ¢°(x. 1) + q'(2,1). (1.5)

Warmeleitungsgleichung
Einsetzen von (1.5)) in (1.2)) liefert die Warmeleitungsgleichung:

J(cpT)
ot

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, da hochstens zweite
Ableitungen vorkommen und diese Ableitungen mit Termen multipliziert werden, die
hochstens von x, nicht aber von T" abhéngen.

Zu dieser Gleichung benétigt man noch die Anfangsbedingung

+V - {cpuT —AVT} = f in Qx Y. (1.6)

T(z,a) =T,(z) (1.7)

und eine Vorgabe auf dem Rand 02 des Berechnungsgebietes. Hier gibt es verschiedene
Moglichkeiten:

T(x,t) = g(z,t) firzelp CoN (Temperatur, Dirichlet RB)  (1.8)
q(z,t) - v(r) = Q(x,t) firz e 'p=00\Tp (Flussvorgabe, Neumann RB) (1.9)

1.3 Typeinteilung

Partielle Differentialgleichungen erlauben keine einheitliche Theorie wie gewohnliche Dif-
feentialgleichungen. Stattdessen kann man eine Klassifikation in Typen vornehmen. In-
nerhalb eines Typs ist dann eine einheitliche Theorie moglich.
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Definition 1.2 (Typeinteilung). Gegeben sei die allgemeine lineare partielle Differenti-
algleichung zweiter Ordnung in zwei Raumdimensionen:

0*T 2T 92T
a(m, $2)8_ZL“% + 2()(1’1, I2)8x16m2 + C(;ph x2)8_x%_|_
oT oT
d(:m,a:z)—axl + 6(1’1,I‘2)8—$2 + flzr,22) = 0. (1.10)

heisst elliptisch im Punkt z = (21, 25) € Q falls a(x)c(z) —b*(z) > 0, hyperbolisch
im Punkt z falls a(x)c(z) —b*(x) < 0 und parabolisch im Punkt z falls a(z)c(z) —b?(z) =
0. Man spricht von einer elliptischen (hyperbolischen, parabolischen) Gleichung falls der
Typ in jedem Punkt x € Q elliptisch (hyperbolisch, parabolisch) ist.

Verallgemeinerungen dieser Definition auf n > 2 Raumdimensionen sind méglich (und
sinnvoll), allerdings ist die Klassifikation nicht vollstandig (d. h. es gibt lineare PDGL
in drei Raumdimensionen, die weder elliptisch, hyperbolisch noch parabolisch sind).

Je nach Typ benétigt man fiir eine Gleichung unterschiedliche Rand- und/oder An-
fangswerte, eine andere Losungstheorie und ander numerische Verfahren. Allerdings kann
man ein Verfahren fiir elliptische Gleichungen in der Regel sehr einfach auf parabolische
Gleichungen erweitern.

Die Warmeleitungsgleichung ist vom parabolischem Typ.

1.4 Elliptische Gleichungen

Im stationdren Zustand ist in der Warmeleitungsgleichung 7'(z,t) = T'(z), also T" nicht
mehr von der Zeit abhéngig. Ist zusatzlich der konvektive Wéarmetransport vernachlés-

sigbhar, so reduziert sich (1.6)) auf

—V-{AVT}=f in €, (1.11a)
T=g auf I'p C 09, (1.11Db)
—AVT - v=0Q auf I'p = 00\ I'p. (1.11c)

Dies ist eine elliptische PDGL mit ortsabhéngigem Leitfdhigkeitstensor A(z). Wir
beschranken uns in dieser Vorlesung ausschlieflich auf diesen Typ von Gleichung! El-
liptische Gleichungen heiften auch Randwertprobleme, da in jedem Punkt x € () eine
Randwertvorgabe gemacht werden muss.

Ist zusétzlich noch A(z) = I, so reduziert sich die Gleichung weiter auf die Poisson-
Gleichung:

~AT =f in €, (1.12a)
T = g auf FD, (112b)
_g_f _ auf [p = 90\ Tp (1.12c)

11



wobei A = V -V der Laplace-Operator ist. Ausgeschrieben lautet der Laplace-Operator

0? 0?

A .. '
02 T o

Ist schlieflich noch f = 0, so erhélt man die Laplace-Gleichung:

—AT =0 in Q (1.13a)

T = g auf I'p (113b>
or

-~ =Q auf Tp = 0Q\ T'p (1.13¢)
v

Dirichlet- und Neumann-Problem Oben wurde der Gebietsrand in zwei Teile fiir
Dirchlet und Neumann Randbedingungen partitioniert:

GQ:FDUFF und FDHFF:(D

Gilt T'p = 99 (und folglich T'r = 0)) so spricht man von Dirichlet-Problem, gilt hingegen
['p =09 (und folglich T'p = @) so spricht man vom Neumann-Problem.

Beim reinen Neumann-Problem ist die Losung nur bis auf eine Konstante festgelegt,
da mit T'(z) auch T"(z) = T'(z) + ¢ fiir jedes ¢ € R die Gleichung erfiillt. Zudem miissen
die Randwertvorgabe und der Quell/Senkenterm die Kompatibilitdtsbedingung

/fda::—/Ade:—/ VT -vds = Qds (1.14)
Q Q o0 o9

erfiillen.

1.5 Grundwasserstromung

Um die Allgemeinheit dieses Ansatzes zu zeigen, betrachten wir als ein weiteres Beispiel
die Stromung in einem voll gesittigten pordsen Medium (z.B Sandstein).

Das Wasser bewege sich mit der (vektoriellen) Geschwindigkeit u(z,t). Dann ent-
spricht der Massenerhaltungsgleichung:

O(®(x)p(z, 1))

+VAplz, ulz,t)} = flz,t) . (1.15)
ot —— —— —
Massen fluss Quellen/Senken

Dabei bedeutet
e O(x): Porositit des pordsen Mediums € [0, 1]. Die Porositét tragt keine Einheit.
e p(x,t): Massendichte in %,

e u(x,t): Filtergeschwindigkeit in .

12



Fiir die Filtergeschwindigkeit fand Darcy 1856 den Zusammenhang
K
u(z,t) = —;(Vp - pG) (1.16)

mit den folgenden Grofsen

p(x,t): Druck in [Pa) (Pascal). Es gilt [Pa] = [25] = [2%].

m?2 ms?

K (xz): absolute Permeabilitit (Leitfihigkeit) in [m?]. Wie die Wirmeleitfihigkeit
ist dies eine symmetrisch positiv definite Matrix.

e 1: Dynamische Viskositit der Fliissigkeit in [Pa s].

e (G: Vektor, der in Richtung der Gravitation zeigt und als Betrag die Erdbeschleu-
nigung besitzt, also G = (0,..., —9.81) mit der Einheit [%].
Im inkompressiblen Fall (p = const) erhélt man die elliptische Gleichung:
K
pP=yg auf I'p, (1.17Db)
u-v=U auf I'p = 00\ I'p. (1.17¢)

Obwohl V - {pQ%G} = 0 darf man den Term nicht einfach streichen, da dann die
Randbedingungen nicht mehr passen! Bei Grundwasserproblemen formuliert man oft
p

in die ,,Piezometerhéhe” h(x) = Slar + o um (dann sind auch die Randbedingungen

entsprechend zu transformieren).

Geothermie Hiermit sind wir nun in der Lage ein Modell fiir eine Geothermieanlage zu
formulieren. Dabei sind nun sowohl die Bewegung des Wassers als auch der Transport
der Warme zu berechnen. Es handelt sich also um ein System von zwei gekoppelten
Gleichungen:

Veu=f, u= —%(Vp — 0u(T(z,1)G) inQx3 (1.18)
d(ce0.T)
ot

Die obere Gleichung beschreibt die Bewegung des Wassers und die untere Gleichung
den Transport der Warme. Die Geschwindigkeit des Wassers u geht in den konvektiven
Transport der Wéarme ein. Beriicksichtigt man die Temperaturabhéngigkeit der Dichte
p, so ist auch die obere mit der unteren Gleichung gekoppelt. Allerdings wurde hier
diese Abhéngigkeit nur im Auftriebsterm beriicksichtigt (das nennt man Boussinesq-

+V-q+g T=g", q=cwou(T(x,t))ulT —AVT inQx¥ (1.19)

Approximation).
Die Gleichungen sind zu ergidnzen um die Rand- und Anfangsbedingungen:
p= auf T (1), w-v=U auf TW(t), (1.20)

T = auf ['8(t), q-v=Q(T x,t) auf TE(1), T(z,a) =T,(x). (1.21)

13



Helmholtz-Term In Gleichung taucht der zusitzliche Term ¢~ T (z,t) in der
Energieerhaltung auf, der folgendermafsen zustande kommt. Wird an einer Stelle Wasser
abgesaugt (Senke) so verschwindet damit auch die Wérmeenergie dieses Wassers. Die
mit dem Abfluss dieses Wassers verschwindende Energie héngt natiirlich von dessen
Temperatur ab und betrégt

g (z, )T (x,t) = c(z)p(x)r(z,t)T(x,t) (1.22)

wobei 7(z,t) die Stirke des Abflusses in der Einheit [s~!] beschreibt. Da dieser Term
auch in der sog. Helmholtz-Gleichung auftaucht nennen wir ihn Helmholtz-Term.
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2 Variationsformulierung

2.1 Aufgabenstellung

Wir betrachten in dieser Vorlesung die elliptische partielle Differentialgleichung

~V - {AVu} + apu = Z O;(ai(2)0pu) + ap(z)u = f  in QCR” (2.1a)
i,k=1

u=g auf I'p C 09 (2.1b)

—(AVu) - v =gq auf I'p = 0Q\T'p (2.1c)

mit der unbekannten Funktion u : 2 — R. Dabei haben wir 0; = 7 als Abkiirzung
verwendet. A(x) fiir x € {2 bezeichnet eine positive n x n-Matrix mit den Komponenten
a;x(x) und ag : 2 — R bezeichnet eine nichtnegative Funktion.

Als klassische Lisung dieser Gleichung bezeichnet man Funktionen

u € C*(Q)NCOQ) falls I'p = 09 (reines Dirichlet Problem), bzw.
u € C*(N)NCHR) falls I'p = 02 (reines Neumann Problem),

welche (2.1a) in jedem Punkt z €  sowie die Randbedingung (2.1b) oder (2.1c) in

jedem Punkt x € 02 identisch erfiillen.

Finite Differenzen Verfahren, siehe [Hac86l Bas08|, zur numerischen Lésung basieren
auf Taylorreihenentwicklung und erfordern die noch hhere Regularitit u € C*(Q), um
Konvergenz mit einer ausreichenden Qualitéit zu garantieren.

Dass diese Regularitdat im allgemeinen nicht gegeben ist, zeigt:

Beispiel 2.1 (Einspringende Ecke). Betrachte das (parameterabhéngige) Gebiet Qg =
{(r,p) | 0<r<1A0<@<®}fiir0< P <27 Hierbei sind (r, ) Polarkooridina-
ten.

Iy
Die Funktion u(r, ¢) = r# -sin(pZ) 16st die Glei-
chung
0) Au=0 in €,
u = sin(gp%) auf 0€).

Abbildung |1| weiter unten zeigt die Funktion v fiir & = gw. Fir 7 < ® < 27 (nicht
konvexes Gebiet) gilt 3 < Z < 1 und damit g—ﬁ(o,gp) = oo, somit also u ¢ C'(Q) !
Nichtsdestotrotz ist u eine klassische Losung wie oben eingefiihrt.

Beweis: Transformation der Gleichung auf Polarkoordinaten und einsetzen, siche Ubungs-

aufgabe. ]

Das Beispiel zeigt ausserdem: Die Regularitdt der Losung héngt von der Form des
Gebietes (2 ab.
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Abbildung 1: Die Singularitdtenfunktion fiir & = %7‘(‘.

2.2 Charakterisierungssatz

Wir stellen zunéchst einen allgemeinen, abstrakten Rahmen fiir die unten folgende Va-
riationsformulierung des Randwertproblems her.

Sei V' ganz allgemein ein linearer Raum iiber dem Korper R (auch Vektorraum ge-
nannt. In unserer Anwendung sind das Funktionen, der Charakterisierungssatz gilt aber
allgemein). In V ist also die Addition von Elementen sowie die Multiplikation mit einer
reellen Zahl (Skalar) erklart und die Menge ist abgeschlossen unter diesen Operationen.

Weiter fithren wir eine sogenannte Bilinearform

a:VxV-—-R (2.2)
als stetige Funktion mit den Eigenschaften

a(u+v,w) = alu,w) + a(v,w) alu,v+w) = a(u,v) + a(u,w) w,v,w eV (2.3)

a(ku,v) = ka(u,v) a(u, kv) = ka(u,v) u,veVkeR.
(2.4)

ein.
Gilt fur a zusatzlich

a(u,u) >0 fir alle uw € V| u # 0 (Positivitét), (2.5)
a(u,v) = a(v,u) fir alle u,v € V' (Symmetrie). (2.6)

16



so nennt man die Bilinearform symmetrisch und positiv (definit).
Ein Beispiel fiir eine solche Bilinearform ist das Skalarprodukt in einem Vektorraum.
Schlieflich heifit eine stetige Funktion

I V-oR
lineares Funktional (oder Linearform) auf V, falls gilt
lu,v) =1(u) +1(v) Yu,v eV  und  I(ku) =Fkl(u) YueV,keR.

Man kann zeigen, dass die Menge aller linearen Funktionale tiber V' selbst wieder ein
linearer Raum ist. Statt [(v) verwendet man héufig auch die Schreibweise (I, v).
Damit sind wir in der Lage, den Charakterisierungssatz zu formulieren.

Satz 2.2 (Charakterisierungssatz). Gegeben sei eine symmetrische und positive Biline-
arform a : V' x V — R sowie eine Linearform [ : V' — R. Die Grofe (Funktional)

J(v) :== %a(v,v) —(v) (2.7)

nimmt ¢n V' ihr Minimum genau dann bei u an, wenn
a(u,v) = l(v) fir allev e V. (2.8)

Aufterdem gibt es hochstens eine Minimallosung.
Beweis: Gegeben seien u,v € V und t € R. Dann gilt

Tu+ to) = %a(u 0,1+ t0) — (u+ to)
= 1[a(u, u) + 2ta(u, v) + t2a(v,v)] — l(u) — tl(v)

2 (2.9)

1 L,
= galu,u) = U(u) + tla(u, v) = (V)] + 5t%a(v, v)

= J(u) + tla(u,v) — l(v)] + %tQa(v,v).

» = “u €V (Annahme!) sei Minimum des Funktionals J. Dann muss fiir jedes v # 0
die Ableitung der Funktion h(t) = J(u + tv) bei t = 0 notwendig verschwinden. Wegen

(2.9) gilt

dh d 1
— = —[J(u) + tla(u,v) — I(v)] + =t?a(v,v)] = a(u,v) — (v) + ta(v,v)
dt dt 2
und damit ist zu fordern: 7
im0 = alu,v) = 1(v) =0,

also (2.8]). Es liegt ein Minimum vor, da

d*h
Ehzo =a(v,v) >0 fiir v # 0 (Positivitat).
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,» <= “ w erfiille (2.8). Dann gilt nach Einsetzen in (2.9)
1
J(u + tv) :J(u)+§t2a(v,v) > J(u)  Vt#0,v#0,

also liegt bei u ein Minimum vor.
Die Eindeutigkeit ergibt sich durch Riickfithrung auf einen Widerspruch. Angenommen
es liegt ein weiteres Minimum bei v’ # u vor. Mit v = v’ — u # u gilt

JW)=JWw +u—u)=Ju+ W —u) > J(u),
und somit ist u’ kein Minimum im Widerspruch zur Annahme. 0

Bemerkung 2.3. Fiir den Charakterisierungssatz ist nur die Vektorraumsstruktur er-
forderlich. Er gilt also in RY genauso wie in Funktionenriumen.

Bemerkung 2.4. Der Satz sagt nicht, dass es immer ein u € V gibt, welches J(v)
minimiert. Er sagt nur

1. w ist Minimum von J(v) <= a(u,v) = [(v) Yv € V.

2. Wenn es ein Minimum gibt dann ist es eindeutig.

2.3 Darstellung der Randwertaufgabe als Variationsproblem

Wir werden nun das Randwertproblem (2.1a)) in eine dquivalente Minimierungsaufgabe
iiberfithren.

Reduktion auf homogene Randbedingungen

Dies wird jedoch nur fiir homogene Dirichlet-Randbedingungen g = 0 gelingen. Dies ist
jedoch keine Einschriankung, wie folgende Uberlegung zeigt.
Es sei das Randwertproblem

-V - {AVu} + agu = f in
u=g auf 0f)

zu losen. B

Es sei ausserdem eine Funktion v/ € C?(Q) N C°(Q) mit «'|so = g (g: Randwerte)
bekannt (Ob dies moglich ist hdngt von g ab).

Mit dem Ansatz v = v’ + w ergibt sich aufgrund der Linearitét

-V A{AVW +w)} + ap(v +w) = f in Q
& —V - {AVw} + apw = f+ V- {AVU'} — aptd/,

also eine Gleichung der selben Form fiir w mit einer neuen rechten Seite f' = f 4+ V -
{AVU'} — ap’. Fiir die Randwerte von w gilt

uW+w=g & w=g—u =0 auf dN.
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Variationsformulierung

Im folgenden benétigen wir die Green’sche Formel, im Prinzip die Verallgemeinerung der
partiellen Integration in mehrere Raumdimensionen. Fiir beliebige Funktionen v, w €

CHQ) N COQ) gilt
/&-wvdm = —/w@ivdx—l—/wvuids (2.10)

Q Q o0
wobel v; die i-te Komponente der dufseren Einheitsnormale an das Gebiet (2 ist.

Es sei nun v € C'(Q) N C°N) eine sogenannte Testfunktion mit v = 0 auf ON.
Multiplikation von (2.1a)) auf jeder Seite mit v und Integration iiber das Gebiet liefert:

/(Lu)vdx:/[—v-{AVu}+a0u] vdx:/fvdx.

Q Q

Anwendung der Green’schen Formel liefert dann

/[—V {AVu} + apujvdr = /fvdx

Q Q
@/—Z@-(Z@ikﬁku)v+aouvdx:/fvdx
o =l k=l o

& — /@(@ikﬁku)vdw—i—/aouvdx = /fvd:v

i=1 k=1

o N N (2.11)
& —Z —/aikaku&-vdx—l—/aikﬁkuvuids +/a0uvdm:/fvd:1:

=1 k=1 Q 89 Q Q

3

@ik O u0;v + aguv dr = /fvdx
Q

& /(AVU) - Vv + apuv dx = /fv dr.
0 0

Hier haben wir benutzt, dass v = 0 auf 0f2.
Der Ausdruck

i=1 k=1

a(u,v) = /Z Z a0, u0;v + aguv dx (2.12)
-

stellt eine symmetrische und positive Bilinearform dar. Die Symmetrie sieht man unmit-
telbar, die Positivitdt werden wir weiter unten zeigen.
Dariiberhinaus ist die rechte Seite

l(v):/fvd:c (2.13)
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eine Linearform.
Mit diesem Wissen folgt dann der

Satz 2.5. Wir betrachten den Raum der Funktionen
V={vel*(Q)NC’Q)|v=0auf 9Q}.
Es sei u € V' Losung des Randwertproblems

Lu = -V - {AVu} + aquv = f in Q,
u=20 auf 0€).

Dann ist u auch Losung des Variationsproblems
J(v) = za(v,v) — l(v) — min

unter allen Funktionen in V.

Beweis: Wegen (2.11]) gilt:

a(u,v) —1l(v) = /[—V {AVu} + apu — fludz =0

fiir alle v € V. Da a symmetrisch und positiv ist der Charakterisierungssatz anwend-
bar und es folgt, dass v Minimum des zugehorigen Variationsproblems ist. O

Bemerkung 2.6. Es gilt auch die Umkehrung. Sei v € V Losung des Variationspro-

blems, dann ist u eine klassische Losung des Randwertproblems.

Beweis: u 16st das Variationsproblem, also a(u,v) — l[(v) = 0 Yv € V. Mit folgt

dann [[Lu — fluvdz = 0 und damit Lu = f in Q. O
Q

Bemerkung 2.7. Dirichlet-Randbedingung muss man bei der Variationsformulierung
explizit in den Funktionenraum einbauen. Sie heifsen daher auch essentielle Randbedin-
gungen (engl.: essential boundary conditions). Unten werden wir sehen, dass Neumann-
Randbedingungen sich in der Variationsformulierung ganz einfach behandeln lassen. Sie
heifen daher auch natiirliche Randbedingungen (engl.: natural boundary conditions). [J

2.4 Dirichlet’sches Prinzip

Am Minimum v € V gilt fiir das Funktional

T(w) = Sa(u,u) — 1(w) = 21(w) — 1(u) = —~1(u)
2 2 2
da ja a(u,v) = I(v) insbesondere auch fiir u (aus V) gilt.
Dirichlet argumentierte dann so: Da J(v) nach unten beschrankt ist nimmt das Funk-
tional sein Minimum fiir ein « € V an. V ist die Funktionenmenge iiber die minimiert
wird. Dies ist aber im allgemeinen falsch wie folgendes Beispiel zeigt:
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1
Beispiel 2.8. Es sei nun J(v) = [v*(t)dt, also ein viel einfacheres Funktional. J sei zu
0

minimieren iiber der Menge V = {v € C°[0,1] | v(0) = 1 Av(1) = 0}.
Wegen J(v) > 0 ist J offensichtlich nach unten durch 0 beschrankt. Wir betrachten
die Folge
1

4
3
—
~
N—
Il
——
—_
|
3
~
~
VAN
S|=3=

(@)
3|

Fiir diese Folge gilt
1. v, e VfiralleneN
2. J(vn) < J(v) fiir alle n >m

3. lim v, ¢ V, denn es ist

n—oo

. 1 =0
Voo(®) = lim v, = { 0 sonst

Mit einer Folge v, € V muss also nicht unbedingt auch der Grenzwert lim,, ., in V'
liegen. Réaume, fiir die dies doch der Fall ist, nennt man wvollstindig. So sind etwa die
reellen Zahlen R vollstdndig, die rationalen Zahlen Q jedoch nicht. Vollstdndige Rdume
kann man dadurch erzeugen, dass man die Grenzwerte aller moglichen Folgen zu einem
unvollstdndigen Raum hinzufiigt. Diese Konstruktion nennt man Vervollstindigung.

In obigem Beispiel ist das Problem, dass der Raum C([0, 1]) nicht vollsténdig ist

1

beziiglich der Norm |[|u]|| = [ w?(¢)dt. C°([0,1]) ist hingegen vollsténdig beziiglich der
0

Norm ||u||co(q) = sup,eq |u(z)|. Es kommt also auf die richtige Kombination von Funk-

tionenraum und Norm an.
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3 Sobolev-Raume

Das Dirichlet’sche Prinzips fiihrte auf folgendes Problem:
Bei der Minimierung von

J(v) = /v2(t)dt iiber vV ={vecC’01] {U(O) =1A0(1) =0}

gibt es Minimalfolgen (vy,),, oy, so dass
e J(v,) < J(vy) fir n > m und
o lim, .o J(v,) = J*, da J(v) > 0 (nach unten beschrénkt).
e Aber v* :=1lim, . v, ¢ V.

Dies liegt daran, dass der Funkionenraum V' nicht ,yollstdndig“ beziiglich einer mit
dem Funktional kompatiblen Norm ist. Die Situation ist analog zu Folgen rationaler
Zahlen, deren Grenzwerte in R\ Q sein konnen.

Die Losung des Problems liegt darin, geeignete Funktionenrdume zu wéhlen, die be-
ziiglich einer kompatiblen Norm vollstédndig sind.

Die fiir unsere Zwecke geeigneten sogenannten Sobolev-Réume werden wir in diesem
Abschnitt einfiihren.

3.1 Der Raum L,(2)

Basis der Sobolev-Réume ist der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen:

Ly()=<qv:Q—R

!ﬁ@mmx<m

Die Integration wird hier im Sinne von Lebesgue (statt Riemann) verstanden (der Buch-
stabe L steht zu Ehren von Lebesgue). Dabei werden zwei Funktionen w, v identifiziert,
falls sie sich nur auf einer Nullmenge (oder auch Menge vom Maf 0) M C €2 unterschei-
den. Im R? sind z.B. abziéhlbare Punktmengen, Linien und Flichen Nullmengen.

Mit dem Skalarprodukt

wmhf_/u@w@yu (3.1)

wird Lo(2) ein Hilbertraum mit der Norm

[ullz, = v/ (u,u)L,. (3.2)

Hilbertraume sind insbesondere vollstandig. Die Vollstandigkeit eines Raumes wird iiber
Cauchy-Folgen definiert.
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Vektorraum V, K
(linearer Raum)

vy &alarprodukt (,):VxVoK
1 =00

normierter Raum . Pra-Hilbertraum
Vollstandigkeit Vollstandigkeit
I =+() .
Banachraum Hilbertraum

Abbildung 2: Zusammenhang der Definition verschiedener Rdume in der Funktionalana-
lysis. Die Pfeile sind im Sinne einer ,,ist-ein“-Relation zu verstehen.

Sie V' ein normierter Raum, d. h. ein Vektorraum mit der Norm ||.||y,. Dann heifst eine
Folge (v;),cy Cauchy-Folge, genau dann wenn

Ve>0:IN eN:Vm,n>N:||v, —v.llvy <e

Die Besonderheit dieser Definition ist, dass der Grenzwert dieser Folge in der definition
nicht auftaucht. Insbesondere kann es vorkommen, dass der Grenzwert zwar existiert,
aber nicht in V ist.

Bei einem vollstdndigen Raum kann dies nicht passieren, denn man definiert: Der
Raum V' heift vollstdndig beziiglich der Norm |||y, falls jede Cauchy-Folge in V' auch
einen Grenzwert in V' besitzt.

Die Abbildung [2] zeigt den Zusammenhang zwischen verschiedenen Eigenschaften von
R&umen. Ausgangspunkt ist der Vektorraum {iber einem Korper K, also einer Menge
mit den Operationen + : V xV — V und - : K x V — V, die gewisse Eigenschaften
erfiillen. Ist auf dem Vektorraum V zusétzlich ein Skalarprodukt definiert, ist V' auch
ein Pra-Hilbertraum; ist auf V' eine Norm definiert, so ist V' ein normierter Raum. Da
jedes Skalarprodukt in kanonischer Weise mittels ||.|| = 1/(.,.) eine Norm definiert, ist
jeder Pra-Hilbertraum auch ein normierter Raum. Ist V' normiert und vollsténdig, so
ist V' Bachraum. Hat man auf V' ein Skalarprodukt und ist V' vollstéandig, so ist V' ein
Hilbertraum.

Beispiel 3.1. Beispiele fiir Hilbertraume sind
e R” mit dem Euklidschen Skalarprodukt (z,y) = >0 | z;y;.

e L5(Q) mit dem Skalarprodukt (u,v), = [u-vd.
Q

Hingegen sind die Funktionenriume C*(Q) keine Hilbertriume (aber Banachriume). [J
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Lemma 3.2. In jedem Vektorraum V mit Skalarprodukt (.,.)y und Norm |.|[y =
V (., .)v gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

@ y)v| < llzllv [lyllv-

3.2 Der Raum H™(Q)

Die uns interessierenden Funktionenrdume erfordern zuséatzlich die Existenz partieller
Ableitungen. Diese werden allerdings in spezieller Art und Weise definiert.

Definition 3.3 (Schwache Ableitung). Die Funktion u € Ly(€2) hat die schwache Ab-
leitung v = 0%u € Ly(), falls

(¢7 U)LZ = (_1>Ia|<aa¢>u>L2 fir alle (b € COOO<Q) (33)
Hierbei ist
e o= (ag,...,q), a; € Ny ein Multiindex und es werden folgende Abkiirzungen
eingefiihrt:
o™ o%n
oY =0"...00" = lal =1+ ...+ ay.

. n — ax?l o e W,
o (C™(Q) ist die Menge der beliebig oft differenzierbaren Funktionen und

o C5°(02) € C*(Q) ist der Unterraum von Funktionen, die nur auf einer kompakten
Teilmenge von €2 von Null verschiedene Funktionswerte annehmen. Die Menge
Tr(u) = {z € Q|u(z) # 0} heilt auch Tréager von u und C§° die Menge der
Funktionen mit kompaktem Trager. Im R" ist eine Teilmenge kompakt wenn sie
abgeschlossen und beschrankt ist. Folgende Abbildung illustriert das Konzept einer
kompakten Teilmenge.

O

Die Definition ist folgendermafen motiviert. Fiir eine im klassischen Sinn differenzier-
bare Funktion u und eine Funktion ¢ € C3°(Q2) gilt (partielle Integration):

/81ugbda:: —/u81¢dx+/u¢y1 ds
Q

Q [2}9]
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Der Randterm verschwindet, da ¢ = 0 auf 092 wegen dem kompakten Trager. Oben wird
nun v die partielle Ableitung von u genannt, falls

/vgbdx:—/ualgbdx Vo € C5°(Q).
Q Q

Obige Definition ergibt sich dann durch mehrfache Anwendung.

Nimmt man als Definition der Ableitung so spielt eine , Nichtdifferenzierbarkeit*
auf einer Nullmenge keine Rolle mehr. Z.B besitzt eine stiickweise lineare Funktion
eine schwache Ableitung. An den Knickstellen ist der Wert der Ableitung egal, da die
Abénderung der Funktion auf dieser endlichen Menge von Punkten im Lebesgue-Integral
keine Rolle spielt (siehe Abbildung |3)).

Wert egal

Abbildung 3: Schwache Ableitung einer stiickweise linearen Funktion.

Nun sind wir in der Lage, die Sobolev-Rédume zu definieren.
Definition 3.4 (Sobolev-Raume). Fiir ganzzahliges m > 0 bezeichnet
H™(Q) = {u € Ly(Q) | 0%u € Ly(Q) existiert V|a| < m}

den Sobolevraum der Ordnung m.
Auf H™(Q) definiert man weiter das Skalarprodukt

() = Y (0°u,0°) o) (3.4)
|| <m
und die zugehorige Norm lautet:

lall = Vs wm = | S ll0vul?,q. (3.5)

|a| <m

Neben der Norm betrachtet man auch die Grofe

Ul = Z HaaU”%Q(Q)a (3.6)

|a|=m
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welche alle Eigenschaften einer Norm aufser |u| = 0 = u = 0 erfiillt und daher Seminorm
genannt wird.

H™(Q) ist ein Hilbertraum. Der Buchstabe H steht zu Ehren von David Hilbert. O
Speziell fiir m = 1 lautet das Sobolev-Skalarprodukt

ou (%
(u, v)l—/u vd:)s+2/ax 81’

Q

Dies entspricht genau unserer Bilinearform a(u,v) fir A =1 und a9 = 1.
Man kann alternativ die Sobolev-Radume auch iiber den Prozess der ,Vervollstandi-
gung” definieren.

Satz 3.5. Sei 2 C R” offen mit stiickweise glattem Rand und es sei m > 0. Dann ist
C>*(Q) N H™(Q) dicht in H™(Q). O

Die Vervollstandigung von C*°(2) N H™(2) beziiglich der Norm |||, gibt gerade
wieder den H™(£2) bei beschrianktem €.

Hat man Funktionen, die Nullrandbedingungen erfiillen, kann man folgende Vervoll-
standigung betrachten.

Definition 3.6. Die Vervollstandigung von C§°(€2) beziiglich der Norm ||.||,,, ergibt den
Raum H["(Q). O
H{"(Q) ist ein abgeschossener Unterraum von H™(2). Die Funktionen in HJ"(€2), m >
0 sind im verallgemeinerten Sinne Null auf 0€). Es ergibt sich das folgende Bild:
Ly(Q) = H°Q) D HY Q) D H*(Q) D
I U U
HY(Q) D Hij(Q) D HFQ) D

In HJ'(Q) ist die Seminorm |[.|,, sogar eine Norm, da aus |u|,, = 0 wegen der Null-
randbedingungen u = 0 folgt.

3.3 Poincaré-Friedrichsche Ungleichung

Zwei Normen, hier |.|,, und ||.||,», heifien dquivalent, falls es Zahlen a,b € R;a,b > 0 gibt
mit:
bllullm < fulm < allullm — Vu € Hy ().
Wegen [|ull2, = >, < [[0%ull§, ist die rechte Ungleichung mit a = 1 sofort erfiillt.
Im Spezialfall m = 1 wiére fiir die linke Ungleichung zu zeigen:

b* <HUHS Yy H31UH3> < > llowull3-
=1 =1

-~

lull? =|ul?

Insbesondere ist also ||ul|p durch |u|; abzuschétzen. Hierzu dient
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Satz 3.7 (Poincaré-Friedrichsche Ungleichung). Sei €2 in einem n-dimensionalen Wiirfel
der Kantenlédnge s enthalten. Dann gilt

|v]lo < s]vl; fiir alle v € Hy(9). (3.7)

Beweis: C5°(Q) ist dicht in H} (), es geniigt daher die Aussage fiir v € C5°(Q2) zu
zeigen. Nach Voraussetzung ist Q@ C W = {(xy,...,2,)|0 < x; < s}. Weiter kann v = 0
auf W\ Q mit Null fortgesetzt werden.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sagt (etwas umgestellt)

1

v (X1, T, ..., Ty) = v(O,zz:Q,...,xn)+/81v(t,x1,...,:vn) dt.

@ —0dav=0 0
auferhalb €.

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert:

T 2

|U(I’)|2 = /1'81U(t,a72,...7$n) dt S

0

1 x1 x

/Pdt./yalv(t,xQ,...,xn)detg 3-/]8111(t,x2,...,xn)|2dt
0 0 0

N " Ny - J/ Ny - J/

||1||g ||8IUH(2) unabhéngig von 1!

Schlieflich ergibt sich unter Verwendung von diesem Zwischenresultat:

HU||(2):/|U($)\2d93=/.../\v(m)|2d:v1... dr
w 0 0
~———

von oben

n+1 Integratlonen

/ 0
:/...//|81v(t,32,...,xn)|2dt~S~/1dx1 dxsy ... dx,
0 0 0

0
——

S

S S
—32/.../|811)(x1,m2,...,mn)|2da:1da72 ... dx,
0 0

= s / || ?dr < s*v)?.

w

IN

o\

s/ |Ow(t, 2o, ..., x,) P dtday ... dx,
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Das Ganze lasst sich per Induktion auch auf m > 1 erweitern, d.h. auch |.|,,, und ||.||,
sind auf HJ*(2) dquivalent.

Bemerkung 3.8. Es geniigt fiir den Beweis, dass die Funktion v nur auf einem Teil des
Randes Nullrandwerte annimmt. Hier sind das die Punkte {x € 0Q |Vy € 0Q : x1 < 1},
im allgemeinen bei stiickweise glattem Rand auf einer Menge mit positivem n — 1-
dimensionalem Mafs. OJ
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4 Losbarkeit des Variationsproblems

4.1 Der Satz von Lax-Milgram

Der Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Variationsproblems aus
Satz gelingt nun in den geeigneten Funktionenrdumen.

Wir zeigen zunéchst ein allgemeines Resultat, das wir dann auf unser konkretes Va-
riationsproblem anwenden werden.

Definition 4.1 (Eigenschaften der Bilinearform). Sei H ein Hilbertraum mit der Norm
||| und a : H x H — R eine Bilinearform.
a heift stetig, wenn mit einem C' > 0 gilt:

la(u,v)] < C|lu||||v] fir alle u,v € H.

Ein symmetrisches, stetiges a heiftt H-elliptisch (kurz: elliptisch, koerziv), falls mit
einem o > 0 gilt:

a(v,v) > allv||? fiir alle v € H. (4.1)
Fiir stetige, symmetrische und elliptische Bilinearformen sind |||z und ||.||. = \/a(.,.)
aquivalente Normen. 0

Damit konnen wir nun den entscheidenden Satz formulieren:

Satz 4.2 (Lax-Milgram). Sei V eine abgeschlossene, konvexe Menge in einem Hilber-
traum H. a : H X H — R sei eine elliptische (und damit stetige, symmetrische) Biline-
arform. Fiir jedes lineare Funktional [ : H — R hat das Variationsproblem

J(v) = 5&(1),1}) — l(v) — min!

dann genau eine Losung in V.
Beweis: Zunéchst zeigen wir, dass J nach unten beschrinkt ist. Fiir Linearformen gilt
[(v) < L||v||Vv € H (die Norm ist immer |.||z), also zusammen mit der Elliptizitét:

1 1 LZ L2
J(v) > = L. = — L2 - = > -
(v) 2 vl lll = 5 (adloll = L)7 = 5~ = =5~

Setze ¢; = inf{J(v)|v € V}. ¢; ist also die grofste untere Schranke. Sei (vy,)nen eine
Minimalfolge in V' (d.h. J(v,) < J(v,) Vn > m) Dann ist
o[ — V|? < a(Vn = Vi, Vp — Um) = a(Vp, V) — 20(Vp, Vi) + a(Vp, V)
) — 4l(vy) — 4l(v) + 4l(v, + vy)
(U + )]

4a(vn~gvm ’vnévm )_Sl(’vn‘g’um)

= 2a(vp, Vn) + 2a(Vp, V) — a(Vy + U, Uy + O
=4J(v,) + 4T (V) — [a(Vn + Vi, Uy + V) — 41

(-

Uy, + U

= 4T (va) + 4 (v) = 8T (=)

< 4J(v,) +4J(vy) — 8cy.
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Da (v,) Minimalfolge, gilt J(v,), J(v,) — ¢ und somit also ||v, — v,|| — 0. Also
ist (v,) eine Cauchy-Folge in H und es existiert v = lim v, in H da H vollstandig ist.

Da V' abgeschlossen ist auch u € V. Da J stetig ist, gilt auch J(u) = lim J(v,) =
infvev J(’U) = (1.

Findeutigkeit: Seien ul, ug, u; # us zwei Losungen des Minimierungsproblems. Die Folge
Uy, Ug, Up, U, . . . ist eine Minimalfolge. Da jede Minimalfolge eine Cauchy-Folge ist, muss
|ur — usg|| = 0 sein, also u; = us,. O

Bemerkung 4.3. Wir betrachten den Spezialfall a(u,v) = (u,v)y, wobei (u,v)y das
Skalarprodukt des Hilbertraumes ist, und setzen V = H.

Zu jedem linearen Funktional [(v) existiert nach Lax-Milgram eine eindeutige Losung
uy, so dass dann nach dem Charakterisierungssatz

(u,v)g =1l(v) YveV =H.
Jedes lineare Funktional iiber einem Hilbertraum lasst sich also mittels
[(v) = (w,v) darstellen.

Dies ist der Darstellungssatz von Riesz. Umgedreht ist natiirlich fiir jedes v € H [(v) :=
(u,v)p, ein lineares Funktional. Jedes lineare Funktional auf H kann also mit einem
Element des Hilbertraumes identifiziert werden. Mann schreibt deshalb oft auch (I, v)

statt [(v).
Schliefslich kann der Satz von Lax-Milgram auch auf unsymmetrische Bilinearformen
verallgemeinert werden. Dies erfordert jedoch eine andere Beweistechnik. O]

4.2 Anwendung auf das Dirichletproblem

Wir weisen nun die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram fiir unsere elliptische
Differentialgleichung mit Dirichlet-Randbedingungen nach.

Zunéchst fithren wir fiir die Losung des Variationsproblems den Begriff der schwachen
Losung ein.

Definition 4.4 (Schwache Losung). Eine Funktion v € Hj(2) heift schwache Losung
der Randwertaufgabe mit homogenen Dirichletrandbedingungen

-V -{AVu}=f inQ

4.2
u=0 auf 00, (42)

wenn mit der Bilinearform a(u,v) = [(AVu) - Vv dz die Gleichungen
0

a(u,v) = (f,v)e Yv € H(Q)

gelten. Der H} () ist erforderlich, da die Nullrandbedingungen in den Ansatzraum ein-
zubauen sind. O

32



Um die Existenz einer schwachen Losung zu beweisen, bendtigen wir noch eine Vor-
aussetzung an die Koeffizienten des elliptischen Randwertproblems.

Definition 4.5 (Gleichméfbige Elliptizitat). Ein elliptischer Differentialoperator der Ge-
stalt Lu = —V - {AVu} heifit gleichméfig elliptisch, wenn es eine Zahl o > 0 gibt, so
dass

T A(2)E > al|€])? fir alle £ € R" und z € Q. (4.3)
Dies bedeutet, dass die Eigenwerte von A auch gegen den Rand hin von Null weg be-
schrankt bleiben miissen. U

Aufterdem setzen wir voraus, dass die Eintridge von A beschrinkte Funktionen auf €2
sind.

Satz 4.6 (Existenzsatz). Der Differentialoperator in (4.2) sei gleichméfig elliptisch.
Dann existiert stets eine eindeutige schwache Losung v € H(Q) von (4.2)). Diese ist
auch Losung des Variationsproblems.

1

éa(v, v) — (f,v)o — min. (4.4)
Beweis: Nach dem Charakterisierungssatz ist (4.4) dquivalent zum Variationsproblem.
Dessen Losbarkeit sichert der Satz von Lax-Milgram. Da Hj () ein Hilbertraum ist, sind
als weitere Voraussetzungen nur noch die Stetigkeit und Elliptizitdt der Bilinearform a
nachzuweisen.

Stetigkeit der Bilinearform. Wir schitzen ab

la(u,v)| = |Z/aivk81»uc9kv dr| < Z | /aivk&»u{?}gu dz|
i,k

k A Q

N
D=
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Wegen |u|; < ||lu||; gilt also
la(u, v)| < C|lulli|lv]l fiir alle u,v € Hy(S2).

Elliptizitat der Bilinearform. Betrachte Punkt x € 2, dann gelten wegen der gleichmé-
figen Elliptizitat:
(A(z)Vu(x)) - Vo(z) > aVu(x) - Vo(x).

Integration liefert dann
a(v,v) = /(AVU) -Vodz > a/Vv -Vodr = alv]i.
0 Q
Mit der Poincaré-Ungleichung [[v]|2 < s?|v|? fiir v € H}(Q) gilt dann
lllf = Nloll§ + vli < vl + Jvfi = (s* + Dlolt

also
1

Vs2+1

Damit erhalten wir dann die Elliptizitit der Bilinearform:

[o]ly <ol

«
1+ 52

a(v,v) = vl

Bemerkung 4.7. Obiger Beweis lasst sich auf die Gleichung

—V - {AVu} +ap(z)u=f in
u=0 auf 0Q
fiir beschranktes und nicht negatives ag(x) verallgemeinern. Fiir den zusétzlichen Term

in der Stetigkeit gilt

/ aouv dz| < ¢ / ful Jol dz < cllallo vlo < elull 1ol
Q Q

Fiir den zusétzlichen Term in der Elliptizitat erhalt man

/a0v2 dx > 0.

Q
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4.3 Anwendung auf die Neumann’sche Randwertaufgabe

Wie wollen nun die Gleichung

-V -{A(@)Vu} + ap(x)u = f in Q,

—(A(x)Vu) v =g auf 90, (4.5)

also Flussrandbedingung, betrachten. Im Gegensatz zu oben sei ag(z) > ap > 0 fir alle
x € .
Mit dieser Annahme wird die Bilinearform auf ganz H'() elliptisch:

/(AVU)-VU+aOUvdx > a/Vv~Vvdx+0zo/v-vd:E
0 0 0
> min(a, ap) /vv + Vo - Vo dz = min(a, ag)||v||7.
0

(4.6)

Die Linearform des zu (4.5)) gehorigen Variationsproblems lautet

l(v):/fvdx—/gvds. (4.7)

o0

Dass mit dem darin enthaltenen Randintegral ein stetiges lineares Funktional erklért
wird, sichert der Spursatz:

Satz 4.8 (Spursatz). Sei 2 beschriankt und habe einen stiickweise glatten Rand. Ferner
erfiille Q) die Kegelbedingung. Dann gibt es genau eine beschriankte lineare Abbildung

v HY Q) — Ly(09)
mit
l7(V)]l0,00 < cl|v]1,0,

so dass (yv)(z) = v(x) fiir alle v € C(Q).
Beweis: Siehe [Bra91l, S. 45]. O

Dieser Satz besagt, dass die Auswertung einer H'-Funktion auf dem Rand eine Lo-
Funktion ergibt. Nun kénnen wir den Existenzsatz fiir das Neumann-Problem formulie-
ren.

Satz 4.9. Das Gebiet erfiille die Voraussetzungen aus dem Spursatz. Die Variationsauf-
gabe fiir (4.5))

1
J(v) ::—/(AVu)-Vv+aouvdx—/fvdx+/gvds—>min
Q

2
Q 0

[ J/

=a(u,v)
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hat genau eine Losung in H'(9).
Beweis: Die Bilinearform a(u,v) ist stetig (keine Anderung zum Dirichletproblem) und
wegen ag > ag > 0 auf ganz H'(2) elliptisch wie oben bereits gezeigt (hierfiir war keine
Poincaré-Ungleichung erforderlich).

[ fudx — [ gvds ist eine stetige Linearform. Spursatz und die Annahme g € Ly(092)

Q o9
ergeben

/gv < /g2da: /U2d37
Q L L

2

VI

Vv Vv
konst. <c||v||1 Spursatz

Damit liefert der Satz von Lax-Milgram die eindeutige Losung in H' ().
Das Variationsproblem zu (4.5)) erhdlt man wie beim Dirichletproblem durch Anwen-
dung der Green’schen Formel:

/[_v.{AVu}—f—aou]vdx:/fvdx

(AVu) - Vv + apuv dx + / —(AVu) -vvds = /fv dx
o0 QO

(AVu)-Vv—I—aouvd:E:/fvdx—/gvds.
Q B
0J

Man kann auch noch zeigen, dass die Losung der Variationsaufgabe genau dann in
C?(Q) N C* () enthalten ist, wenn eine klassische Losung von |.5| existiert.

Neumann-Problem ohne Helmholtz-Term

Fiir die Aufgabe
—V - {AVu}=f inQ
—(AVu)-v =g auf 0Q
hatten wir auf Seite [12] erldutert, dass die Losung nur bis auf eine additive Konstante

bestimmt ist und zusétzlich die Kompatibilitdtsbedingung (1.14) gelten muss.

In unserer Theorie ergibt sich das Problem, dass die Bilinearform a(u,v) = [(AVu)Vovdz
0

(4.8)

nicht elliptisch auf H'(Q) ist.
Beriicksichtigt man, dass die Losung nur bis auf eine additive Konstante festgelegt ist
und wahlt den Raum

V= veﬂlm)(/vdx:o c H'(Q), (4.9)

so kann man die Elliptizitdt der Bilinearform in V' nachweisen.
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5 Ritz-Galerkin Verfahren
5.1 Die ldee

Wie wendet man das bisher gezeigte nun praktisch zur Losung eines Randwertproblemes
an?

Hier die Idee: Lose das Varaitionsproblem in einem endlichdimensionalen Unterrraum
von H}(Q) (oder H'(Q)).

Angenommen S;, C H}(Q) sei so ein Unterraum. Der Index h steht hierbei fiir einen
,Diskretisierungsparameter (Gitterweite). Fiir h — 0 geht dim(S),) — oo und wir er-
warten ,Konvergenz* der Methode (das werden wir unten prézisieren).

Wie 16st man nun das Variationsproblem in S;? Nach dem Satz von Lax-Milgram hat
das Variationsproblem

J(v) = %a(v,v) —I(v) - min in S, C Hj(Q) (5.1)

genau eine Losung in einer abgeschlossenen, konvexen Teilmenge V' eines Hilbertraumes.
Diese Teilmenge ist unser Sj,.
Nach dem Charakterisierungssatz ist das Variationsproblem &quivalent zu

Finde uy, € Sy, : a(up,v) =1l(v) Yv e S, (5.2)

Nun ist ), endlichdimensional mit NV, = dim(S},). Dann gibt es eine Basis V), =
{t1,...,9n,} von S, und es gendigt wegen der Linearitit (5.2) fiir alle v = v1,..., ¢y,
zu fordern:

a(uh,wi) :l(lpl) Vi = 1;---7Nh-

Schlieflich ist auch u;, € S, und wir konnen u;, in der Basis V), ausdriicken:

Np
up = E 2k k-
k=1

Einsetzen liefert dann
N}L Lineiritét N}L
alun, Pi) = (sz,wl) = ) male ) =1() i=1...Np.  (53)
k=1

Dies ist ein lineares Gleichungssystem (LGS) fiir die Koeffizienten z1, ..., 2y, .
Dieses LGS schreiben wir als:

Aus den Eigenschaften der Bilinearform a erhélt man sofort einige wichtige Eigen-

schaften des LGS:
e A ist symmetrisch, da A; = a(y, V) = a(;, ¥y) = A
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e A ist positiv definit, da fiir beliebiges z € RNr gilt:

N N N N

T

2 Az = E Z; E Airzi = a E 2, E 2k
k=1 i=1 k=1

1=1
——

up, =uy,
= a(un, up) > allup||?
>0 falls up, #0 < 2 #0.

Jedem Vektor von Koeffizienten 2 € R¥» entspricht in eineindeutiger Weise eine Funk-
tion aus .S, iiber die Beziehung

N
up, = Z 2k Pk
k=1

Einige Bezeichnungen
e A heift in der Ingenieurliteratur oft Steifigkeitsmatrix und b Lastvektor.

e Unter einem Galerkin-Verfahren versteht man die Verallgemeinerung auf unsym-
metrische Bilinearformen. Diese konnen dann nicht mehr als Minimierungspro-
blem interpretiert werden. In Galerkin-Verfahren sind Ansatzraum (fiir uy;) und
Testraum (fiir v) identisch.

e Lisst man diese Voraussetzung fallen, so fithrt dies auf Petrov-Galerkin-Verfahren:

Finde uj, € Sy, : a(u,v) =1l(v) Yv €V, mit S, # V.

Bekannte Vertreter sind sogenannte Finite-Volumen-Verfahren.

5.2 Eigenschaften der diskreten LGsung

Die Losung des Variationsproblemes erfolgt in einem passend zu den Randbedingungen
gewihlten Funktionenraum, etwa HJ (€2) bei Dirichlet-Randbedingungen oder H'(Q) bei
Neumann-Randbedingungen. Entsprechend ist dann S}, jeweils als endlichdimensionale
Teilmenge des passenden Sobolevraumes zu wahlen.

Die folgenden Resultate gelten unabhéngig von der Wahl des speziellen Raumes, so-
lange er passend zu dem Randwertproblem gewéhlt ist. Wir nehmen also im folgenden
an, dass

HYQ) CV C HYQ)

ein passend gewéhlter Sobolevraum und die Bilinearform a entsprechend V-elliptisch ist.
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Lemma 5.1 (Stabilitat). Es sei S, C V. Fiir die Losung von [5.2] gilt dann
lunll < a2 (5:4)
Beweis: Es ist a(uy,v) = l(v) Vv € Sy, (5.2). Speziell fiir v = w;, gilt dann
allunllt < alun, un) = Uun) < [l1llunlls & flunll < a7 H|2]
wobei ||| die Konstante aus [(v) < ||I||||v]]1 ist. O

Unter Stabilitiit versteht man, dass kleine Anderungen in den Daten (hier die Linear-
form [ und damit die rechte Seite f) auch entsprechend kleine Anderungen in der Losung
zur Folge haben. Dies kann man aus dem Lemma folgendermafen sehen:

Fiir zwei verschiedene Funktionale [, " erhalten wir:

a(up,v) =1l(v) Vv € S,
a(uy,v) =1'(v) Yo € Sh,
a(up —uy,v) =1(v) = I'(v) = l(v) Yo € Sp.
Fiir die Differenz uj, — u;, folgt damit nach dem Lemma
lun =yl < o™ |11

Da l(v) = [(f — f)vdz gilt also
Q

of = = 1l = 0= |lup — uy]li — 0.

Das nun folgende Lemma ist der Ausgangspunkt fiir die Fehlerabschatzung fiir das
Finite-Elemente-Verfahren.

Lemma 5.2 (Lemma von Céa). Es sei

ueV, alu,v)=1lv) YveV,

up € Sp,  alup,v) =1(v) YveE S, (55)
Dann gilt
Ju—unll < S it flu = vl
Q. v ESY
Bewers: Subtraktion der Gleichungen aus liefert wegen S, C V:
a(lu —up,v) =0 YveS, (5.6)
Mit einem beliebig gewahltem v, € S, gilt dann
allu —upl)d < alu — up, v —up) = alu — up,u — vy + vy — up)
=alu—up,u —vp) + g(u — Up, Uy, — uhl
=0 wg 1;;d v, —up €Sy
< COllu = unllx]lu = onlls (5.7)

C
S lu —up|lt < —JJu —wvp|ly  fir beliebiges v, € Sy,
Q

C
also ||lu —up|ly < — inf ||ju— wvyls.
o vRLES)
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Das Lemma von Céa besagt, dass der Fehler in der Naherung u; durch den Appro-
ximationsfehler, d. h. der bestmoglichen Approximation der exakten Losung durch eine
Funktion aus S}, abgeschétzt werden kann. Dadurch muss man in der Fehlerabschatzung
nicht mehr beriicksichtigen, wie das Variationsproblem nun genau gelost wird.

Die Beziehung wird als ,Galerkin-Orthogonalitit® bezeichnet und spielt in vielen
Beweisen eine wichtige Rolle.

5.3 Finite Elemente in einer Raumdimension

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir ein erstes einfaches Beispiel einer Finite-
Elemente-Methode kennenlernen.

Betrachte »
~8Y (01 (5.8)

dx?

mit den Randbedingungen

0,

0.

Hierbei handelt es sich eigentlich um eine gewohnliche Differentialgleichung. Durch die
Vorgabe von Bedingungen an zwei verschiedenen Punkten handelt es sich nicht um
eine Anfangswertaufgabe, sondern um eine Zwei-Punkt-Randwertaufgabe, die besser mit
Methoden fiir partielle Differentialgleichungen geldst wird.

Wir geben eine mogliche Wahl fiir Sj, an. Unterteile das Intervall (0, 1) in n gleichgrofie
Abschnitte:

e z;=i-h i=0,...,n, h=1

Als Funktionenraum wahle nun den Raum der stiickweise linearen Funktionen

Sp={f € C°[0,1]) | fliwszsrs) ist linear A f(0) =0A f(1) = 0}.

Als Basis fiir diesen endlichdimensionalen Funktionenraum wahlt man die sogenannten
Hutfunktionen
¢i € Sh,i = 1, e n— 1

wxxj):{l =

I
|
|
|
:
0 sonst Tim1 X Tit1l Tig2

Die Finite-Elemente-Formulierung lautet in einer Raumdimension

duh

1 1
a(up, v /% —xdm = /fv dr = l(v)Vv € Sp.
0 0
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Fiir die gewéhlte Basis erhalten wir dann die folgenden Matrixeintrage:

T; z;+h
Foadaes " p =t d= k=
m‘rlr‘rh 1 1 ' 1 .
a(¢k’¢i):< f(_ﬁ)'ﬁdx:_z k=141
0 sonst

Fiir die rechte Seite erhédlt man bei Darstellung der Funktion f als Funktion aus S}
(was einer numerischen Integration mit der Trapezregel entspricht):

1 2 1 ) -
bi=h- (éfi—l + gfi + 6fi+1) fiir f= ; f(xr) - Y.
Eine Zeile des linearen Gleichungssystems lautet damit

1
E(_Zi—l + 22 — zip1) = b;

Die Matrix A ist somit tridiagonal.
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6 Gebrauchliche Finite Elemente

Wir beschreiben nun sehr allgemein wie man Finite-Element-Réume (d.h. endlichdi-
mensionale Funktionenrdume) S, C V konstruiert. Hierbei ist V' ein Teilraum eines
Sobolevraumes H™(2) (etwa der HJ*(Q2) und 2 ein Gebiet im R™.

Gilt S, ¢ H™(Q2), spricht man von einem konformen Finite-Element-Raum. Es gibt
auch verallgemeinerte FE-Verfahren, fiir die S, € V ist. Dann spricht man von nicht-
konformen Methoden.

Grundidee von FE-Rdumen:

e Zerlegung (,/Triangulierung®) von 2 in Teilgebiete (= FElemente) einfacher Gestalt,
etwa Dreiecke, Vierecke, Tetraeder, Pyramide, Prismen, Hexaeder,...

e FE-Funktionen sind Polynome (in mehreren Variablen) auf jedem Element.
Wichtige Merkmale von FE-R&umen sind:

e Art der Zerlegung in Elemente, welche Elemente werden verwendet, wie grenzen
sie aneinander, ...

e Grad der Polynome. Polynome vom Grad ¢ sind definiert als

imR?: P = {u ‘ u(z,y) = Z Cik$iyk}>

i+k<t

bzw.

mR?: Q,=<u ‘ u(z,y) = Z cnxiy® Y

max{i,k}<t

imR":Q; = {u’u(g) = Z cax"‘}'

max a; <t

e Zusitzlich kann der Grad auf Kanten, Seiten, etc. der Elemente eingeschrankt sein.

e globale Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften. Etwa C*-Elemente, d. h. S}, C

Ok ().
6.1 Eigenschaften der Zerlegung

e Das Gebiet (2 sei polyedrisch (= polygonal wenn n = 2), damit kann es in (genii-
gend viele) Polyeder zerlegt werden.

43



e Wir beschrinken uns im Folgenden auf Q C R? und Dreiecke.

Definition 6.1 (Triangulierung). Eine Menge von Dreiecken 7 (Q2) = {71, ..., Ty} nen-
nen wir eine Triangulierung von (2 falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. T(2) = {T1, ..., Ty} zerlege Q2 in Dreiecke T;. Die T; sind abgeschlossene Gebiete
und es gilt:

m

1) UTi=Q

i=1
(ii) Ist T, NT; = {z},z € R?, so ist = eine Ecke von T; und von T;.

(iii) Ist T; N T; = K;; C Q mehr als ein Punkt, so ist K;; sowohl eine Kante von
T; als auch von Tj.

Gitter mit diesen drei Eigenschaften nennt man auch konform.
2. Wir schreiben 7}, falls jedes Element in einem Kreis mit Durchmesser 2h passt.
3. Eine Familie {7} von Zerlegungen heift quasiuniform, wenn es eine Zahl K > 0

gibt, so dass jedes T' € T}, einen Kreis mit Radius pp > th enthélt

he < h verboten:

2%, 2

— 2h - < 5 100

%T S prs hr Folge von Triangulierungen mit A — 0

Elemente in quasiuniformen Gittern konnen stark unterschiedlich grof sein hy,., =
const, hpee — 0 ist erlaubt. Quasiuniformitéit verhindert allerdings, dass die Ele-
mente beliebig spitze oder stumpfe Winkel enthalten. Daher passt der englische
Begrift shape-regular eigentlich besser. Man iiberlege auch, dass ein Dreieck mit
spitzen Winkeln keinen stumpfen Winkel enthalten muss, ein Dreieck mit einem
stumpfen Winkel jedoch zwei spitze Winkel enthalten muss.

4. Eine Familie von Triangulierungen heifst uniform, falls jedes T' € 7, einen Kreis
mit Radius pr > % enthélt. Hier wird also das globale h verwendet. O

Beispiele fiir Gitter:
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nicht zulassige Triangulierung

Zulassige Triangulierung

quasiuniforme, aber nicht uniforme Familie
dynamisch entwickelt.

Das automatische Erzeugen einer Triangulierung zu gegebener Geometrie nennt man
,Gittergenerierung’. Je nach Geometrie ist dieses Problem sehr schwierig (siehe Vorlesung
Simulationswerkzeuge).

Hierarchische Verfeinerung Eine effiziente Methode zur Erzeugung angepasster Git-
ter ausgehend von einem Startgitter ist die Methode der hierarchischen Verfeinerung.
Wir illustrieren das Vorgehen zunéchst fiir n = 1.

,Blatter ergeben das FE-Gitter

e

V

e -
a

VARV

| |
[ ‘ — ,Level (*

-
Grobelement = Wurzel eines Verfeinerungsbaumes

Ab n = 2 muss man spezielle Vorkehrungen treffen um die Konformitét sicherzustellen:
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level O level 1 level 2

M W schlecht — nicht quasiuniform

W ,rot-griin“ - Verfeinerungsalgorithmus

6.2 Konforme Finite-Elemente-Raume

Zunéachst ist noch gar nicht klar wie man eigentlich genau einen endlichdimensionalen
Teilraum des H'(2) konstruiert. Hier gibt der folgende Satz eine prinzipielle Aussage.

Satz 6.2. Sei_ k > 1 und Q beschrankt. Eine elementweise beliebig_ oft differenzierbare
Funktion v : Q — R gehért genau dann zu H*(Q), wenn v € C*1(Q) ist.
Beweis: siche |[Bra9ll Satz 5.2|.

Folgerung:
v € C%Q) und v elementweise Polynom < v € H'(Q)

Da wir nur H!-Funktionen brauchen, nehmen wir demnach stetige, elementweise po-
lynomiale Funktionen.

Dreieckselemente der Ordnung ¢

Sei 7, = {11, ..., T} sei eine Triangulierung von € mit Dreiecken.

Mit

St={ueC’QNVj=1,..,M : ulp, € P}

bezeichnen wir den Raum aller stetigen Funktionen, die auf jedem Dreieck ein Polynom
vom Grad t sind.

Wegen

ulr, = Z Cgkxzyk
i+k<t

(t+1)(t+2)
2

wird w7, durch Koeffizienten bestimmt:

t
Z(m +1) = w (arithm. Reihe).
m=0

Um das FE-Verfahren wie oben beschrieben durchzufiihren, ben6tigt man eine Basis
von S. Hierzu ist die Monomdarstellung auf jedem Element nicht gut geeignet, da die
Stetigkeitsbedingung nicht eingearbeitet ist.

Einfach gelingt dies mit Lagrange-Polynomen. Betrachten wir ein einzelnes Dreieck so
wahlt man bei Grad ¢ die Wléﬂ Punkte pro Dreieck wie folgt:
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22 Z2

24 Z3
®
20 21 20 z5 Z1
® ® @
t=1 t =2

(t4+1)(t+2
2

Nun wahlt man als Basispolynome Fy...P,,_1, p; = ) diejenigen Polynome, die

a<zj>:{1 =

0 sonst

erfiillen.

Dies ist moglich, da die Polynome in F; durch Vorgaben an p; Punkten eindeu-
tig bestimmt sind. Diese Polynome heifsen wie im eindimensionalen Fall Lagrange-
Polynome, die daraus resultierenden Finite-Elemente-Basisfunktionen deswegen auch
auch Lagrange-Elemente.

Die explizite Darstellung der Lagrange-Polynome vom Grad ¢ auf dem Referenzdreieck
lautet:

i—1

ot T é-o/t Tra-Bt 14 a/t—€-n o
e =11 g 15 5/t.7:i11+1 i 0Sitist (6.1)

a=0
Fiir ¢t = 1 erhélt man demnach
1%,0 =1-&§—n, 2/A}%,o =¢, 123,1 =1
Die Abbildungen [, [5] und [6] zeigen die Basispolynome fiir die Grade 1, 2 und 3 auf

dem Referenzdreieck Qp = {(z,y)|z,y > 0 Ax +y < 1}. Basispolynome auf dem
Referenzelement nennt man auch Shape-Funktionen.

Hat man nun eine konforme Triangulierung wie oben definiert so konstruiert man eine
Basis wie folgt:

1. Bestimme in jedem Element die Interpolationspunkte

2. Nummeriere alle Interpolationspunkte als zg, ..., zs_1
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Abbildung 4: Basisfunktionen auf dem Referenzelement fiir P;.

Abbildung 5: Basisfunktionen auf dem Referenzelement fiir P,.
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Abbildung 6: Basisfunktionen auf dem Referenzelement fiir Ps.
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3. \I/h = {\Ifo, ceey \115_1} mit \Ijz S Sz und \I}Z<ZJ) = (51
Die globale Stetigkeit ergibt sich wie folgt:

e Auf einer Kante liegen genau t + 1 Punkte. Diese legen ein Polynom von Grad ¢
in einer Dimension exakt fest. An der expliziten Darstellung der Basispolynome
auf dem Referenzdreieck sieht man auch, dass alle Basispolynome, die nicht zu
Punkten auf der Kante gehoren auf der Kante identisch verschwinden (also nicht
nur an den einzelnen Punkten).

Stimmen die beiden Polynome P, P. der beiden angrenzenden Elemente in den
t + 1 Punkten auf der Kante iiberein, so sind sie auf der ganzen Kante identisch.

e Stetigkeit in den Ecken der Elemente ist trivial.
e Voraussetzung ist natiirlich die Konformitat der Triangulierung.

Die Abbildung [7] zeigt zwei Basisfunktionen auf einem Gitter fiir das L-Gebiet.

Schlieflich noch ein Hinweis zu den Randbedingung. Bei Dirichlet-Randbedingungen
mit dem zugrundeliegenden Sobolevraum H}(Q) sind nur die Basisfunktionen zu den
Lagrangepunkten z; € 2 erforderlich.

Die Konstruktion lésst sich auf Simplizes (Verallgemeinerung des Dreiecks) in n Raum-
dimensionen iibertragen.

Viereckselemente der Ordnung t

Fiir Viereckselemente wahlt man auf jedem Element die Polynome ;. Die Dimension
von Q; ist ¢; = (t + 1)? in zwei Raumdimensionen.

Die entsprechenden Lagrangepunkte sind dann

20



Abbildung 7: Zwei globale P;-Basisfunktionen im L-Gebiet.
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® [ [ ®
[ ] [ ] [ ]
® [ [ ] ®
@ @ @ L L [ L @ L J
Die entsprechenden Basisfunktionen auf dem Referenzelement QQ = {(z,y)]0 <

z,y < 1} zeigen die Abbildungen [§] fiir ¢ = 1 und [J] fiir ¢ = 2.
Eine explizite Darstellung der Basisfunktionen vom Grad ¢ auf dem Referenzviereck
lautet

e = 1] oot 11 =B/t 0<i,j<t. (6.2)

a=0,...,t;a#1 Z/t o Oé/t B=0,...,t;3#£] ]/t - /S/t

(Tensorprodukt der eindimensionalen Lagrange-Polynome.
Die Konstruktion lasst sich analog auf Wiirfel im R™ verallgemeinern. Dann hat man
q: = (t + 1)" Lagrange-Punkte pro Element.

6.3 Ein Beispiel in zwei Raumdimensionen

Wir 16sen
—Au=f inQ
uw=0 auf 9N
mit P; Elementen auf dem Gitter:
NW| N
@
ONJON]
WINQ@| 2@ X h
D
S | R0
h

o2



Abbildung 8: Basisfunktionen auf dem Referenzelement fiir );.

Abbildung 9: Basisfunktionen auf dem Referenzelement fiir Q5.
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Die Basisfunktionen sehen an allen (inneren) Knoten gleich aus, dementsprechend
sind auch die Zeilen der Steifigkeitsmatrix alle identisch (wenn man die Randknoten mit
betrachtet). Es geniigt deshalb nur einen Knoten Z zu betrachten. Die Nachbarn dieses
Knotens bezeichnen wir relativ als N, O, SO, S, W, NW.

Es gibt zwei Sorten von Dreiecken: @ und ] die wir getrennt betrachten.

Typ 1 Dreieck Dort haben wir
Nodale Basisfunktionen in &, n Koordinaten

0. Knoten 0: ¢o(§,n) = 5 Vipo = h_lii
Knoten 1: ¢1(§,n) = % Vipr = hilé
0/0  h,0¢ 10

Knoten 2: p3(§,n) =& Vs =h~

Nun berechne fiir 0 <14,7 <2:
al(@za 90] . f vﬂpz V%fdn

1(0, o) fth( 1)( )dfdn—Qh szldfdn—QhQ =1
0 0 o 0 0
entsprechend
— h—2 1 1 d d _ h_2 h2 - 1
ar(g1, 1) = 1) Lo ) d€dn = 5 =3
@
_ 2 (0 (1 1
(pae = [ 172(7) (o) dean =5
()
1 1
o (-1 1 2 1 I =5 =3
(9007901):/h 2(_1> <O> dédn = —h? 5 =3 Ap = _% 1 01
@ -3 0 —3
Ly (1) (0 1 o »
0,02)= [ h dédn = —= ylokale Steifigkeitsmatrix®.
$o, ¥ 1 1 n 5
@
o (1\ (0
(¢1,2) = /h 2 (0> (1> d§dn =0
@

Typ 2 Dreieck Dort haben wir
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h+&+n (1
(—h,O) (0,0) wo(§,m) = Vo =nh (1)

(07 _h)

Und man rechnet

a2(s0i,soj)—/Vsoi-Vsojd£7dn Ag = | —
@

Eintrage der Steifigkeitsmatrix ergeben sich dann zu

- Beachte lokale Nummerierung in den Dreiecken

NW1 N Azz=alpz,07) =2 Ago+2- A1 +2 - Aso=2+1+1=4
@3 1 1
O O 20 = a(¥z, Po) 0,1 + Aip 575 ZW
0 120 o A ( ) = Aga+ A Ll o4
1 ZN = a\Pz,PN) = 40,2 20— —5 — 5= 1L=Azs
AN @5) @9 2 2
5| @ Aznw = alpz, onw) = A1+ A12=0+0=0= Az 50
2
0 0 -1 0
S SO = [—1 4 —1], wie Finite Differenzen!
0 -1 0
Rechte Seite ergibt sich zu
bi= [ [-pide. Setze f =" f(z) - op = bi= > fx [ orpide
0 k=1 k=1 Q
lokal auf einem Dreieck rechnet man nach:
P Boi=j
E 1= j h2 . . ..
/ pipjdédn =<5 T = /S%%’dl": 5 1£J i) €T
o2 ! ]
(OXe) Q 0 sonst
,,Als Differenzenstern‘:
0 -1 0 12 110
—1 4 —lu=5 |16 1) f
0O -1 0 011

%)



6.4 Allgemeiner Aufbau des linearen Gleichungssystems

Wir erldutern nun, wie die Eintrage der Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors fiir eine
allgemeine Triangulierung berechnet werden konnen. Dazu benutzt man eine Transfor-
mation auf ein Referenzelement.

Gradientenberechnung In der Bilinearform wird iiber den Gradienten integriert. Be-
trachten wir zundchst wie man den Gradienten einer Finite-Element-Funktion an einer
Stelle im Gitter berechnet.

Sei € ein Dreieck mit beliebigen Eckpunkten in dem Gitter. Qp = {(&,7)[&,n >
0AE&+n <1} ist das Referenzdreieck wie oben bereits eingefiihrt. Die Abbildung

A . o ,Ut,a:(5777)
pe - 2p — Q, pel&om) = ( fiey (€, ) )

ordnet jedem Punkt im Referenzelement einen Punkt im Dreieck zu. Im Referenzelement
werden die Koordinaten mit (£, 7) bezeichnet und im allgemeinen Dreieck mit (x,y). Die
Abbildung ; sei zudem einmal stetig differenzierbar.

Nun sei eine Funktion v : €2; — R auf dem allgemeinen Dreieck gegeben. Wir setzen

a(§m) = u(p(&,n)) = wlpee(§,n), pay(§,n))

und erhalten mittels der Kettenregel:

ou ou Otz ou Oty

¢ &M = 5, (&) =57 (& m) + 5 (& m) =567 (€ )
B (€)= Sl ) 5 6m) + S ) 2

was wir in Vektorform schreiben konnen als

e (&) Zex(&m) Ze(&m) | [ 24 (m(€ n))
98 = | .o 8
{ Gr(Em) ] [ W (Em) e (Eom) ] { i ) }

bzw. noch kompakter

V(¢ n) = J7 (€ n) V(€. n)).

Hierbei ist V der Gradient beziiglich der Koordinaten £, n, J,, die Jacobi-Matrix bzw. Funk-
tionalmatrix der Transormation 1 und J? bezeichnet die Transponierte einer Matrix.
Die letzte Beziehung kénnen wir nun auflésen und erhalten

Vu(pe(&,m)) = .7 (€ n)Va(€,n). (6.3)

Wir verwenden diese Beziehung nicht fiir allgemeine Funktionen u sondern nur fiir die
Basisfunktionen 1);. Sind die Basisfunktionen auf dem Referenzelement bekannt, d. h. Q/AJ
dann lasst sich deren Gradient auf dem allgemeinen Element aus dem Gradienten auf
dem Referenzelement und der Jacobimatrix der Transformation berechnen.
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Integration Die Integration einer beliebigen Funktion f : €, — R fiihrt man zunéchst
mittels dem Transformationssatz fiir Integrale auf das Referenzelement zuriick:

i f(x,y) dvdy = i f(ue(€,m))|det T, (€,m)| dEdn. (6.4)

Das Integral auf dem Referenzelement wird nun numerisch mit einer Quadraturformel
geniigend hoher Ordnung berechnet:

K
F(pe(&m))det Ty, (& )| dédn = wief (1a(&k, i) |det T, (€, mi)| + Fehler. (6.5)
k=1

Qp

Hierbei sind die wy die Gewichte und die (&, nx) die Quadraturpunkte.
In unserer Anwendung ergibt sich also speziell fiir die Elemente der Steifigkeitsmatrix

i = / Vi - Vi ddy =)
Q

teTy

| w6 dady
Q

K
= 3> e (TG mI Vs (Em) ) - (T (€ m) V(€ me) ) et ()

teTy k=1

Im Falle von Dreiecken ist die Abbildung p affin-linear und damit die Jacobimatrix eine
konstante Matrix unabhéngig von £ und 7. Sei etwa ein Dreieck ¢ mit den Eckpunkten
(w0, y0)T, (z1,y1)T und (29, 92)" gegeben, so lautet die Abbildung p; wie folgt:

x x x
ut(é,n)z(l—f—n)< °)+§( 1>+n< 2) (6.6)
Yo 1 Y2
GrEn(E) e
Y=Y Y2~ Y n Yo
Bei Polynomgrad ¢ sind die Komponenten des Gradienten auf dem Referenzelement

Polynome vom Grad ¢ — 1 und somit sollte die Quadraturformel exakt fiir Polynome bis
zum Grad (t — 1)? sein.
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7 Approximationssatze

Nach dem Lemma von Céa hiangt der FE-Fehler davon ab, wie gut Funktionen v, € S},
eine gegebene Funktion v € H*(Q)) approximieren kénnen. Dieser Frage widmen wir uns
in diesem Abschnitt.

7.1 Bramble-Hilbert Lemma

Bezeichnung 7.1 (Elementweise Normen). Wir werden die Fehlerabschétzungen ele-
mentweise herleiten. Dazu setzen wir

s o= [ folZgy mit o2, =3 / (0%0)? d.
TjGTh la<m w

fiir eine gegebene Triangulierung 7, = {711, ..., T, }. Firv € H™(Q) gilt ||v|lm.a = [|v]lm.n-
U

Die Lagrange-Interpolation von Polynomen benutzt die punktweise Auswertung, was
stetige Funktionen vorraussetzt. Wann eine Sobolev-Funktion v € H*(Q) stetig ist be-
antwortet der folgende Satz.

Satz 7.2 (Sobolev’scher Einbettungssatz). Sei 2 C R" ein Gebiet mit Lipschitz-stetigen
Rand und € erfiille die Kegelbedingung. Fiir k > 2 gilt H*(2)  C°(Q). Dariiber hinaus

ist die Einbettung stetig, d.h. 3¢ € R, so dass [[v]|gr) < cf[v]lcom)-
Beweis: [RR93| S. 215]. O

Damit erhalten wir die folgenden ganzzahligen k in Abhéngigkeit von n:

n E>)

= fiir n < 3 sind H*(Q)-Funktionen stetig]

= W DN =
W N N~

Vs

Zunachst untersuchen wir die Lagrange-Interpolation nédher und zeigen folgenden

Hilfssatz 7.3. Sei {2 C R"”, ein Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand, welches eine Ke-
gelbedingung erfiillt. Sei weiter

.N9t>§

® z1,...,2 € Q, s Punkte mittels denen die Lagrange Interpolation I : Ht — P,_,
durch Polynome vom Grad ¢t — 1 wohldefiniert ist.
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Dann gilt mit einem ¢ = ¢(€2, 21, ..., 25)
|lu — Tul|; < c|ul; fiir alle uw € H(Q).

Beweis: t > 7 stellt sicher, dass nach Satz die punktweise Auswertung sinnvoll ist.
Fiir n < 3 ist also ¢ > 2, mithin Polynomgrad 1 eine moglich Wahl.
Definiere die Norm

[[olll = Jole + ) lo(z)].
i=1

Wir zeigen unten, dass ||[v]|; < c|||v]||. Mit dieser Ungleichung folgert man dann

lu = Tulle < elffu— Tull| = efju— Tuls + ) |u(z) = (Tu)(z)]}
=1 A

= 0 wg. Lagrange-I.

=clu—ITu|y < clu|+ ¢ [Tul = c|ul;.
~—

= 0 da Polynomgrad ¢t — 1

Nun zur Ungleichung. Angenommen es gebe kein ¢ € R so dass ||v||; < ¢|||v]||| fir alle
v € H'(Q). Dann gibt es eine Folge (v;) € H'(Q) mit

1
loelle =1, Meelll =, k=1,2,...
(denn damit 1 < c% gilt, muss ¢ > k sein, also ¢ — 00).

Aus der kompakten Einbettung von H!() in H'"1(Q) folgt, dass eine Teilfolge der
(vg) in H1(Q) konvergiert. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass dies bereits die ganze
Folge ist.

Konvergenz in H'~'(Q) bedeutet insbesondere, dass (v;) eine Cauchy-Folge in H~!(Q)
ist.

Nach unserer Annahme gilt |[|vg]|| = vkl + > [v(21)] < 7 — 0 also insbesondere auch
|vk|t — 0. Wegen

lve — vill7 = lluk — willfy + o — wlf < loe —wllfes  + (Juel + |ul)?
~— —
— 0 wg. Cauchy-F. in H*=! — 0 wg. [[log]|]] = 0

liegt sogar Konvergenz gegen ein v* € H!(2) vor. Wegen Stetigkeit der Normen haben
wir

o (vp) — v* € HY(Q),
o [l =1,
e ||[v*]|| = 0, insbesondere heifst das [v*|; = 0 und v(z;) = 0 fiir alle 1.

Wegen |v*|; = 0 ist v* € P;_; ein Polynom vom Grad t—1. Wegen v*(z;) =0,Vi=1...s,
ist v* das Nullpolynom! Dies ist ein Widerspruch zu ||v*||; = 1. Die Annahme ist somit
falsch. O
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Die Anwendung der Lagrange-Interpolation ist nicht zwingend. Der folgende Satz
verallgemeinert die Aussage des Hilfssatzes auf beliebige Interpolationsarten.

Lemma 7.4 (Bramble-Hilbert). 2 C R" erfiille die Bedingung von Hilfssatz [7.3| und es

seit > %. L: H'(Q)) — Y sei eine beschrénkte, lineare Abbildung in den normierten

Raum Y mit [|L]| = sup,o ILolly \Weiter sei P,y C kerL, d.h. L(v) =0 Yv € P,

llolle

(z.B. oben L = Id — I). Dann gilt

| Lv|ly < c|vl; Vv € HY(Q).
Beweis:

|Lolly = Lo — LIv|| = | L(v - To)]| < | ] — Lo
< clL]lol.

7.2 Approximationssatz

Damit kénnen wir den allgemeinen Approximationssatz formulieren.

Satz 7.5 (Approximation mit Polynomen). Sei ¢t > % und 7, eine quasiuniforme Trian-
gulierung von 2 C R”™.  erfiille die Vorausetzungen fiir das Bramble-Hilbert Lemma.
Dann gilt fiir die stiickweise Interpolation durch Polynome vom Grad ¢ — 1:

lu — Ihullmn < ch™™|uliq firue H(Q) und 0 < m < t.

Mit I, : H'(Q) — Sj, wird hier die Lagrange-Interpolation in den Finite-Element-Raum
bezeichnet.

Beweis: Zunéchst beweisen wir einen Spezialfall fiir sehr einfache Gitter. Im néchsten
Abschnitt werden wir dann einen allgemeinen Beweis liefern, der jedoch héheren tech-
nischen Aufwand erfordert. Jedes T € 7} sei ein skaliertes und eventuell verschobenes
Abbild von einem von zwei Referenzelementen

Ty = {(21,42) € R?|0 < @y,00 < LA Gy + i < 1}

oder
Ty = {(21,29) €ER*|0 < 3,79 < 1A Ty + 39 > 1},

Die Abbildung g vom Referenzelement (egal welches!) auf 7' € 7, ist gegeben durch
pr(Z) = hi +yr.

Fir die Riicktransformation gilt entsprechend

pr' (@) = h @ — yr).
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(0,1)
Sei v € H'(T},) gegeben und setze 0(%) = v(pr(2)). Dann gilt

wegen Kettenregel:

x = hZ +yr
kY1, y2 + h)

Aaﬁi’ — plal 0 ().
O%0(&) = h 0% (ur (L)) 0,0)  (L,0) (y(yys) hyyo)

Damit erhalt man

|a|:l “

o= 3 [@rota)pdi

= 3 [l (@)yds

=Y [ @ el ()P

lo|=L7,
= hzl_n|“’lZ,Th-
Mit dem selben Argument erhélt man fiir die andere Richtung 7}, — T
oy, < B2,
Mit diesen sogenannten Transformationsformeln folgt dann fiir 0 <1 < t:
lu— Tyuljq, =h™ "0 — Iha|if T, — T)
< B — Ival?
< h—2l+ncm|t2’TA
< Ch72l+nh2tfn’u‘t27Th

= ch** ’uﬁ,Th

zur Norm ergénzen)
Bramble-Hilbert Lemma, Y = H'(T))
T — Th)

o~ o~ o~ o~

jetzt iiber die [ =0, ..., m <t summieren:

m
lw = Lullf, = D lu— Inulfy,
1=0

<Y e Ol
=0
— C‘u|?,Thh2t Z h*?l
=0
=clul; B (L+h2+h™" ...+ 1)
= clul;, R*h*" (R 4. 4+ '+ B2+ 1)

N J/
-

< C fiir alle h < hg < 1 (geom. Reihe)

= ch*=m) W?,Th
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Und schlieklich tiber alle Dreiecke summieren. Alle Dreiecke sind skalierte und verscho-

bene Tl oder 7! 5, also etwa ein Gitter der Form

lu—aullzn = D M= Liullan, < 7 ch® ™ lulfg,

TheTh TheTn

= ch?t=m) Z ’uliTh

TheT

Wurzelziehen zeigt dann die Aussage

|lu — Inul[mn < cht_m|u|t,g.

7.3 Transformationssatz fiir allgemeine Dreiecke

Die weiteren Ausfiihrungen dienen dazu den Approximationssatz fiir Polynome vom
Grad ¢t — 1 auf allgemeinen simplizialen Gittern im R” zu zeigen. Das Prinzip (sog. Ska-
lierungsargument) ist dabei das gleiche aber die Transformationformeln sind schwieriger
zu zeigen.

Definition 7.6 (Tenserprodukt von Vektoren). Gegeben seien m Vektoren y, € R™
(die Dimension nj darf unterschiedlich sein fiir jeden Vektor). Dann ist

éykERN mitN:ﬁnk
k=1 k=1

und fiir die Komponenten mit den Indizes aus I,,, = {(i1, ..., 0m) | ix € {1, ..., nx}} gilt
((X) yk> = [T w
k=1 i1yerim  B=1

Fiir zwei Vektoren x,y gilt (x ® y);; = z;y;, d. h. alle Komponenten der Matrix zy”
werden in einem Vektor angeordnet.
Fiir die Norm eines Tensorproduktvektors gilt:
2

= Z H(.%) Z Zyl ym)?m

RN i1yeeytm EIm 11=1 im=1

T DI TS SRR RN LI SO Sl SN 3

io=1 im=1 io=1 im=1
ni m
(Z S Zm> (Zwoz) =TTl
10=1 Im=1 11=1 k=1
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Somit gilt also

m

®yk

k=1

= 11 llwsll (7.1)

R

Ableitungen als Multilinearform

Es sei v € H™(Q) (bzw. C™(Q)) und Q@ C R"™. Zu einem gegebenen Vektor y € R
definiere den ,Differentialoperator

Es ist also

Fiir y = e; erhalten wir etwa
Lle;Jv(z) = Ojv(x).
Dies verallgemeinern wir nun auf Ableitungen der Ordnung m im R".

Definition 7.7. Gegeben seien m Vektoren vy, ..., vy, € R". Dann ist

Ly, Ym) : H(Z Yk )iy Zk).

k=1 \ir=1

Sei etwa m = 2 und n = 2 dann ist

Ly, yolv(z) = ((y1)101 + (11)202) ((92)101 + (y2)202) v(z)
= (y1)1(Y2)101010 + (y1)1(y2)201020 + . . ...

Wieder gilt mit y;, = e;, dass
Lleiy, ... e Jv(x) =0, ...0;,v(z),

wir kénnen also beliebige Ableitungen der Ordnung m mit diesem Konzept darstellen.
Schlieflich gilt die folgende Abschatzung:

1 (z@k»kak)l o)

k=1 \ip=1

= [((¥1)101 + ... + (W1)nOn) - - ((Ym)101 + « . + (Y )nOn) v(2))]

Z (Y1)iy - Um)in 03,0y - - - 0i 0()

n
i1=1 im=1

®yk ID™o(a)|| = | D™ v(@) | T ]yl
k= k=1

Llyrs - ym]o(z)| =

IN

(7.2)
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Hierbei ist D™v(z) € R™™ die Vektorfunktion aller partiellen Ableitungen 9;, ... d;, v(x)
der Ordnung m fir (iy,...,%,) € I, (Beachte, dass jede Permutation von Indizes in
D™u(z) vorkommt obwohl die Ableitungen identisch sind). In der Abschétzung wurde
nur Cauchy-Schwarz im R™" verwendet.

Gebietstransformation

Wir betrachten die affin lineare Transformation, die zwei simpliziale Elemente aufeinan-

der abbildet:

I
u: R — R”,
u(z) = xo + Bz, B nicht singulér.
Beispiel:
0.1 " Dann ist
A (&) = xo + (21 — 20)(&)1 + (22 — 20)(2)2
" ~aor (o i)
0.0 10 A1 —Zo)2 (22— Z0)2 )

e B ist i. allg. nicht symmetrisch.
e B ist nicht singular falls z1 — xg, £9 — x¢ linear unabhéngig.

Fiir die Transformation von Integralen auf 7' bzw T gelten die Formeln;

v(p(z))|det B|di (7.3)
o(u~t(x))|det B~ dx (7.4)

Die Spektralnorm der Matrizen ||BJ|,[|B~"|| kann man folgendermaken abschétzen.
Es seien p, 7 : Inkreis- und Umkreisdurchmesser von 7', sowie p und r der Inkreis-
bzw. Umkreisdurchmesser von 7.

Damit ist B B )
1B = sup |Bz| _ sup I A$|| LT
R I e N 2

da eine Strecke in 7" in dem Umkreis von T abgebildet wird. Ebenso gilt fiir die Riick-

transformation B R K
|B~Y| = sup 15 ]| <i< r_,
lall=p P p~ 2h
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mit K der Quasiuniformitdtskonstanten. Also zusammen
condy(B) = || B||| B! < = < K. (7.5)
pp =D

7 und p konnen fiir das jeweilige Referenzelement bestimmt werden.

Kettenregel

Gegeben sei eine Transformation p : Q — Q und eine Funktion v : @ — R, dann
definieren wir 9 : Q — R als 0(&) := v(u(%)).

Wir verwenden die Bezeichnung d; tiir die Diffenrentiation beziiglich der ¢-ten Kompo-
nente von Z (also auf dem Referenzelement). 0; bezeichnet die Differentiation beziiglich
der i-ten Komponente von .

Dann gilt nach Kettenregel und unter Ausnutzung, dass p affin linear:

~

Bio(d) = d(u(@) = Y v(u(@)) - dn(2) = 3" Fo(u(@) - B (1.6)

Folgerung 7.8. Fiir den Gradienten auf dem Referenzelement gilt
V(i) = BTVo(u(i)). (7.7)

Die Formel V¢ (u(2)) = B ~T\4)(#) verwendet man, um Gradienten der Basisfunktionen
vom Referenzelement 7' auf das allgemeine Element 7' zu transformieren. O

Wir verallgemeinern nun ([7.6|) auf hthere Ableitungen:

(Z(%)uﬁm)

ip=1

Zn: (yk)zk (Xn: alk Blk%)

Lip=1 le=1

Z alk (Z B, (yk)lk>]

1 Lig=1 ir=1

[Byi, - .., Byn]

~

L[ylu"‘7ym] =

s

k=1

=T

el
Il
—

|
=

>
Il

h

Zusammen mit ([7.2]) gilt dann:

\L{y1, -, ya]0(2)| = |L[By, . . ., Bym]v(u(2))|

< 1D I1BI™ TT el (79)

Damit zeigen wir nun
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Satz 7.9 (Transformationsformel). Sei y : Q — Q mit () = xo+ Bz eine affin lineare,
nichtsinguléire Transformation sowie 9(#) = v(u(2)) fiir gegebenes v € H™(£2). Dann
gilt mit einer Konstanten ¢ = ¢(Q2, m):

6], < cl|B]|™|det B|"%|v]q. (7.10)

Beweis:

g/ > 1y . 0n0(@)di
_/ ST Jhlens e, Jo(@)Pdi

(31yeersim )EIm
/ S UL o) EIBIE T e i
z ..... lmGIm k=1
ipr [ e i
ﬁ_/
O Xiy,im)eim 101+ 0i v (1(2)) 7

< | BIP™ /Zraa #)di

|a|=m

— || B[P / S 100 (1)) P det B da

laj=m

= nzmHBHgm\detB! ol
Hier haben wir entscheidend benutzt, dass
Ha e R"||a| =m}| < [{(i1,...,im) € R™ |1 < < n}|
sowie fiir die Riickrichtung
(i1, .. im) ER™ |1 < i <n}| <n™{a €R"||a] =m}|.
Wurzelziehen liefert die Behauptung. U

Bemerkung 7.10. Analog folgt fiir die Riickrichtung mit ! : Q — Q:

[v]ma < ™| BT ™|det BI2|0],, 4 (7.11)
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Damit zeigen wir nun die Aussage von Satz im allgemeinen Fall. Zu zeigen ist
lu — Iyu|lmn < ch**uli_p, mit ¢ — 1 Polynomgrad (¢ > 2) sowie m die Sobolevordnung
in der der Fehler gemessen wird (typisch wére fiir uns m = 0, 1).

Zunachst betrachten wir ein Element T’ (T ist das Referenzelement) des Gitters und
die Seminorm der Ordnung I:

|u — Iyulr < clﬂB*lHl\detBﬁ |4 — Iyl 7 (Transformation auf 7)

< 01||B_1||l|detB|%||fL — Iytil|; 7 (zur Norm ergénzen)

< 01HB’lHl\detBﬁcg\mt’TA (Bramble-Hilbert Lemma)

< Aey|| B~ detB|2 || B||*||det B| 2 |ul.r  (Riicktransformation)

I
= c(IBIIB=HD BN ulr
—_——
<CK
< Ch"ulyrp. (C enthilt K aus (7.5))

Summieren iiber alle Dreiecke liefert:

lu—Dyuliy = Y lu—Lulie < O " uffr.

TEeT, TET)
———

:|“|3,Q

Summieren iiber die Ableitungsordnung liefert:

m m
lu = Tyl = Y Ju—Inulf < ) W fulfq
=0 =0

1 1
=clulfoh® 1+ +.. .+ )

< ChQ(t_m)WﬁQ
Wurzelziehen beweist dann die Aussage.

Bemerkung 7.11. Der hier gezeigte Approximationssatz setzt quasiuniforme Gitter
voraus. Dies bedeutet, dass im Falle anisotroper Verfeinerung

| B||||B7!|] — oo gilt. Eine andere Beweistechnik, siche [BAT6], zeigt jedoch, dass es
nur auf den gréfiten Winkel in einem Dreieck ankommt, d.h. es muss nur der maximale
Winkel in einem Dreieck fiir A gegen 0 von m weg beschrankt bleiben. 0
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Bemerkung 7.12 (inverse Abschétzung). Der Approximatinssatz lautet ||u—Ipul/mn <
ch?™™||ul]; mit m < t. Hier haben wir die Seminorm zur Norm ergénzt. Weiter sei m < ¢
anegnommen, damit man eine h-Potenz gewinnt.
Fiir die Finite-Element-Funktionen v, € S, zeigt man fiir uniforme Gitter die folgende
Ungleichung;:
llonlle < ™ |lonllm 0<m<t (7.12)

Dies bezeichnet man als eine ,inverse Abschiatzung die ofters in Beweisen gebraucht
wird. (7.12)) kann man auch lokal auf einem Dreieck 7" mit A = hy verwenden. O

Bemerkung 7.13 (Optimalitét). Man kann auch zeigen [Bra91l, Bem. 6.10], dass der
Approximationssatz optimal beziiglich der h-Potenz ist (d. h. es gibt Funktionen fiir die
diese Konvergenzordnung auch tatséchlich angenommen wird). 0

Bemerkung 7.14. Die Fehlerabschiatzung ist auch in folgendem Sinne scharf: Die
Bedingung v € H(f2) ist nicht nur hinreichend sondern auch notwendig um h*~"-
Konvergenz zu zeigen. Dies bedeutet, dass hoher Polynomgrad auch wirklich nur dann
lohnt, wenn die Losung u glatt genug ist. 0
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8 Fehlerabschatzungen

8.1 Regularitatssatze

Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert stets eine schwache Losung in H} () C
V C HY(Q).

Fiir die Anwendung des Approximationssatzes benotigen wir bei m = 1 allerdings
u € H'(Q) mit t > 2.

Regularitétssitze geben Auskunft unter welchen Umstédnden solch eine ,erhéhte Re-
gularitat,, zu erwarten ist.

Definition 8.1. Seim > 1, H"(2) CV C H™(Q2) und a eine V-elliptische Bilinearform
(bei uns gilt m = 1). Das Variationsproblem

a(u,v) = (f,v)o YoeV

heift H*-reguldr, wenn es zu jedem f € H* *™ eine Losung u € H*(2) gibt und einer
Zahl ¢(Q,a, s) gilt:
[ulls < el flls—2m-

So bedeutet H?-Regularitét eben |[ulla < c|| f|lo-

Bemerkung 8.2. Fiir die Existenz der Losung ist ,weniger” als f € Ly(2) erforderlich,
da nur (f,v)o wohldefiniert sein muss. Da v € H'(Q) geniigt f € H (). O

Als Beispiel fiir einen Regularitatssatz zitieren wir:

Satz 8.3. Sei a eine Hj}-elliptische Bilinearform mit hinreichend glatten Koeffizienten
(z.B. anp Lipschitz-stetig - siche [Hac86, Satz 9.1.22]).

(1) Wenn € konvex ist, so ist das Dirichlet-Problem H?-regulir.
(2) Sei s > 2. Wenn 2 einen C*-Rand besitzt, so ist das Dirichlet-Problem H*-regulér.
Beweis siehe [Hac86). O

Beispiel 8.4. (Aus [Bra9l]) Zum Neumann-Problem betrachte das achsensymmetrische,
nicht-konvexe Gebiet

2
I
=
C
&)

QaY Yy
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Da 2 nicht konvex, gilt im allgemeinen u ¢ H?(Q). Ist die Losung symmetrisch, d.h.
u(—z,y) = u(z,y) und glatt im Inneren (siche unten) so gilt 3% = 0 auf I'; = 9Q; N

{(z,y) € Qz = 0}.
Das Problem mit gemischten Randbedingungen

—Au=f iny (konvex!)

du
— =0 fr
8u au 1
u=g auf o —1I
ist somit im allgemeinen nicht H2-regulir, trotz konvexem Gebiet €. U

Bemerkung 8.5. Sofern die rechte Seite f und die Koeffizienten a,s geniigend glatt
sind, ist die Losung im Inneren des Gebietes iiblicherweise sehr viel regulérer, siehe
z. B. [Hac86l, Satz 9.1.26]. O]

8.2 Fehlerabschdtzung in der Energienorm

Satz 8.6. Sei () ein polygonales Gebiet und es sei eine Familie quasiuniformer Trian-
gulierungen gegeben. Die Losung des Variationsproblems sei H®-reguldr. Dann gilt die
Fehlerabschétzung

lu = unll < eh* M| flls—2m-

Beweis:
lu — s gg inf [Ju vl Lemma 5.2
< gﬂu — Tyullypn Abschétzen durch Interpolationsfehler
< gchs—1|u|s,Q Satz [TH
< CR* Y| fls—2m H*-Regularitét.

O

Bemerkung 8.7. Fiir s > 2, d.h. Polynomgrad > 1 ist nach Satz (2) ein C*-Rand
hinreichend um v € H? zu erreichen. Dies ist fiir ein polygonales Gebiet nicht moglich
(die Bedingung ist aber nicht notwendig sondern nur hinreichend).

e Polynome mit Grad grofer 1 lohnen nur, wenn man weiss, dass die Losung genii-
gend glatt ist.

e Abgesehen von speziellen Punkten, Ecken, Kanten ist sie das in der Praxis jedoch
haufig. Dies fiihrt zur sog. hp-Methode, bei der man in der Nahe der Stellen mit
niedriger Regularitit niedrigen Polynomgrad (und feines Gitter) und weg davon
Polynome mit hohem Grad (und grofe Elemente) verwendet.

o Fiir s =2 m =1 gilt speziell

[ — unly < Chljulla < Ch fllo-
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8.3 Fehlerabschatzung in der L,-Norm

Satz [8.6| liefert fiir Polynome vom Grad 1 nur O(h) Konvergenz.

Die Finite-Differenzen-Methode konvergiert (unter geg. Vorraussetzungen) jedoch mit
O(h?) an den Gitterpunkten.

Dies liegt natiirlich an den gewéhlten Normen |||y, bzw. ||.||co(q), insbesondere enthalt
I|l|l1 ja auch Ableitungen der Losung. Wir wollen hier nun eine Fehlerabschitzung in der
Lo-Norm zeigen.

Satz 8.8. Es gelten die Voraussetzungen von Satz und es sei s = 2 (d.h. das Varia-
tionsproblem sei H2-regulir). Dann gilt die Fehlerabschitzung

lu = unllo < CR?|| foll.
Beweis: Wir haben die Situation
Sy, CV =HyQ) C H=LyQ).
Fiir eine beliebige Funktion g € H = Ly()) definiert man das sog. ,duale* Problem:
a(w, ¢g) = (9, w)o Yw e V.

Die Reihenfolge der Argumente ist wesentlich, wenn man unsymmetrische Probleme
betrachtet!
Wir erinnern uns an

(Variationsproblem) a(u,v) = (f,v)o Yv eV,
(FE-Problem) a(up,v) = (f,v)o Vv € S,
(Galerkin-Orthogonalitét) a(u — up,v) =0 Vv € S,

Damit erhalten wir fiir beliebiges ¢ € H und Testfunktion w = u — uy, sowie beliebiges
v ES,:

(g,u — uh)o = G(U — Up, @g) = a(u — Uh, Pg — U)
< Cllu = unlillpg = vl

< Cllu=wils inf s vl

Rechts haben wir im Prinzip schon O(h?) stehen, wenn wir die Approximationseigen-
schaft fiir ¢, ausnutzen. Allerdings steht auf der linken Seite der Ungleichung noch ein
unhandlicher Term.

Die Norm eines Elementes w € H kann man charakterisieren durch:

. (97 U))()
[wllo=" sup )
0#£geEH=L(9) gllo

denn nach Cauchy-Schwarz ist (g, w)o < ||g||o||w]||o und somit

(ng)o
= < lwllo
||9||0
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fiir ein beliebiges w € Lo(Q2). Fiir ¢ = w gilt die Gleichheit und damit obige Charakte-
risierung iiber das Supremum.
Damit gilt nun:

Hu—uhHo _ _— (g,u—uh)o
0£geH=L>(2) l1glo
, )

< Cllu — up||; sup

inf —
ocH HgHO vGShHSOg ”1

(g : Losung des dualen Problems. hier
a(w, pg) = a(pg,w) d.h. duales = pri-
males Problem = H?2-regulir wg. g €
HY(Q) C L2(Q) gilt infyes, leg —
vll1 < chllpgll2 < chlgllo

< ch?[|fllo

Diese Beweistechnik tiber das duale Problem wird auch als ,Nitsche-Trick” bezeichnet.

O

Folgerung 8.9. Mit den oben gemachten Voraussetzungen (also H?-Regularitit) gilt
auch die Abschitzung
[lu = unllo < Chlju — unf;. (8.1)

Beweis: Folgt unmittelbar aus dem Beweis oben indem man in der letzen Abschétzung
nur den Supremumsterm mit ch abschétzt und ||u — uy|| stehen lésst. O
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9 Adaptive Gittersteuerung

9.1 Einfiihrung

Ziel jeder Berechnung ist es eine Fehlerschranke
lu —up|| <TOL (9.1)

zu erfiillen. Hierbei ist die Norm zunéchst nicht weiter spezifiziert. Wie garantiert man
das ohne Kenntnis der Losung u?

Zweitens, wenn man den Fehler u — uj, schitzen konnte, wie erreicht man (9.1)) mog-
lichst effizient (d.h. mit |7}| minimal)?

Die ,a priori Fehlerabschétzungenen

lu — uplls < ch5_1||u||s (Satz ,
= unllo < 2l £l (Sat2 E3)

niitzen nicht viel, da u oder gar 0“u nicht bekannt sind und ¢ eventuell sehr grof ist.
Ziel dieses Abschnittes ist die Herleitung sogenannter ,, a posteriori“ Fehlerabschét-
zung, die die berechnete Losung u; mit einbeziehen.

FehlermaBe Den Fehler bezeichnen wir mit ey, := u—wuy, (Vorsicht e, ¢ Sy, trotz Index!)
wobei v und uy, die Losungen der folgenden Variationsprobleme sind:

uelV: a(u,v) = (f,v)o Yo eV = Hy(Q),
up € Sp a(up,v) = (f,v)o YveS,CV.

Wir betrachten hier im Ubrigen nur Dirichlet-Randbedingung, d. h. V' = H}(Q).

In vielen praktischen Féllen interessiert der Fehler nicht {iberall gleich stark, sondern
man mochte den Fehler an bestimmten Stellen lokal stérker gewichten. Dazu betrachtet
man Fehlerfunktionale J : V' — R. Beispiele sind

Normen: llenllo, [lenlls,

Mittelwerte: |[(en, V)0l fiir ¢ € C(Q),
Linienintegral: |(en, ¥)o0.00| fiir ¢ € C(09),
Punktwerte: len(z)|, |Osen(x)| fur z € Q.

9.2 Duale Fehlerschiatzung

Im folgenden stellen wir die Methode der dualen Fehlerschétzung vor. Diese hat gegen-
iiber anderen Methoden den Vorzug, dass man sehr allgemeine Funktionale des Fehlers
|J(ep)| abschétzen kann. Die Darstellung der Methode folgt [Ran06].

Zu J betrachten wir das duale Problem:

Finde z € V: a(p,z) = J(p) Vo eV.
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Fiir die spezielle Wahl der Testfunktion ¢ = e} ergibt sich dann
J(en) = alen, z) = alen, z — ) fiir beliebiges 1y, € S,
=Y (AVe,, V(z = tn))or

TET,

= > {=(V-(AVen), 2 = ¥n)or + (AVen) - v, 2 — ¥n)oor}
TET,

= (f+V-(AVu), z = ¥n)or + Y ((AVen) - v, 2 =t o
TeTh eel'y,

+ > ((AVenlr,) - vi — (AVenlr,) - i 2 — Yn)oe

eGEh 5 EZTi ﬁT]-

wobei hier £, = {e|e ist gemeinsame Kante von 7; und 7;} die Menge der inneren Kan-
ten und I', = {e | e ist Randkante eines Dreiecks} die Menge der Randkanten bezeichnet.

Es bezeichne [v](z) = lim o4 v(x + ev) — lim._o4 v(x — ev) den ,Sprung* einer auf
einer Elementkante unstetigen Funktion v. Fiir die Kantenterme gilt dann weiter

[(AVen) - Vieer, = [(AVU) - Vleep, —[(AVup) - V]een,

~

~
=  ((AVep) v,z —Up)oe = —((AVuy) - v,z — y) fir e € Ej,.
Wegen 2,1, € V = Hg(Q) ist 2 — 1, = 0 auf 99, also ((AVey) v,z —p)o. = 0 fiir alle

Kanten e € T'y,.
Aufteilen des Sprungtermes zu gleichen Teilen auf beide Seiten liefert
1
J(en) = Z {(f+ V- (AVuy) 2= Un)or — = ([((AVuy) - V], 2 — ¥p)oorna
—_———

2
TETy = 0 fiir P; und A = const auf T'

Bis hier wurden keinerlei Abschétzungen durchgefiihrt. Nun bildet man Normen und
wendet Dreiecksungleichung bzw. Cauchy-Schwarz an:

el < 3 1F V- (AVi), 2~ didar — 5([(AVun) -], — dnoarnal

TeJy

1
<> AIF+V-Avu)llorlz = enllor + SI(AVuL)]loorealz = Elloorae.
TeTy

(9.2)

Nun gibt es verschiedene Méglichkeiten fortzufahren. Wir betrachten hier nur eine davon.

9.3 Energienormfehlerschatzer

Im Folgenden zeigen wir die Abschéitzung des (skalierten) Energiefehlers

J(en) = alen|1a = a||Veurlloq, (9.3)
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wobei « die Elliptizitatskonstante ist. Aufgrund der Elliptizitdt von a erhalten wir die
Abschétzung

a(v,v) = af|vli o = a(lvll5o +[VUll50) = al Volle.

Nun setzen wir (V - )
¥, Ven)on
J — a—’
)= e o

und erhalten unter Beachtung von ¢ = ej, dann (9.3)).
Die Losung des dualen Problems Z kann man dann abschétzen durch

(VZ, Veh)o’g

OZ||VZ||(2)7Q S (I(Z,Z) = J(Z) = HvehHOQ

< a][Vzlog
& IViloa=lsha<1.

Nun benétig man noch folgende (lokale) Abschétzung fiir den Interpolationsfehler auf
einem Dreieck T" )
o = Inollor + hillv — Invlloor < chrlv], 7

wobei T = {T" € T,|T' N'T # 0}, siehe [Ran00).
Damit schitzt man nun in (9.2)) die Terme z — ¢, ab indem man 1, = I,z einsetzt:

1. -1
[T(en)] < {HerV (AVu)llorehrlz]y 7 + She* [(AVur) - V]Ho,aTmszChT|Zh,T}
TeT),

N

1 2
<e (Z 1 {17+ V- (49wl + 3124V oo )

TeT),

1
2
(2 ws)
Tely

< C/(ZTeTh |z|2 T)%7 da T in endlich vielen T

Fiir die zweite Abschétzung wurde Cauchy-Schwarz im R™ verwendet. Wegen |z]; o <1
fallt der zweite Faktor komplett weg.
Das Ergebnis konnen wir zusammenfassen in

| J(en)| = alenlio < C (Z 77%)

TeT,

. 1 1
mit = hrllf + V- (AVu)llor + Shill[(AVan) - voerne.

Hierzu einige Bemerkungen:

e Die Grofen nr sind lokal pro Dreieck berechenbar.
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) (Tz% n2)2 liefert bis auf eine Konstante eine obere Schranke fiir len|1.a-
€lp

e Eis kann aber sein, dass die Fehlerabschiatzung dem Fehler grob iiberschéatzt

e Gilt auch eine Abschétzung nach unten der Form

<Z 7];2r> < C'J(en)| fiir h — 0 und C” unabhingig von h
TeT,

so heifst der Fehlerschéatzer ,effizient”. In diesem Fall konvergiert der Fehlerschatzer
asymptotisch mit der selben Rate wie der echte Fehler.

9.4 Verfeinerungsstrategie

Die Gittersteuerung nutzt das heuristische Prinzip der ,Equilibrierung® der Fehler, d. h. ein
Gitter gilt dann als optimal, wenn jedes Element T den selben Beitrag zum Gesamtfehler
liefert. Um dies zu erreichen geht man wie folgt vor:

1. Wihle ein Gitter 7@ und berechne die Finite-Elemente-Losung uéo) .

2. Berechne E(™) = ( > 77%) . Falls E(™ < TOL dann sind wir fertig.

TeT(m)

3. Ordne die Elemene nach der Gréfe des Fehlerbeitrages

>
VTZ.1 Z VT%,2 = .. Z I/TiNh'

4. Verfeinere alle Elemente T;, mit £ < wN;, wobei 0 < w < 1, etwa w = i. Gehe zu
1.

Beispiel 9.1. Wir betrachten die einspringende Ecke aus Beispiel 2.1} Die Abbildung[I(]
zeigt ein lokal verfeinertes Dreiecksgitter welches mit den in diesem Abschnitt beschriebe-
nen Methoden erzeugt wurde. Schlieflich zeigt Abbildung[IT]den Fehler in Abhéngigkeit
der Problemgrofe N, fiir global verfeinerte und adaptiv verfeinerte Gitter. Deutlich ist
die hohere Effizienz der adaptiven Methode zu sehen. O
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Abbildung 10: Lokal verfeinertes Gitter fiir die einspringende Ecke.
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10 Mehrgitterverfahren

Die Finite-Elemente-Formulierung
up € Sy, : a(up,v) = 1(v) Yov € S,
ist dquivalent zur Losung des linearen Gleichungssystemes
Apxy =b,  mit by, x, € RM und A, € RV,

Die Matrix Aj ist symmetrisch positiv definit, d. h. sie hat ein reelles und positives
Spektrum
O-(Ah) = {)‘17 '-'7ANh} C R+, 0< Az S Ai—l—l-

In diesem und dem néchsten Abschnitt geben wir eine kurze Einfithrung in effiziente
iterative Losungsverfahren fiir die linearen Gleichungssysteme.

10.1 Spektralverhalten einfacher Iterationsverfahren

Das einfachste lineare Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme ist die
Richardson-Iteration gegeben durch die Vorschrift

Iz—H = JIZ + W(bh - Ahxﬁ)

Dabei ist w € R, 0 < w < 1 der Dampfungsfaktor.

Fiir den Iterationsfehler e} ™ = z), — 2™ im k + I-ten Schritt zeigt man die Fehler-
fortpflanzungsgleichung
eyt =ap, —af =1y, — 2f — w(Aprn — Apxl) = (I — wAy)el |
————

Iterationsmatrix My,

wobei [}, die Einheitsmatrix bezeichnet.

Sei z; der Eigenvektor zum Eigenwert A;. Aufgrund der Eigenschaften von Aj, bilden die
Np

z; eine Basis des RM . Damit kann man den Anfangsfehler mittels €} = z;, — 29 = Y a2
i=1
in der Basis der Eigenvektoren schreiben. Dann gilt
Np, Ny, Np,
ey = (I —wAp)" oz = (I, — wAR) "z = a; (1—wX)" 2.
Verstarkungsfaktor
Nun wiihle speziell w = -~ = 1. Dann gilt
max Np,
i 0 i =N,
)\Nh 1-— W, ~ 1 fur )\1 < )\Nh

Dabei gilt 2 = O(h?) und somit liegt die Konvergenz fiir h — 0 sehr schnell nahe 1.

ANy,
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Beispiel 10.1. Fiir einfache Félle lassen sich die Eigenvektoren direkt angeben. Be-
trachte
u"(z) = f, u(0) = u(1) = 0.

Dann lautet die zugehorige Matrix bis auf den Faktor —1/h (den man auf die rechte
Seite schaffen kann):
A, = tridiag{—1,2, -1}

fiir die die Eigenvektoren z; die folgende Form haben:

ki k
(z;)r = sin NL: = sin (Fhm) 1 <4,k < N,

10.2 Gitterhierarchie

Im letzten Beispiel waren die Eigenvektoren abgetastete Sinusfunktionen unterschiedli-
cher Frequenz. Dabei ist etwa die Funktion sin z7 niederfrequent auf einem Gitter mit
N, = 8 Elementen, nicht aber jedoch auf einem Gitter mit ur N, = 2 Elementen.

Idee: Kann man niederfrequente Fehler auf einem groberen Gitter berechnen wo sie
wieder hochfrequent sind?
Definiere dazu eine Hierarchie von Gittern, etwa in zwei Raumdimensionen:

T : — a(ug,v) =1(v) Yv €S — Aoz = by,
7 : — a(uy,v) =1v) YveS — Ax1 = by,
T;: — aluy,v) =1lv) YveS, — Ajry;=0bj.

Die feinste Stufe trigt den Index J und es gilt 7; = 7, u; = up, r; = .

Ny (Grofe des grobsten Gitters) ist nach unten durch die Komplexitat der Geometrie
beschrankt. Sog. ,algebraische Mehrgitterverfahren erzeugen die Grobgittermatrizen
Aj_q,...,Ag rekursiv aus A; auf algebraische Weise.
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10.3 Zweigitterverfahren

Wir wollen zunéchst die oben eingefiihrte Richardson-Iteration als Iteration auf Finite-
Element-Funktionen in S}, statt als Iteration auf den zugehorigen Koeflizienten umschrei-
ben.

Die Richardson-Iteration lautet:

:U]ffl = 2f + w(by, — Apaf)

wobeil zu den Koeflizientenvektoren x’fLH und x’fL die Finite-Element-Funktionen
Np, Np,
k+1 k+1y\ .k E E\ ,h
Up = E (xh )it Up = E (Jﬁh)ﬂ/’z

i=1 =1

gehoren. Nun sei Sy, : S, — S}, diejenige Abbildung so dass uk+1 Sp(uf). Sy, ist gegeben
durch:
Sn(uj) —Uh+wz ) — alug, ¥y
Ny, Ny,
= (@) +wz (bn)s — > (An)ij(xh); | ¥
i=1 j=1 j=1
Ny

[(x}): +w(bh — Apay)i] 7

-

1

7

(= '““)
Damit definieren wir die sog. ,Zweigitteriteration®:

Algorithmus 10.2 (Zweigitterverfahren) Sei uf eine gegebene Niherung fiir uy, in Sy,.

1. Glattungsschritt: Setze uh = §”(uf), die v-fache Anwendung einer ,glittenden”
[teration, z.B. geddmpfter Richardson. Typisch sind v = 1, 2, 3 Iterationen.

2. Grobgitterkorrektur: Bestimme ein w € Sy, so dass

a(uy 4w, v) = 1(v) Vv € Sap,.

k1
Setze ui*l w4+ w. O

Wie realisiert man den Grobgitterkorrekturschritt? Hier hilft folgende Beobachtung:
Die FE-Raume sind ,,geschachtelt”, d. h. Sy, C Sy bzw. S; C S;41 im Mehrgitterfall.

Fiir jede Funktion v € Sy, gilt somit auch v € S; und insbesondere gilt das fiir alle
Basisfunktionen 12" € Sy,. Damit gibt es Koeffizienten r;; so dass:

1/}2h Zﬁﬂﬁ 1 S { S N2h-

Aufgrund der lokalen Trager der @DZ- (Knotenbasis!) iiberlegt man, dass nur konstant viele
(abhéngig von der Raumdimension) r;; fiir ein ¢ ungleich Null sind.
In einer Raumdimension hat man die Situation
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was insbesondere zeigt, dass r;; = ¥?"(z;) (mit x; der Position von Knoten j im Gitter).
Damit realisiert man die Grobgitterkorrektur fogendermafsen:

a(up + w,v) = I(v) Vv € Sy,
& a(w,v) = 1(v) — a(uy", v) Vv € Sy,
Nop Np, Np
= a (Z(%h)j?ﬁ?ha@/’?h) =1 <Z Timlﬁg@) —a (U]ZI; Z Tim¢2@>
j=1 m=1 m=1
Ny,
- Zrzm [ (YY) —a (Z(wlgl)n@bz,@/ﬂ%)] 1 <4< Ny,
n=1
Naop
& > (yan)jalw v = Z Pim(bh — ATy ) 1<i< Nay
j=1
& Agnyon = RE, (b, — Apai).
Die Matrix Ry, € RN2rXNa ist die Restriktionsmatriz mit (Ray)ij = 7ij.
Die Operation u'fL+1 = uh + w ist im Funktionenraum wegen Sy, C S, trivial. Fiir
die Koeffizienten gilt
Np, Np, Nop
g™t = (@) = (@l )+ ) ()i

j=1 j=1 i=1
Np, Nap
Z w + Z y2h Zrzﬂ/}h
34

= Z AT Zﬁj(yzh)j] 0

g xiﬂ = xh <R2n) Y2h-

Die algebraische Formulierung des Zweigitterverfahrens in Koeffizienten lautet also:

Algorithmus 10.3. Gegeben sei 2, eine Néherung fiir .
1. ZO = :I:fl;
fork=1,...,v: xig = :E:NTl + w (bh — Ath’KTl>; (Gléattung)
2. dp =by, — Ah:pi’”; (Defektberechnung)
3. dop = Rb, dy; (Restriktion)
4. Lose Aopyon = dop; (Grobgitterproblem)
5. yn = (BRY) yan; (Prolongation)
6. ot =af 4y (Update) O
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10.4 Mehrgitterverfahren

Das Mehrgitterverfahren wendet dieses Prinzip nun rekursiv in Schritt 4 auf das Problem
Aopyon = dop, an. Zusétzlich erlaubt man meist auch noch eine weitere Glattung nach
der Grobgitterkorrektur. Damit erhélt man den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 10.4. Wir formulieren das als rekursive Funktion MGM (1, z;, b;), die auf
der feinsten Stufe mit MGM(J, 2%, b;) aufgerufen wird und dann das %™ als Ergebnis
liefert.

MGM(Z, x, bl)
{
if (I == 0){xg = Ay bo; return z¢; } // kleines Problem exakt losen
for (k=1,...,11) ;= 21+ w(b — Axy); // Vorglattung
dy = (b — Ayxy); // Defektberechnung
di-1 = R}, dj; // Restriktion
y—1 = 0; // Startwert
for (t=1,...,7) yy-1=MGM({ —1,y,_1,d;—1); // Rekursion
o = (R o // Prolongation
T =z +y; // Update
for (k=1,...,10) =2+ w(b — Aix;) // Nachglattung
return xy;

}

Der Algorithmus besitzt die Parameter vy, v, und ~.
v = 1 heifst V-Zyklus, v = 2 W-Zyklus. Minimal sind die Parameter v, = 1, 5 = 0
und v = 1 zu wahlen. 0
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11 Konvergenz des Mehrgitterverfahrens

Ziel dieses Abschnittes ist eine Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit des Mehrgit-
terverfahrens. Dabei wird sich herausstellen, dass das Mehrgitterverfahren unabhéngig
von der Gitterweite h konvergiert. Damit zahlt das Mehrgitterverfahren zur Klasse der
optimalen Losungsverfahren.

11.1 Vorbereitung

Wir beschranken uns zuerst mal auf das Zweigitterverfahren ohne Nachglattung. Zur
Wiederholung stellen wir nochmal die beiden Formulierungen im Funktionenraum und
fiir die Koeffizienten gegeniiber

im FE-Raum: @& im RY fiir die Koeffizienten ®

i) ult o k0 kol S il
i) uy = XV ul; i)z, =ak x,)" =1, +w(by, — Apzx,’ ¥ );
.. k.1 .. k,1

i) a(u,” + wap,v) = l(v) Vv € Sop; i) Aopyon = REy (b, — Apxy);

i)uf = up? = w4 wa; i)' = 2 = 2f + (RE) T yan;

Als Glattungsoperation wurde hier die einfache Richardson-Iteration verwendet.

Die Konvergenzanalyse erfordert eine Rekursionsgleichung fiir den Iterationsfehler.
Fiir ein lineares Iterationsverfahren der Gestalt ¥+ = 2% + W (b— Ax*) zur Losung von
Ax = b gilt:

Ml =g —af = — b —W(Ax — Axk) = (I —WA)(z —2") = (I - WA
Nun will man eine Normabschétzung
"] < plle”|

herleiten mit der Konvergenrate ||/ — WA| <p <1
Das Zweigitterverfahren besteht aus zwei hintereinandergeschalteten Iterationen:

"= (I — (Ry)" Ay Ry An)(I — wA)" e,

Zur Herleitung einer Schranke p geniigt nicht alleine eine Betrachtung der involvierten
Matrizen, sondern man muss geschickt den Bezug zur Formulierung @ im FE-Raum

ausnutzen.
FE-Funktionen und Vektoren im R sind iiber die Wahl der Basis gekoppelt:

Np,
Sy D up = inwi mit © € RV, (11.1)
i=1
Fiir A sym. pos. definit kann man folgende Normen im R™* definieren:

llll]s = (2, A%2)2 (11.2)
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Dabei erhélt man fiir s =0,1,2 :

s = 0|||z|l]o = (z,2)2 = ||z Euklidische Norm,
s = 1|||z|||1 = (z, A$)% Energienorm,
s = 2[||z|l| = (2, A%2)? = (Az, Az)? = ||Az| Defektnorm.

Der Name fiir s = 2 beruht fiir Az = b auf der Identitat
Iz — 2||]» = (A(z — 2%), A(x — 2¥))2 = (b — Az*, b — Az¥)z = ||b — Az

Die Norm |[||z|||s kann auch fiir nichtganzzahliges s € R definiert werden. Zu sym-
metrisch positiv definitem A gibt es eine unitire Matrix Q (d.h. Q7! = QT) und eine
Diagonalmatrix D = diag(\1,...,Ay) so dass A = QT DQ mit 0 < A € R.

Man setzt dann:

=Q"D*Q  mit D = diag(\, ..., \y). (11.3)
Damit erhédlt man dann allgemein
[2]]]s = (@, A2)? = (z,Q" D*Qx)?
= (2,Q"D3QQ"D?Qx)? = (Q"D3Qx, Q" D3 Qx)> (11.4)
= || A3z

Nun wollen wir die Sobolevnormen ||lup 0., ||us|/1,o mit entsprechenden Normen |H:UH|0,

I[|#|[|: der Koeffizienten in Beziehung setzen. Wegen |||z||i = (2, Apz)?2 = a(up,up)?
und a|up||? < alup, up) < Cllugl? gilt also fiir Ay, aus der FE-Methode:

caflunlly < |llflls < cofluall (11.5)

mit von h unabhéngigen Konstanten ¢, ¢y fiir jede Basis Wy, = {1, ..., ¥n, }-
Fiir den Fall s = 0 héngt der Zusammenhang von der Wahl der Basis ab.

Lemma 11.1. Es sei ), = {¢y,...,¢¥n} die Standard-Knotenbasis auf einer Familie
uniformer Triangulierungen 7;, des Gebietes Q C R" sowie u;, = Zf&l(:ph}i@bi. Dann gilt
mit h-unabhangigen Zahlen cq, cs:

cth®|||zalllo < llunllon < c2h®|||zalllo. (11.6)

Beweis: Sei T' der n-dimensionale Referenzsimplex. Auf T sei 1/30, e ,ﬁn die entsprechen-
n

de Knotenbasis. Dann gilt fiir & = > 2,¢; auf dem Referenzelement:
i=0

“aH(Q),T ’EL ﬁ (sz%,zﬂcw]) sz X ¢z>¢y T

O,T =0 7=0
_M”

= (z, Mz) = (Q"D*Qu, Q"D Qx) = || Mzz|*
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Hierbei ist M die Massenmatriz auf dem Referenzelement. M ist symmetrisch und
positiv definit und kann daher mittels QTD%Q diagonalisiert werden (mit anderen @, D
wie oben). Die Eintrége von M bzw. dessen Eigenwerte lassen sich einmal ausrechnen
da wir uns auf dem Referenzelement befinden. Somit gilt (Raleigh-Quotienten):

N a1
allz* < [lally 7 = [M22]* < cof||®

mit ¢, co nur abhéngig vom Referenzelement.
Nun transformieren wir wie iiblich von 7" auf das allgemeine Element T

1% .
N [i g = () mit % = By

Julfys = [ g = [ wtur(e)ldetelds = et [ i(¢)de
T T

T

Also:

N ~l
= |detBr||all; 7 = |det Br[|| M=z,
Unter der Annahme uniformer Gitter gilt:

~rl
lullzo = D llullgr = > detBr{[A307|* < max{|detBrl}es Y |lar|* < ch”|Jz|*

TeTy, TeTy, TeT),

Bei der letzten Abschitzung wurde verwendet, dass jede Basisfunktion nur in endlich
vielen Dreiecken (unabhéngig von h) vorkommt. Wurzelziehen liefert die behauptete
Abschéatzung nach oben.

Analog erhélt man die Abschétzung nach unten:

A1 .
Go= > lulliy = > ldetBr||[Mar|* > min{|detBr[}er Y [lor]® > A" ]

TETh TETh TETh

i
0

11.2 Analyse der Grobgitterkorrektur

Lemma 11.2 (Approximationseigenschaft). Sei Az, = b, das zu l6sende System, xz’l

die Naherung nach der Glattung und a:fb’z die Naherung nach der Grobgitterkorrektur.
Zusitzlich sei das zugrundeliegende Variationsproblem H?—regulir. Dann gilt

lln — a3 %lllo < eh® |||z — 2|12 (11.7)

Beweis:
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i) Nach Folgerung auf Seite |74] gilt:

lu — unllo.o < Chljlu — up||1.0- (11.8)

ii) Fiir die Grobgitterkorrektur gilt folgende Orthogonalitétseigenschaft:

a(upt + wap, v) = I(v) Vv € Sop,
a(up,v) =1(v) Vv € Sy,
a(up, — uz’l — wop,v) =0 Vv € Syp.

Damit zeigt man:

k2
ollup, — uy, H%Q
< a(up —upt — wop, up, — upt — wap)

_ k,1 k,1 k,1
= aup, —up, — wop, up — Uy, ) — a(up — Uy — Wap, Wap)

- 4

=0 wg.EQheSQh
= (xn — &y — yon, An(zn — 23"))
<llen =y = yanlllo lllz = vy 1112
< ch” % |lup — ' —wanllog [l — 27 Il
< ch™2hllun —upt —wanllro [z — 27 Il
Hier haben wir die Abschétzung i) auf das Problem mit der exakten Losung wuj, —

ui’l € Sy, angewendet, die durch wy, € Sy, approximiert wird (genau das macht
die Grobgitterkorrektur).

Kiirzen von |Ju, — ul’" — wap||1.q liefert dann
lun — wy" —wonllia < ch™ %[y, — 2" ||z (11.9)
iii) Schlieflich:

k, k,
llzn — 23 llo = Illzn — 25" — yanlllo

< ch™ 2 |Jup, — upt — wanllog

< ch™Fhllup — upt — wo|

< ch® " [y — 2y [

1,0

Wie immer sind die Konstanten ¢ sind generisch, d.h. an verschiedenen Stellen iiblicher-
weise verschieden. O
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11.3 Glattungseigenschaft

Lemma 11.3. Fiir die Richardson-Iteration =} = x} +w(by,—Apz”) gilt mit w = m

)\maz (Ah>
14

llzn = 24|z < Iz — 23 lllo- (11.10)

Beweis: Setze e] = xj, — x}, und rechne

llenlll2 = [[Anei ]l = [|An(I — wAR) eyl
= [Q"DRQ"Q — wQ" DQ)"e}|
= Q" DQIQ" (I —wD)Q e}
= Q" D(I —wD)"Qep|
< QMNP = wD)”[HIQI llexll
= [D(I = wD)"l[|e,| = | D(I = wD)"||ll|ex]llo-

Hier haben wir im letzten Schritt benutzt, dass ||Q| = 1 (Spektralnorm). Dies sieht
man folgendermaken. Wegen [Qz|” = (Qz,@2) = (2 Q7Qz) = (2,2) = ||2| gilt |}Q]] =
sSup, 4o HH%IZIH = 1. Da D = diag{\;} mit \; > 0 gilt

D(I —wD)” = diag{\;(1 — w\;)"}
und

|D(I —wD)"|| = max Ai(1—wA;)”

11.4 Zweigitterkonvergenz

Satz 11.4. Das Zweigitterverfahren mit Richardson-Iteration als Vorglattung erfiillt:
k41 ¢ k
llzn =3 o < —lln = o

mit ¢ unabhdngig von h. Fiir gentigend grofes v gilt dann p; = £ < 1.
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Beweis: Fiir Ay, in der Standardknotenbasis gilt:

(Ap)ij = a(y;, ;) = / Vi, - Vipidr < ¢ / hihtdr = ch™h 2,
Q supp ()

Mit dem Satz von Geschgorin erhilt man A4, (Ay) < Ch4"2. Mit Lemma und
Lemma [I1.3] erhalt man schlieRlich

1
[llen = o < eh®™ A2~ [ — 2] llo

11.5 Mehrgitterkonvergenz

Lemma 11.5. Sei p; die Konvergenzrate des Zweigitterverfahrens. Und p; die Konver-
genzrate des Mehrgitterverfahrens mit [ Stufen. Dann gilt bei Anwendung des p-Zyklus
(v = p in Algorithmus [10.4)) die rekursive Ungleichung:

pr < pi+ (1+p1)ppy.

Beweis: Im Zweigitterverfahren ist ﬁf’2 = uf’l + w;_; die Ndherung nach der Grobgit-

terkorrektur. Im Mehrgitterverfahren mit p—Zyklus sei uf’Q = uf’l +w!’ | die Naherung
nach dem p-fachen Aufruf der Grobgitterkorrektur.

w;_1 ist die Losung des Systems

a1, v) = 1(v) — a(uP', v) Vv € Sop.

wy' | ist die gendherte Losung dieses Systems nach p Iteration auf Stufe [—1 bei Startwert
w? ; = 0. Damit gilt

N N . k2 k1
[ wf—lHO,Q < p7—1”w14 - wlofl oo = Pf—l“wlleO,ﬂ = pf—lHul — ;" o0
~—

=0
Damit gilt
lu = wi oo < llu = w*llo = llur = @ + @ = wp*|lo
<l = @ log + 17" = o0

< pillw = ufllog + lu)" + oy — u)t = w o

< prllw = wpllog + oy 18 = 1 oo

= prllun = ufflo0 + Pl = w + w — oo

< prllwr = ufllow + iy (prllw — @ llo. + = 17 llo.2)

< [+ (X + p)] Nlw — ) llog-
Diese Analyse gilt fiir das Mehrgitterverfahren mit Vor- und Nachglattung. Allerdings
haben wir hier nur benutzt, dass die Nachglattung den Fehler nicht vergrofsert. 0
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Satz 11.6. Ist p; < % so gilt fiir den W-Zyklus (also pu = 2), dass

fir [ > 2.

Wl =

IS

Bewers: Fir [ = 1 gilt p; <
Rekursionsformel gilt dann

Sl 12_1+61_9+6_15_1
PL=7% 5)\3) “5759° 45 45 3

1 1 . . .
: < 3. Nun gelte die Behauptung bis [ — 1. Mit der

U

Bemerkung 11.7. Dies ist der simpelste Beweis fiir h—unabhéngige Konvergenz des
Zweigitter- und Mehrgitterverfahrens.

Bessere Beweise zeigen bereits h-unabhingige Konvergenz mit einem Glattungsschritt
und V-Zyklus (1 = 1) ohne Regularitdtsannahmen an das Problem (d. h. die hier benutze
H?-Regularitit ist nicht notwendig). Probleme in der Praxis sind allerdings Robustheit
der Konvergenzrate gegeniiber Parametern wie dem Diffusionskoeffizienten (starke Va-
riabilitdt, Anisotropie), Gitteranisotropie, etc. 0

11.6 Komplexitat

Lemma 11.8. Sei NV, die Anzahl der Unbekannten auf Stufe /. Dann gilt fiir den Aufwand
A(N,) fur einen Zyklus des Mehrgitterverfahrens M G(vy, vo, pt) in n Raumdimensionen

A(Ny) = O(N),

wenn n > 1 fiir p =1, bzw. n > 2 fiir p = 2.

Beweis: Bei uniformer Verfeinerung gilt N;/N;_; = w = 2" und somit
A(Nl) < ON[ + ,UONl_l + M2ON1_2 + ...

N, 2
—ON +pC—+ B on 4.
w w

2
—CN, (1+ﬁ+ (£) +)
w w
Die geometrische Reihe konvergiert, wenn pu/w = p/2" < 1 < 2" > . Also abn =1
fiir den V-Zyklus und ab n = 2 auch fiir den W-Zyklus. 0J

Damit ist gezeigt (hier nur fiir den uniformen Fall, aber eine genauere Analyse zeigt
dies auch fiir lokal hierarchisch verfeinerte Gitter), dass der Gesamtaufwand fiir einen
Schritt proportional zur Anzahl der Unbekannten auf dem feinsten Gitter ist. Da die
Anzahl der Schritte nicht von der Gitterweite abhéngt ist das Gesamtverfahren auch
O(N).
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Ende und Ausblick

Wir haben behandelt:

e Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen elliptischer Randwertprobleme.

Konforme Finite Elemente zur numerischen Losung.

A priori Fehlerabschéatzungen und Approximationssétze.

A posteriori Fehlerschétzung zur Gitteradaption.

Effiziente Losung der linearen Gleichungssysteme mit Mehrgitterverfahren.
Was man noch machen kann:

e nichtkonforme Finite Elemente Methoden, d. h. v € Sy ist nicht stetig. Damit
ist v ¢ H}(Q). Trotzdem machen solche Raume Sinn, Beispiel ist das Crouziex-

Raviart Element:

e Gemischte Methoden
V-gq=f, q=—-KVp, ,System 1. Ordnung*

Getrennte Ansatzraume fiir p (skalar) und ¢ (Vektorfunktionen!) liefern eine bes-
sere Genauigkeit fiir g.

o Weitere Fehlerschatzer und Loser, etwa Teilraumkorrekturverfahren, Gebietszerle-
gungsverfahren sowie deren Parallelisierung.

e Anwendungen: (Stromungs-) Mechanik, gekoppelte Systeme.
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