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Ubung 1 Einfache Eigenschaften

a) Sei P € R"™ mit P2 = P. Auflerdem sei P nicht die Null-Matrix. Zeigen Sie, dass || P|| > 1 fiir
jede nattirliche Matrixnorm || - || gilt.

b) Zeigen Sie:
A=A o (Az,y)2 = (x,Ay)s Va,y € C"

c) Sei A eine symmetrisch positiv definite Matrix. Aufgrund der Symmetrie ladsst sich A orthogo-
nal diagonalisieren, d.h. es existiert eine orthogonale Matrix () und eine Diagonalmatrix D mit
A = QDQT. Auf der Diagonalen der Matrix D stehen gerade die Eigenwerte von A.

Zeigen Sie, dass eine Matrix B existiert mit A = B - B. (Man kann also die Quadratwurzel von
A definieren.)
( 3 Punkte )

Ubung 2  Positiv definite Matrizen
Sehr hdufig wird im Zusammenhang mit positiv-definiten Matrizen die Symmetrie vorausgesetzt.
Doch positiv-definite Matrizen miissen nicht zwangsldufig symmetrisch sein!

a) Zeigen Sie, dass A € R™*" genau dann positiv definit in R ist, wenn der symmetrische Anteil
Ag =1 (A+ AT)
2

positiv definit ist.

b) Sei A € R™*", X C {1,2,...,n} und Ax = (aj)ijex € RIXI>IX] eine sogenannte Hauptunterma-
trix. Zeigen Sie, dass A ist positiv definit, wenn A positiv definit ist.

4= (b o)

Fiir welche Werte von « ist A positiv definit?

c) Gegeben ist A € R?*? mit

d) Zeigen Sie: Sei H € C™*" mitm > nund A = H? H. Dann gilt A ist positiv definit in C genau
dann wenn Rang(H) = n.

( 4 Punkte )

Ubung 3 Hermitesche Matrix in C
In dieser Ubung sollen Sie folgende Aussage aus der Vorlesung beweisen:

Fir A € C"*" gilt: A ist hermitesch genau dann wenn (Az, ), € RVz € C™\ {0}.

Gehen Sie daftir wie folgt vor:

a) Zeigen Sie die Hinrichtung: A hermitesch = (Az,z); € RVx € C" \ {0}.



b) Zeigen Sie: (Az,z)2 € RVx € C"\ {0} = Im(Az,y)2 = —Im(Ay, z)2Vz,y € C". Hinweis:
Betrachten Sie (A(zx + y),x + y)2.

c) Zeigen Sie: (Ax,x)2 € RVx € C"\ {0} = Re(Ax,y)2 = Re(Ay, x)2Vz,y € C". Hinweis: Betrach-
ten Sie (A(iz + y), iz + y)o.

d) Zeigen Sie die Riickrichtung mithilfe von b) und c), also (Az,z), € RVx € C"\ {0} = Aist
hermitesch.

( 5 Punkte )

Ubung 4 Rayleigh-Quotienten
Sei A € K™ eine positive definite Matrix. Fiir K = R sei A ferner symmetrisch. Der Rayleigh-
Quotient eines Vektors r € K" ist definiert als

(Az, x)9

Ry(x) = @)

a) Zeigen Sie folgende Beziehungen zwischen den Rayleigh-Quotienten und dem grofsten bzw.
kleinsten Eigenwert von A:

sup  Ra(x) = Amax(A) = max{\ |\ ist Eigenwert von A}
zeK™\ {0}

inf  Ra(z) = Amin(A4) = min{\ | X ist Eigenwert von A} .
zeK™\{0}

b) Die Kondition einer Matrix A in der euklidschen Norm ist definiert als
conda(A) = || All2]| A7 |2

Zeigen Sie dass sich die Kondition der Matrix in folgender Weise durch den grofsten und klein-
sten Eigenwert von A beschreiben l&sst:

)\maX(A)

condg(A) = [|All2| A2 = Amin(4)

( 5 Punkte )



