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• Experiment: Beobahte was passiert.
• Theorie: Versuhe die Beobahtung mit Hilfe von Modellen zu erklären.
• Theorie und Experiment werden sukzessive verfeinert und verglihen, bis eine ak-zeptable Übereinstimmung vorliegt.
• In Naturwissenshaft und Tehnik liegen Modelle oft in Form mathematisher Glei-hungen vor.
• Oft können die Modellgleihungen niht geshlossen (mit Papier und Bleistift oderMathematia . . . ) gelöst werden.
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1 MotivationSimulation
• Simulation: Gleihungen numerish lösen.� Undurhführbare Experimente werden möglih (z. B. Galaxienkollisionen).� Teuere Experimente werden eingespart (z. B. Modelle im Windkanal).� Parameterstudien shneller durhführbar.� (Automatishe) Optimierung von Prozessen.
• Vielfältiger Einsatz in Naturwissenshaft, Tehnik und Industrie: Strömungsbe-rehnung (Klimasimulation), Festigkeit von Bauwerken . . .
• Grundlage für alle diese Anwendungen sind numerishe Algorithmen!
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Abbildung 1: Prinzipielles Vorgehen im Wissenshaftlihen Rehnen.Die prinzipielle Herangehensweise im Wissenshaftlihen Rehnen zeigt Abbildung 1.Die erfolgreihe Durhführung einer Simulation erfordert die interdisziplinäre Zusam-menarbeit von Physikern oder Ingenieuren mit Mathematikern und Informatikern.
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1 MotivationFehlerquellenUntershiede zwishen Experiment und Simulation haben vershiedene Gründe:
• Modellfehler: Ein relevanter Prozess wurde niht oder ungenau modelliert (Temp.konstant, Luftwiderstand vernahlässigt, . . . )
• Datenfehler: Messungen von Anfangsbedingungen, Randbedingungen, Werten fürParameter sind fehlerbehaftet.
• Abshneidefehler: Abbruh von Reihen oder Iterationsverfahren, Approximationvon Funktionen
• Rundungsfehler: Reelle Zahlen werden im Rehner genähert dargestellt.Untersuhung von Rundungsfehlern und Abshneidefehler ist ein zentraler Aspekt derVorlesung!1.2 Ein einfahes Beispiel: Das FadenpendelPisa, 1582Der Student Galileo Galilei sitzt in der Kirhe und ihm ist langweilig. Er beobahtetden langsam über ihm pendelnden Kerzenleuhter und denkt: �Wie kann ih nur dieBewegung dieses Leuhters beshreiben?�.Konzeptionelles ModellWelhe Eigenshaften (physikalishen Prozesse) sind für die gestellte Frage relevant?
• Leuhter ist ein Massenpunkt mit der Masse m.
• Der Faden der Länge ℓ wird als rigide und masselos angenommen.
• Der Luftwiderstand wird vernahlässigt.Nun entwikle mathematishes Modell.Abbildung 2 zeigt das Fadenpendel, welhes aus dem sogenannten konzeptionellenModell resultiert.Kräfte
• Pendel läuft auf Kreisbahn: Nur Tangentialkraft ist relevant.
• Tangentialkraft bei Auslenkung φ:

~FT (φ) = −mg sin(φ)

(
cos(φ)
sin(φ)

)

.
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1 Motivation
PSfrag replaements
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Abbildung 2: Das Fadenpendel.
• Also etwa:

~FT (0) = −mg
(

0
0

)

,

~FT (π/2) = −mg
(

0
1

)

.

• Vorzeihen kodiert Rihtung.Dies überlegt man sih so. Die Gewihtskraft zeigt immer nah unten, also
~F (φ) = mg

(
0
−1

)

.Die Normalkomponente zeigt immer in Rihtung ~n(φ) = (sinφ ,− cosφ)T und damit istdie Kraft in Normalenrihtung
~FN (φ) = (~F (φ) · ~n(φ))~n =

[

mg

(
0
−1

)

·
(

sinφ
− cosφ

)](
sinφ

− cos φ

)

= mg cosφ

(
sinφ

− cosφ

)

.
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1 MotivationDamit rehnet man die Tangentialkraft aus ~FT (φ) + ~FN(φ) = ~F (φ) aus:
~FT (φ) = ~F (φ)− ~FN(φ) = mg

(
0
−1

)

−mg cosφ

(
sinφ

− cosφ

)

= −mg
(

cos φ sinφ
1− cos2 φ

)

= −mg sinφ
(

cosφ
sinφ

)

.Weg, Geshwindigkeit, Beshleunigung
• Weg s(t), Geshwindigkeit v(t), Beshleunigung a(t) erfüllen:

v(t) =
ds(t)

dt
, a(t) =

dv(t)

dt
.

• Für den zurükgelegten Weg (mit Vorzeihen!) gilt s(t) = ℓφ(t).
• Also für die Geshwindigkeit

v(t) =
d s(φ(t))

dt
=
d ℓφ(t)

dt
= ℓ

dφ(t)

dt

• und die Beshleunigung
a(t) =

d v(φ(t))

dt
= ℓ

d2φ(t)

dt2
.Bewegungsgleihung

• Einsetzen in das 2. Newton'she Gesetz ma(t) = F (t) liefert nun:
mℓ

d2φ(t)

dt2
= −mg sin(φ(t)) ∀t > t0.

• Die Kraft ist hier skalar (vorzeihenbehafteter Betrag der Tangentialkraft), da wirnur den zurükgelegten Weg betrahten.
• Ergibt gewöhnlihe Di�erentialgleihung 2. Ordnung für die Auslenkung φ(t):

d2φ(t)

dt2
= −g

ℓ
sin(φ(t)) ∀t > t0. (1)

• Eindeutige Lösung erfordert zwei Anfangsbedingungen (t0 = 0):
φ(0) = φ0,

dφ

dt
(0) = u0. (2)6



1 MotivationLösung bei kleiner Auslenkung
• Allgemeine Gleihung für das Pendel ist shwer �analytish� zu lösen.
• Für kleine Winkel φ gilt

sin(φ) ≈ φ,z.B. sin(0, 1) = 0, 099833417.
• Diese Näherung reduziert die Gleihung auf

d2φ(t)

dt2
= −g

ℓ
φ(t).

• Ansatz φ(t) = A cos(ωt) liefert mit φ(0) = φ0, dφ
dt
(0) = 0 dann die aus der Shulebekannte Formel

φ(t) = φ0 cos

(√
g

ℓ
t

) (3)Volles Modell; Verfahren 1
• Löse das volle Modell mit zwei numerishen Verfahren.
• Ersetze Gleihung zweiter Ordnung durh zwei Gleihungen erster Ordnung:

dφ(t)

dt
= u(t),

d2φ(t)

dt2
=
du(t)

dt
= −g

ℓ
sin(φ(t)).

• Ersetze Ableitungen durh Di�erenzenquotienten:
φ(t+∆t)− φ(t)

∆t
≈ dφ(t)

dt
= u(t),

u(t+∆t)− u(t)

∆t
≈ du(t)

dt
= −g

ℓ
sin(φ(t)).

• Mit φn = φ(n∆t), un = u(n∆t) erhält man Rekursion (Euler):
φn+1 = φn +∆t un φ0 = φ0 (4)
un+1 = un −∆t (g/ℓ) sin(φn) u0 = u0 (5)
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1 Motivation
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Abbildung 3: Simulation des Fadenpendels (volles Modell) bei φ0 = 0.1 ≈ 5.7◦ mit demEulerverfahren.Volles Modell; Verfahren 2
• Nutze Näherungsformel für die zweite Ableitung, sog. Zentraler Di�erenzenquoti-ent:

φ(t+∆t)− 2φ(t) + φ(t−∆t)

∆t2
≈ d2φ(t)

dt2
= −g

ℓ
sin(φ(t)).

• Au�ösen nah φ(t+∆t) ergibt Rekursionsformel (n ≥ 2):
φn+1 = 2φn − φn−1 −∆t2 (g/ℓ) sin(φn) (6)mit der Anfangsbedingung

φ0 = φ0, φ1 = φ0 +∆t u0. (7)(Die zweite Bedingung kommt aus dem Eulerverfahren oben).Abbildung 3 zeigt das Eulerverfahren in Aktion. Für festen Zeitpunkt t und ∆t → 0konvergiert das Verfahren. Für festes ∆t und t→ ∞ nimmt das Verfahren immer gröÿereWerte an.Abbildung 4 zeigt zum Vergleih das zentrale Verfahren für die gleihe Anfangsbedin-gung. Im Untershied zum expliziten Euler sheint der Fehler bei festem ∆t und t→ ∞niht unbeshränkt zu wahsen. 8



1 Motivation
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Abbildung 4: Simulation des Fadenpendels (volles Modell) bei φ0 = 0.1 ≈ 5.7◦ mit demzentralen Verfahren.Nun können wir das volle Modell mit dem vereinfahten Modell vergleihen und sehenwelhe Auswirkungen die Annahme sinφ ≈ φ auf das Ergebnis hat. Abbildung 5 zeigtdie numerishe Simulation. Selbst bei 28.6◦ ist die Übereinstimmung noh einigermaÿenpassabel. Für gröÿere Auslenkungen ist das vereinfahte Modell völlig unbrauhbar, dieForm der Shwingung ist kein Kosinus mehr.Eine GeothermieanlageWir betrahten die Modellierung und Simulation einer Geothermieanlage. Den she-matishen Aufbau zeigt die Abbildung 6. Kaltes Wasser �ieÿt in einer Bohrung nahunten, wird erwärmt und in einem isolierten Innenrohr wieder nah oben geführt.
• Grundwasserströmung gekoppelt mit Wärmetransport.
• Welhe Leistung erzielt so eine Anlage?Modell für eine Geothermieanlage
• Strömung des Wassers in und um das Bohrloh

∇ · u = f,

u = −K
µ
(∇p− ̺wG)9



1 Motivation
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Abbildung 5: Vergleih von vollem und vereinfahtem Modell (jeweils in rot) bei denWinkeln φ = 0.5, 3.0, 3.14 gerehnet mit dem zentralen Verfahren.
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1 Motivation

PSfrag replaements
VorlaufRüklauf

WasserstromWärmestrom
Abbildung 6: Shematisher Aufbau einer Geothermieanlage.

• Transport der Wärme durh Konvektion und Wärmeleitung
∂(ce̺eT )

∂t
+∇ · q + cw̺wf T = g,

q = cw̺wuT − λ∇Tin Abhängigkeit diverser Parameter: Bodendurhlässigkeit, Wärmekapazität, Dih-te, Wärmeleitfähigkeit, Pumprate sowie Rand- und Anfangsbedingungen.Abbildung 6 zeigt die Entzugsleistung so einer Anlage für die ersten hundert TageBetriebszeit. Dabei wurden plausible Werte für die Modellparameter gewählt.Shadsto�ausbreitungAls weiteres Beispiel nennen wir die Modellierung und Simulation einer Shadsto�-ausbreitung im Boden, siehe Abbildung 8. Der Shadsto� wird hier als niht mit Wassermishbar und shwerer als Wasser angenommen (Bestimmte Reinigungsmittel habendiese Eigenshaften).
• Wo erreiht der Shadsto� welhe Konzentrationen?
• Wie bekommt man den Shadsto� wieder weg?
• Wohin bewegt sih gelöster Shadsto�?

11



1 Motivation
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Abbildung 7: Entzugsleistung der Geothermieanlage über die Zeit für bestimmteSystemparameter.1.3 Inhaltsübersiht der VorlesungWir werden in dieser Vorlesung die folgenden Themengebiete behandeln:
• Grundbegri�e, Gleitpunktzahlen, Gleitpunktarithmetik
• Direkte Methoden zur Lösung linearer Gleihungssysteme
• Interpolation und Approximation
• Numerishe Integration
• Iterationsverfahren zur Lösung linearer Gleihungssysteme
• Iterationsverfahren zur Lösung nihtlinearer Gleihungssysteme
• Eigenwerte und EigenvektorenAusblik auf weiterführende Vorlesungen
• Gewöhnlihe Di�erentialgleihungen beshreiben viele zeitabhängige Prozesse (Nu-merik 1).
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2 Gleitpunktzahlen

Abbildung 8: Ausbreitung eines niht Wasser niht mishbaren Shadsto�es im Boden.
• Praktishe Anwendungen führen oft auh auf partielle Di�erentialgleihungen. Ge-suht sind dann Funktionen in mehreren Raumdimensionen (Numerik 2).
• Tehnishe Anwendungen erfordern Optimierung (Numerik 3).
• E�ziente Programmierung und Visualisierung der Ergebnisse sind sehr wihtig(z.B. Objektorientiertes Programmieren im Wissenshaftlihen Rehnen).2 GleitpunktzahlenZahlen im ComputerAlle Programmiersprahen stellen elementare Datentypen zur Repräsentation vonZahlen zur Verfügung. In C/C++:unsigned int, unsigned short, unsigned long N0int, short, long Zfloat, double Romplex<float>, omplex<double> CDiese sind Idealisierungen der Zahlenmengen N0,Z,R,C.Bei unsigned int, int . . . besteht die Idealisierung darin, dass es eine gröÿte (bzw. kleinste)darstellbare Zahl gibt. Ansonsten sind die Ergebnisse exakt.
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2 GleitpunktzahlenBei float und double kommt hinzu, dass die meisten innerhalb des erlaubten Bereihsliegenden Zahlen nur näherungsweise dargestellt werden können.2.1 Beispiel zur FehlerakkumulationPotenzreihe für ex
• ex lässt sih mit einer Potenzreihe berehnen:

ex = 1 +
∞∑

n=1

xn

n!
= 1 +

∞∑

n=1

yn.

• Dies formulieren wir rekursiv:
y1 = x, S1 = 1 + y1, (Anfangswerte).Rekursion:

yn =
x

n
yn−1, Sn = Sn−1 + yn.

• Probiere vershiedene Genauigkeiten und Werte von x.Positives Argument
• Für x = 1 und float-Genauigkeit erhalten wir:1.000000000000000e+00 1 2.000000000000000e+005.000000000000000e -01 2 2.500000000000000e+001.666666716337204e -01 3 2.666666746139526e+004.166666790843010e -02 4 2.708333492279053e+008.333333767950535e -03 5 2.716666936874390e+001.388888922519982e -03 6 2.718055725097656e+001.984127011382952e -04 7 2.718254089355469e+002.480158764228690e -05 8 2.718278884887695e+002.755731884462875e -06 9 2.718281745910645e+002.755731998149713e -07 10 2.718281984329224e+000.000000000000000e+00 100 2.718281984329224e+00ex 2.718281828459045e+00. . . also 7 gültige Zi�ern.
• Für x = 5 . . .9.333108209830243e -06 21 1.484131774902344e+02ex 1.484131591025766e+02. . . dito.
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2 GleitpunktzahlenNegatives Argument
• Für x = −1 und float-Genauigkeit erhalten wir:2.755731998149713e -07 10 3.678794205188751e-01-2.505210972003624 e -08 11 3.678793907165527e-012.087675810003020e -09 12 3.678793907165527e-01ex 3.678794411714423e-01. . . 6 gültige Zi�ern.
• Für x = −5-5.000000000000000 e+00 1 -4.000000000000000 e+001.250000000000000e+01 2 8.500000000000000e+00-2.083333396911621 e+01 3 -1.233333396911621 e+012.604166793823242e+01 4 1.370833396911621e+01-2.333729527890682 e -02 15 1.118892803788185e-037.292904891073704e -03 16 8.411797694861889e-031.221854423194557e -10 28 6.737461313605309e-030.000000000000000e+00 100 6.737461313605309e-03ex 6.737946999085467e-03nur noh 4 gültige Zi�ern!Noh kleineres Argument
• Für x = −20 und float-Genauigkeit sind . . .-2.000000000000000 e+01 1 -1.900000000000000 e+012.000000000000000e+02 2 1.810000000000000e+02-1.333333374023438 e+03 3 -1.152333374023438 e+036.666666992187500e+03 4 5.514333496093750e+03-2.666666796875000 e+04 5 -2.115233398437500 e+04-2.611609750000000 e+06 31 -1.011914250000000 e+061.632256125000000e+06 32 6.203418750000000e+05-9.892461250000000 e+05 33 -3.689042500000000 e+055.819095000000000e+05 34 2.130052500000000e+05-3.325197187500000 e+05 35 -1.195144687500000 e+051.847331718750000e+05 36 6.521870312500000e+04-4.473213550681976 e -07 65 7.566840052604675e-011.355519287926654e -07 66 7.566841244697571e-01-4.046326296247571 e -08 67 7.566840648651123e-011.190095932912527e -08 68 7.566840648651123e-01ex 2.061153622438557e-09keine Zi�ern mehr gültig. Das Ergebnis ist um 8 Gröÿenordnungen daneben!Erhöhen der Genauigkeit
• Für x = −20 und double-Genauigkeit erhält man-1.232613988175268 e+07 27 -5.180694836889297 e+068.804385629823344e+06 28 3.623690792934047e+061.821561256740375e -24 94 6.147561828914626e-09-3.834865803663947 e -25 95 6.147561828914626e-09ex 2.061153622438557e-09Immer noh um einen Faktor 3 daneben!15



3 Gauÿelimination
• Erst mit �vierfaher Genauigkeit� erhält man7.0937168371834023136209731491427 e-42 118 2.0611536224385583392700458752947 e -09ex 2.0611536224385578279659403801558 e -0915 gültige Zi�ern (bei a 30 Zi�ern �Rehengenauigkeit�).Fragen
• Was bedeutet überhaupt �Rehengenauigkeit�?
• Welhe Genauigkeit können wir erwarten?
• Wo kommen diese Fehler her?
• Wie werden solhe �Kommazahlen� dargestellt und verarbeitet?Obige Berehnungen wurden mit den Paketen qd und arpre (beide http://rd.lbl.gov/~dhbailey/mpdist/) durhgeführt. qd erlaubt bis zu vierfahe double Genauigkeit,arpre beliebige Genauigkeit. Die GNU multipreision library (http://gmplib.org/)ist eine Alternative. �3 GauÿeliminationAlgorithmus 4.1 (Gauÿ-Elimination)Input: A ∈ Rn×n, b ∈ RnOutput: x ∈ Rnfor (k = 1; k < n; k = k + 1) doFinde r ∈ {k,...,n} so dass ark 6= 0; (sonst Fehler);if (r 6= k) then {taushe Zeile k mit Zeile r}for (j = k; j ≤ n; j = j + 1) do

t = akj;akj = arj ;arj = t;end for
t = bk;bk = br;br = t;end if{Update der unteren Zeilen}for (i = k + 1; i ≤ n; i = i+ 1) do
q = aik/akk;for (j = k + 1; j ≤ n; j = j + 1) do
aij = aij − q · akj ;end for

bi = bi − q · bk;end forend for 16
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3 Gauÿelimination{Rükwärtseinsetzen}for (k = n; k ≥ 1; k = k − 1) do
t = 0;for (j = k + 1; j ≤ n; j = j + 1) do
t = t+ akj · xj ;end for

xk = (bk − t)/akkend forBeispiel 4.2Hier sind keine Zeilenvertaushungen notwendig. Das Pivotelement ist jeweils durheinen Kasten gekennzeihnet.






2 4 6 8 40
16 33 50 67 330
4 15 31 44 167
10 29 63 97 350







→







2 4 6 8 40

0 1 2 3 10
0 7 19 28 87
0 9 33 57 150







→







2 4 6 8 40
0 1 2 3 10

0 0 5 7 17
0 0 15 30 60







→







2 4 6 8 40
0 1 2 3 10
0 0 5 7 17
0 0 0 9 9





Shlieÿlih liefert Rükwärtseinsetzen:

x4 = 9/9 = 1 , x3 = (17− 7 · 1)/5 = 2 ,

x2 = (10− 2 · 2− 3 · 1)/1 = 3 , x1 = (40− 4 · 3− 6 · 2− 8 · 1)/2 = 4 .

�Algorithmus 4.7.1 zur LR-ZerlegungInput: A ∈ Rn×n, b ∈ Rn (wird übershrieben)Output: L ∈ R
n×n in aij , j < i, lii = 1 implizit

R ∈ Rn×n in aij , j ≥ i
p : {0, . . . , n− 1} → {0, . . . , n− 1}for (k = 1; k < n; k = k + 1) doFinde r ∈ {k,...,n} so dass ark 6= 0; (sonst Fehler);if (r 6= k) then {taushe Zeile k mit Zeile r}for (j = 1; j ≤ n; j = j + 1) do

t = akj;akj = arj ;arj = t;end forend if
pk = r; {merke Permutation}{Update der unteren Zeilen} 17



3 Gauÿeliminationfor (i = k + 1; i ≤ n; i = i+ 1) do
aik = aik/akk;for (j = k + 1; j ≤ n; j = j + 1) do
aij = aij − aik · akj;end forend forend for{Permutation von b}for (k = 1; k < n; k = k + 1) doif (pk 6= k) then

t = bk;bk = bpk ;bpk = t;end ifend for{Vorwärtseinsetzen}for (k = 1; k ≤ n; k = k + 1) do
t = 0;for (j = 1; j < k; j = j + 1) do
t = t+ akj · xj ;end for

xk = bk − t;end for{Rükwärtseinsetzen}for (k = n; k ≥ 1; k = k − 1) do
t = 0;for (j = k + 1; j ≤ n; j = j + 1) do
t = t+ akj · xj ;end for

xk = (xk − t)/akk;end forAlgorithmus 4.7.2 zur LR-Zerlegung (Andere Permutation)Input: A ∈ R
n×n, b ∈ R

n (wird übershrieben)Output: L ∈ Rn×n in aij , j < i, lii = 1 implizit
R ∈ Rn×n in aij , j ≥ i
p : {0, . . . , n− 1} → {0, . . . , n− 1}for (k = 1; k ≤ n; k = k + 1) do

pk = k;end forfor (k = 1; k < n; k = k + 1) doFinde r ∈ {k,...,n} so dass ark 6= 0; (sonst Fehler);if (r 6= k) then {taushe Zeile k mit Zeile r}
18



3 Gauÿeliminationfor (j = 1; j ≤ n; j = j + 1) do
t = akj;akj = arj ;arj = t;end for

t = pk;pk = pr;pr = t;end if{Update der unteren Zeilen}for (i = k + 1; i ≤ n; i = i+ 1) do
aik = aik/akk;for (j = k + 1; j ≤ n; j = j + 1) do
aij = aij − aik · akj;end forend forend for{Permutation von b}for (k = 1; k ≤ n; k = k + 1) do

xk = bpk ;end for{Vorwärtseinsetzen}for (k = 1; k ≤ n; k = k + 1) do
t = 0;for (j = 1; j < k; j = j + 1) do
t = t+ akj · xj ;end for

xk = xk − t;end for{Rükwärtseinsetzen}for (k = n; k ≥ 1; k = k − 1) do
t = 0;for (j = k + 1; j ≤ n; j = j + 1) do
t = t+ akj · xj ;end for

xk = (xk − t)/akk;end forAlgorithmus 4. zu LS with QR-ZerlegungInput: x ∈ Rn, j ∈ N+Output: v ∈ RnHouseholderVetor(x,j)begin
n = length(x);
v = 0;
µ = 0; 19



3 Gauÿeliminationfor (k = j; k ≤ n; k = k + 1) do
µ = µ+ xk ∗ xk;
vk = xk;end forif (µ 6= 0) then
β = x1 + sign(x1)µ;for (k = j + 1; k ≤ n; k = k + 1) do
vk = vk/β;end forend if

v1 = 1return v;endAlgorithmus 4. zu LS with QR-ZerlegungInput: A ∈ Rm×n, v ∈ RmOutput: A ∈ Rm×n (wird übershrieben)HouseholderMultiplikation(A,v)begin
β = −2/(vTv);
w = βATv;
A = A+ vwT ;endAlgorithmus 4. zu LS with QR-ZerlegungInput: A ∈ Rm×nOutput: n Vektoren v(k) ∈ R

m×n in aij , j < i, v
(k)
1 = 1 implizit

R ∈ Rm×n in aij , j ≥ iHouseholderQR(A)beginfor j = 1;j ≤ n;j = j + 1 do
vk
w = βATv;
A = A + vwT ;end forend

20



4 Interpolation und Approximation4 Interpolation und Approximation4.1 MotivationDie Abbildungen 9 bis 11 zeigen eine Anwendung von Polynomen bei der Kurvenkom-pression in der Computergraphik.Die Lage eines starren Körpers im Raum wird durh 6 Zahlen festgelegt (3 für die Po-sition und 3 für die Orientierung), die sih mit der Zeit ändern können. Eine äquidistanteShrittweite erfordert einen hohen Speiheraufwand, um bei shnellen Positionsänderun-gen eine gute Genauigkeit erreihen zu können. Bei einer adaptiven Shrittweitenwahlwerden möglihst wenig Zeitpunkte ausgewählt, aber so, dass ein vorgegebener Fehlerniht übershritten wird. Diese Anwendung haben Eri Shneider, Manuel Jerger undBenjamin Jillih im Rahmen eines Software-Praktikums im Sommersemester 2008 erar-beitet (Vielen Dank für die tollen Bilder!).4.2 PolynominterpolationDie Abbildung 12 zeigt die Monome bis zum Grad 6.Abbildung 13 zeigt die Lagrange-Polynome vom Grad 6 bei äquidistanten Stützstellenauf [0, 1].Zu interpolieren sei die folgende Wertetabelle mit 4 Einträgen:
xi yi
0 1.0000
2 0.4546
7 0.0938
10 −0.0544Abbildung 14 zeigt das zugehörige Interpolationspolynom sowie die skalierten Lagrange-Polynome yiL(3)

i . �Abbildung 16 illustriert das Wahsen der Lagrange-Polynome weit weg von der Stütz-stelle x an der L(n)(x)
i = 1 gilt.Beispiel 5.8 zur numerishen Di�erentiationWir wollen die zweite Ableitung von f(x) = sinh(x) für x = 0.6 mit dem zweitenDi�erenzenquotient ermitteln:
d2

dx2
sinh(x) ≈ sinh(x+ h)− 2 sinh(x) + sinh(x− h)

h2

21



4 Interpolation und Approximation

Abbildung 9: Kurvenkompression in der Computergraphik: Die Szene.
22



4 Interpolation und Approximation

Abbildung 10: Kurvenkompression in der Computergraphik: Stützpunkte der unkompri-mierten Kurve.
23



4 Interpolation und Approximation

Abbildung 11: Kurvenkompression in der Computergraphik: Stützpunkte der kompri-mierten Kurve.
24



4 Interpolation und Approximation
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Abbildung 12: Die Monome bis zum Grad 6.zur Erinnerung:
sinh(x) =

1

2
(ex − e−x),

d

dx
sinh = cosh =

1

2
(ex + e−x),

d2

dx2
sinh(x) = sinh(x).Mit double Genauigkeit erhält man den Wert

sinh(0.6) = 6, 366535821482 · 10−1.Dagegen liefert die numerishe Di�erentiation die folgende Tabelle
h Di�erenzenquotient
1 · 10−1 6.371 ·10−1

1 · 10−2 6.3665888 ·10−1

1 · 10−3 6.366536352 ·10−1

1 · 10−4 6.3665358540 ·10−1

1 · 10−5 6.3665017 ·10−1 Auslöshung
1 · 10−6 6.3671 ·10−1...
1 · 10−10 1.1102 ·104 !25



4 Interpolation und Approximation
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Abbildung 13: Die Lagrange-Polynome L(6)
i (x) vom Grad 6.Numerishe Di�erentation ist sehr anfällig gegenüber Rundungsfehlern. Möglihe Ab-hilfe bietet die �Extrapolation�. �4.3 Spline InterpolationWir betrahten die Interpolation der folgenden drei Funktionen

f1(x) = exp(−x2) in [−10, 10], (8)
f2(x) =

{
cos2(x) |x| < π/2
0 |x| ≥ π/2

in [−π, π], (9)
f3(x) =

{
−1 x < 1/2
+1 x ≥ 1/2

in [0, 1], (10)mittels Polynomen, S1,0
h und S3,2

h (mit natürlihen Randbedingungen).
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4 Interpolation und Approximation
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Abbildung 14: Interpolationspolynom zur Wertetabelle aus Beispiel .Die Abbildung 17 zeigt die Interpolation der Funktion f1(x).Die Abbildung 18 zeigt die Interpolation der Funktion f2(x).Die Abbildung 19 zeigt die Interpolation der Funktion f3(x).Wir lernen:
• Interpolation mit Polynomen steigenden Grades an äquidistanten Stützstellen shlägtin allen Fällen fehl, d. h. der Interpolationsfehler steigt mit dem Grad an.
• Kubishe Splines konvergieren und liefern einen glatten Verlauf. Allerdings kommtes zu mögliherweise �unphysikalishen� Unter- bzw. Übershwingern. Diese sindaber im Falle von f3(x) um die Sprungstelle lokalisiert.
• Stükweise lineare Funktionen haben diesen Defekt niht.Wir wollen nun den Interpolationsfehler noh experimentell bestimmen.Fehler bei Interpolation der Funktion f1(x) = e−x

2 :
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4 Interpolation und Approximation
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Abbildung 15: Interpolation der Funktionen sin(2x) (oben) und 1
1+x2

(unten) mit äqui-distanten Stützstellen und vershiedenen Polynomgraden.
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4 Interpolation und Approximation
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4 Interpolation und Approximation
n S1,0

h S3,2
h Pn

4 6.045e − 01 7.420e − 01 8.038e − 01
6 4.447e − 01 5.612e − 01 9.999e − 01
8 3.002e − 01 3.918e − 01 2.311e + 00
10 1.774e − 01 2.464e − 01 5.949e + 00
16 1.060e − 01 2.753e − 02
32 6.946e − 02 7.083e − 03
64 2.241e − 02 3.316e − 04
128 5.974e − 03 1.918e − 05
256 1.517e − 03 1.173e − 06
512 3.809e − 04 7.289e − 08
1024 9.533e − 05 4.549e − 09Angegeben ist der maximale Fehler an einem Punkt. Polynome konvergieren niht.Stükweise linear konvergiert mit h2 (d. h. e2n/en = (1/2)2), kubishe Splines mit h4(d. h. e2n/en = (1/2)4).In beiden Fällen gilt dies nur, wenn n genügend groÿ, man spriht von �asymptotisher�Konvergenz.Fehler bei Interpolation der Funktion f2(x) = { cos2(x) x < π/2

0 x ≥ π/2
:

n S1,0
h S3,2

h

4 1.052e− 01 1.649e− 01
8 1.052e− 01 4.498e− 02
16 3.518e− 02 8.434e− 03
32 9.423e− 03 1.945e− 03
64 2.396e− 03 4.764e− 04
128 6.015e− 04 1.184e− 04
256 1.505e− 04 2.958e− 05
512 3.764e− 05 7.394e− 06
1024 9.412e− 06 1.848e− 06In diesem Fall konvergiert der maximale Fehler auh im Falle kubisher Splines nurmit h2.Dies liegt daran, dass f ′′

2 (x) unstetig am Punkt x = π/2 ist (springt von 2 auf 0).Die dritte Ableitung existiert niht mehr. �Für die Interpolation mit stükweisen Polynomen merken wir uns:Je höher der (abshnittsweise) Polynomgrad umso shneller konvergiert das Verfahren.Im allgemeinen erhält man O(hk+1) Konvergenz für Polynome vom Grad k.Dies gilt allerdings nur dann, wenn die zu interpolierende Funktion genügend of di�e-renzierbar ist. Ist dies niht der Fall so lohnt also auh die Verwendung von Polynomenhohen Grades niht. �30



4 Interpolation und Approximation4.4 Praktishes zur Diskreten Fourier AnalyseAbbildung 20 zeigt einige Beispiele für Spektren. Die Konstante im Zeitbereih hateinen Puls als Spektrum. Umgedreht hat ein Puls im Ortsbereih ein konstantes Spek-trum. Shlieÿlih wird noh das Spektrum eines Dreieks- bzw. Rehteksignals gezeigt.Abbildung 21 zeigt die Interpolation von Dreik- bzw. Rehteksignal bei Vorgabe vonjeweils aht Datenpunkten.Abbildung 22 illustriert die Verbesserung der Annäherung an die zu interpolierendeFunktion bei steigendem Parameter n.Abbildung 22 illustriert die Verbesserung der Annäherung bei unstetigen Funktionen,wenn an der Sprungstelle der Mittelwert vorgeshrieben wird. Wir verwenden einmal
n = 15 (Sprungstelle ist Interpolationspunkt, Mittelwert wird vorgeshrieben) und n =
16 (Sprungstelle ist kein Interpolationspunkt).
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x4.5 Gauÿ-ApproximationBeispiel 5.23: FourierreiheFür N = 2m+ 1, m ∈ N ist
ΨF =

{
1√
2π
,

1√
π
cos(x), . . . ,

1√
π
cos(mx),

1√
π
sin(x), . . . ,

1√
π
sin(mx)

}
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5 Quadratureine Orthonormalbasis von Funktionen auf dem Intervall [−π, π].Damit gilt dann:
g(x) =

a0
2

+
m∑

k=1

{ak cos(kx) + bk sin(kx)}und
ak =

1

π

π∫

−π

f(x) cos(kx)dx, k = 0, . . . , m

bk =
1

π

π∫

−π

f(x) sin(kx)dx, k = 1, . . . , mFür unendlih viele Glieder (m = ∞) nennt man die Reihe Fourier-Reihe. Diese konver-giert gegen ein Element aus L2(−π, π).Beispiel 5.24: Finite-Elemente DiskretisierungDie numerishe Lösung der partiellen Di�erentialgleihung
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f in Ω(Poisongleihung) mit Hilfe der Methode der Finiten-Elemente führt auf die Aufgabe:Finde u ∈ S, so dass

∫

Ω

∇u · ∇ϕdx =

∫

Ω

fϕdx ∀ϕ ∈ S

5 Quadratur5.1 Newton-Cotes FormelnWir betrahten folgende bestimmte Integrale:
(i) Eine einfahe, unendlih oft di�erenzierbare Funktion:

∫ π/2

0

sin(x) dx = 1.
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5 Quadratur
(ii) Eine glatte Funktion aber mit groÿen höheren Ableitungen:

∫ 1

−1

1

10−5 + x2
dx = 9.914588332462438 · 102.

(iii) Eine niht unendlih oft di�erenzierbare Funktion (Halbkreis):
∫ 1

−1

√
1− x2 dx = π/2.Summierte Trapezregel für (i).

I Fehler #Fktausw.9.480594489685199e-01 5.1941e-02 39.871158009727754e-01 1.2884e-02 59.967851718861696e-01 3.2148e-03 99.991966804850723e-01 8.0332e-04 179.997991943200188e-01 2.0081e-04 339.999498000921015e-01 5.0200e-05 659.999874501175253e-01 1.2550e-05 1299.999968625352869e-01 3.1375e-06 2579.999992156341920e-01 7.8437e-07 513. . .9.999999999995609e-01 4.3909e-13 5242891.000000000003847e+00 3.8467e-12 1048577Fehler viertelt sih jeweils, und das von Anfang an. Weniger als 10−13 wird mit doubleGenauigkeit niht erreiht.Summierte Simpsonregel für (i).
I Fehler #Fktausw.1.000134584974194e+00 1.3458e-04 51.000008295523968e+00 8.2955e-06 91.000000516684706e+00 5.1668e-07 171.000000032265001e+00 3.2265e-08 331.000000002016129e+00 2.0161e-09 651.000000000126001e+00 1.2600e-10 1291.000000000007874e+00 7.8739e-12 2571.000000000000491e+00 4.9094e-13 5131.000000000000030e+00 2.9976e-14 10251.000000000000006e+00 5.7732e-15 20491.000000000000002e+00 1.7764e-15 4097Fehler reduziert sih jeweils um den Faktor 16 = (1/2)4, und das fast von Anfang an.Summierte Trapezregel für (ii).
I Fehler #Fktausw.1.000009999900001e+05 9.9010e+04 35.000449983500645e+04 4.9013e+04 52.501113751079469e+04 2.4020e+04 91.252430268327760e+04 1.1533e+04 176.300548144658167e+03 5.3091e+03 333.227572909110977e+03 2.2361e+03 651.765586982280199e+03 7.7413e+02 1291.160976493727309e+03 1.6952e+02 2571.003813438906513e+03 1.2355e+01 5139.915347090712996e+02 7.5876e-02 10259.914588358257512e+02 2.5795e-06 20499.914588331667655e+02 7.9478e-08 40979.914588332263689e+02 1.9875e-08 81939.914588332412698e+02 4.9740e-09 16385Fehlerverhalten am Anfang unklar, erst spät stellt sih h2 ein.Summierte Simpsonregel für (ii). 33



5 Quadratur
I Fehler #Fktausw.3.333899978334190e+04 3.2348e+04 51.668001673605744e+04 1.5689e+04 98.362024407438566e+03 7.3706e+03 174.225963298451690e+03 3.2345e+03 332.203247830595247e+03 1.2118e+03 651.278258340003273e+03 2.8680e+02 1299.594396642096787e+02 3.2019e+01 2579.514257539662473e+02 4.0033e+01 5139.874417991262286e+02 4.0170e+00 10259.914335447439017e+02 2.5289e-02 20499.914588322804369e+02 9.6581e-07 40979.914588332462367e+02 7.0486e-12 81939.914588332462367e+02 7.0486e-12 16385Bis 4096 Auswertungen ist Simpson shlehter als Trapez. �Asymptotishe Konver-genzrate� stellt sih erst für genügend kleines h ein.Summierte Trapezregel für (iii).
I Fehler #Fktausw.1.000000000000000e+00 5.7080e-01 31.366025403784439e+00 2.0477e-01 51.497854534051220e+00 7.2942e-02 91.544909572178587e+00 2.5887e-02 171.561626518913870e+00 9.1698e-03 331.567551211438566e+00 3.2451e-03 651.569648456389842e+00 1.1479e-03 1291.570390396198308e+00 4.0593e-04 2571.570652791478614e+00 1.4354e-04 5131.570745576359828e+00 5.0750e-05 10251.570778383269506e+00 1.7944e-05 20491.570789982705718e+00 6.3441e-06 40971.570794083803873e+00 2.2430e-06 81931.570795533774854e+00 7.9302e-07 16385Die Konvergenzordnung h2 wird niht erreiht, sondern nur ein hα mit α < 2 (sieheunten).Summierte Simpsonregel für (iii).
I Fehler #Fktausw.1.488033871712585e+00 8.2762e-02 51.541797577473481e+00 2.8999e-02 91.560594584887709e+00 1.0202e-02 171.567198834492299e+00 3.5975e-03 331.569526108946797e+00 1.2702e-03 651.570347538040268e+00 4.4879e-04 1291.570637709467796e+00 1.5862e-04 2571.570740256572051e+00 5.6070e-05 5131.570776504653564e+00 1.9822e-05 10251.570789318906069e+00 7.0079e-06 20491.570793849184461e+00 2.4776e-06 40971.570795450836595e+00 8.7596e-07 81931.570796017098507e+00 3.0970e-07 16385Die Simpsonregel zeigt dieselbe Konvergenzordnung wie die Trapezregel!Konvergenzabshätzung hat die Form

|I(f)− I
(n)
h (f)| ≤ Chm+1.Experimentelle Bestimmung der Konvergenzrate:Mit dem Ansatz eh = |I(f)− I

(n)
h (f)| = Chα gilt
eh/2
eh

=
C(h/2)α

Chα
= (1/2)αund daraus erhalten wir

α = log

(
eh/2
eh

)/

log

(
1

2

)

.Das so bestimmte α heiÿt experimental order of onvergene (EOC).Im letzen Beispiel oben erhalten wir α = 3/2.34



5 Quadratur5.2 FehlerkontrolleWir haben in Satz 6.4 gezeigt, wie der Fehler mit mehr Stützstellen abnimmt. Dies nenntman eine a-priori Fehlershranke.So erhalten wir etwa für die summierte Trapezregel:
|I(f)− I

(1)
h (f)| = | − b− a

12
f ′′(ξ)h2| ≤ b− a

12
max
ξ∈[a,b]

|f ′′(ξ)|
︸ ︷︷ ︸

=:C

h2.

C ist allerdings im allgemeinen shwer zu bestimmen.In der Praxis würde man aber gerne wissen, bei wievielen Stützstellen (bei welhem
h) der Fehler kleiner als eine vorgegebene Toleranz ist.Dazu wollen wir eine Methode zur a-posteriori Fehlershätzung vorstellen.Idee: Die Simpson-Summe konvergiert shneller als die Trapezsumme (f genügendglatt), hat also für genügend kleines h einen kleineren Fehler.Wir wollen den Fehler in der Trapezsumme zum Gitter h/2 abshätzen. Dazu �shie-ben� wir die Auswertung der Simpsonsumme dazwishen:

|I(f)− I
(1)
h
2

(f)| = |I(f)− I
(2)
h (f) + I

(2)
h (f)− I

(1)
h
2

(f)|.Nun nutze die Dreieksungleihung:
|I(f)− I

(1)
h
2

(f)| ≤ |I(f)− I
(2)
h (f)|+ |I(2)h (f)− I

(1)
h
2

(f)|.Nun nimmt man an, dass die Simpsonsumme genauer ist als die Trapezsumme: |I(f)−
I
(2)
h (f)| ≤ ω|I(f)− I

(1)
h
2

(f)| mit 0 < ω < 1:
|I(f)− I

(1)
h
2

(f)| ≤ ω|I(f)− I
(1)
h
2

(f)|+ |I(2)h (f)− I
(1)
h
2

(f)|.Au�ösen nah dem Fehler in der Trapezsumme liefert:
|I(f)− I

(1)
h
2

(f)| ≤ 1

1− ω
|I(2)h (f)− I

(1)
h
2

(f)|.Algorithmishe Realisierung der FehlerkontrolleBesonders ökonomish lässt sih die Fehlerkontrolle realisieren, wenn man folgendeBeziehungen zwishen Simpson-Rgel, Mittelpunktregel und Trapezregel benutzt (deshalbhaben wir oben die Trapezregel zu h/2 und die Simpsonsumme zu h verwendet):Die summierte Simpson-Regel lässt sih aus summierter Trapez- und Mittelpunktregelzusammensetzen:
I
(2)
h (f) =

1

3
I
(1)
h (f) +

2

3
I
(0)
h (f).35



5 QuadraturDie summierte Trapezregel zu dem nähst feineren Gitter erhält man aus summierterTrapez- und Mittelpunktregel des gröberen Gitters:
I
(1)
h
2

=
1

2
I
(1)
h (f) +

1

2
I
(0)
h (f)

h = b− a; N = 1; I1 = h(f(a) + f(b))/2;while (h > ε) do
I0 = 0;for (i = 0, i < N , i = i+ 1) do
I0 = I0 + hf(a+ (i+ 0.5)h); {Mittelpunktsumme}end for

I2 = 1
3
I1 + 2

3
I0; {Simpson-Summe zu h}

I1 = 1
2
I1 + 1

2
I0; {Trapez-Summe zu h/2}

h = 1
2
h; N = 2N ;if ( 1

1−ω (I2− I1) ≤ TOL) thenreturn I1; {Liefere Trapez-Summe zu h}end ifend whileDie Fehlerkontrolle lässt sih so ohne zusätzlihen Aufwand erledigen.5.3 Gauÿ- und adaptive QuadraturAdaptive QuadraturQuadratur mit konstanter Shrittweite ist bei manhen Integranden ine�zient. Be-trahte z. B. f(x) = 1
10−5+x2

.
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5 Quadratur
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In so einem Fall möhte man die Shrittweite �adaptiv�, d. h. angepasst an den spe-ziellen Integranden wählen.Dazu bedient man sih eines lokalen �Fehlershätzers� (oder Indikators), der angibt,an welher Stelle die Shrittweite weiter verkleinert werden muss.Es bietet sih an, dies noh mit einer Fehlerkontrolle zu kombinieren. Grob ergibt sihdas folgende Vorgehen:(1) Wähle eine Unterteilung G0 = {x(0)i | i = 0, . . . , N0}. Berehne das Integral I0bezüglih der Unterteilung G0. Setze k = 0.(2) Berehne eine Shätzung für den Fehler Ek in Ik. Falls Ek < TOL sind wir fertig.(3) Verfeinere die Unterteilung Gk zu Gk+1 durh Hinzufügen von Punkten angepasstan den Integranden und setze k = k + 1.(4) Berehne Ik zu Gk und gehe nah (2).Prinzip von ArhimedesWir betrahten das Prinzip von Arhimedes2:
2Arhimedes von Syrakus, 287 v. Chr.-212 v. Chr., griehisher Mathematiker, Physiker und Ingenieur.37



5 Quadratur
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a b = xl

f(x)

I0

I1

I2, negativ!I3

I2 = 1

2

(

f(xm)− f(xl) + f(xr)

2

)

︸ ︷︷ ︸

g



xr − xm + xm − xl
︸ ︷︷ ︸

h





xmxr

g

h

1. Berehne rekursiv I(f) = I0 + I1 + I2 + I3 + . . .2. Brehe rekursiven Ast ab, falls |Ij | klein genug.Beispiel 6.8 zur numerishen QuadraturVershiedene Quadraturen für (i) aus letztem Beispiel.Methode I Fehler #Fktausw.Gauss4 9.999101667698898e-01 8.9833e-05 49.999944679581383e-01 5.5320e-06 89.999996555171785e-01 3.4448e-07 169.999999784895880e-01 2.1510e-08 32Gauss6 1.000000118910998e+00 1.1891e-07 61.000000001828737e+00 1.8287e-09 121.000000000028461e+00 2.8461e-11 241.000000000000444e+00 4.4409e-13 48Arhi 9.480594489685199e-01 5.1941e-02 39.871158009727754e-01 1.2884e-02 59.967851718861697e-01 3.2148e-03 99.990131153231707e-01 9.8688e-04 159.997876171856270e-01 2.1238e-04 31Das Verfahren hoher Ordnung zahlt sih aus.Methode I Fehler #Fktausw.Trapez 1.000009999900001e+05 9.9010e+04 33.227572909110977e+03 2.2361e+03 651.765586982280199e+03 7.7413e+02 1291.160976493727309e+03 1.6952e+02 2571.003813438906513e+03 1.2355e+01 5139.915347090712996e+02 7.5876e-02 10259.914588358257512e+02 2.5795e-06 2049Arhi 1.767335925226728e+03 7.7588e+02 251.004348965298925e+03 1.2890e+01 379.946212584262852e+02 3.1624e+00 819.922788393957054e+02 8.2001e-01 1739.916266302474447e+02 1.6780e-01 3619.914967844457766e+02 3.7951e-02 7699.914672523966888e+02 8.4192e-03 16259.914606991793892e+02 1.8659e-03 34659.914592092819358e+02 3.7604e-04 7629Fehlerreduktion mit Arhi ist von Anfang an quadratish, allerdings �überholt� dieTrapezsumme dann kräftig. 38



5 QuadraturMethode I Fehler #Fktausw.Gauss4 1.592226038754547e+00 2.1430e-02 41.570801362699711e+00 5.0359e-06 10241.570798107100650e+00 1.7803e-06 20481.570796956200537e+00 6.2941e-07 40961.570796549318533e+00 2.2252e-07 8192Gauss6 1.578036347519909e+00 7.2400e-03 61.570801237513435e+00 4.9107e-06 7681.570798062869299e+00 1.7361e-06 15361.570796940567470e+00 6.1377e-07 30721.570796543792309e+00 2.1700e-07 6144Arhi 1.366025403784439e+00 2.0477e-01 51.570774639679624e+00 2.1687e-05 3651.570791453003758e+00 4.8738e-06 7651.570795219591928e+00 1.1072e-06 16051.570796082320714e+00 2.4447e-07 3433Hohe Ordnung lohnt sih niht wegen mangelnder Di�erenzierbarkeit.5.4 Mehrdimensionale QuadraturFür Rehteke (d = 2), Quader (d = 3), . . . lassen sih die Formeln für die eindimensio-nale Integration leiht erweitern:
∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dxdy ≈
∫ d

c

n∑

i=0

wif(xi, y) dy

=

n∑

i=0

wi

∫ d

c

f(xi, y) dx

≈
n∑

i=0

wi

(
n∑

j=0

wjf(xi, yj)

)

=
n∑

i=0

n∑

j=0

wiwj
︸︷︷︸

wij

f(xi, yj)

KoordinatentransformationAllerdings sind niht alle Gebiete Rehteke (anders als in 1D!). Dann lassen sihIntegrale mittels Koordinatentransformation berehnen:
∫

Ω

f(x, y)dx dy =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f
(

ϕ(ξ, η), ψ(ξ, η)
)
∣
∣
∣
∣

∂(ϕ, ψ)

∂(ξ, η)

∣
∣
∣
∣
dξdηwobei die Transformation

(
ϕ(ξ, η)
ψ(ξ, η)

)

: [−1, 1]× [−1, 1] → Ωdas Gebiet [−1, 1]× [−1, 1] auf Ω abbildet.
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5 Quadratur
1

−1
−1 1

η

ξ

(
φ(ξ, η)
ψ(ξ, η)

)

x

yWeiter ist
∣
∣
∣
∣

∂(ϕ, ψ)

∂(ξ, η)

∣
∣
∣
∣
= det

(
∂ϕ
∂ξ
(ξ, η) ∂ψ

∂ξ
(ξ, η)

∂ϕ
∂η
(ξ, η) ∂ψ

∂η
(ξ, η)

)

6= 0die Determinante der (transponierten) Jaobimatrix3 der Transformation.Es lassen sih auh Simplizes (=Dreiek, Tetraeder) zur Unterteilung verwenden undfür diese direkte Integrationsformeln herleiten.Komplexe GebieteBei komplexen Gebieten, z. B. Gebieten mit Löhern oder einer komplizierten Geo-metrie reiht das niht.
⇒ Zerlegung in Teilgebiete, die sih auf Rehteke transformieren lassen, aber:
• �Gittergenerierung� niht trivial und shwierig �automatish� zu mahen.
• Erfordert Beshreibung des Gebietes Ω.
• Zusätzliher Geometriefehler durh niht exakte Darstellung des Gebietes.

3Carl Gustav Jaob Jaobi, 1804-1851, dt. Mathematiker40



5 Quadratur

−1

−1

1

1

Ω

Auh in mehr als einer Raumdimensionen kann man hierarhish adaptiv verfeinern:

Links: Adaptives Dreieks- und Viereksgitter. Rehts: Adaptives Tetraedergitter mitBisektionsverfeinerung.Fluh der Dimension
• Ist d sehr groÿ, so sind die hier behandelten Methoden niht brauhbar.
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6 Ein kleiner Programmierkurs
• Betrahte Ω = [0, 1]d. Zerlegt man [0, 1] in zwei Teilintervalle je Rihtung, so hatman den d-dimensionalen Würfel in 2d Teilwürfel zerlegt. ⇒ Der Aufwand steigtexponentiell in d an. Dies bezeihnet man als �Flux der Dimension�.
• Eine Möglihkeit ist dann die Monte-Carlo Integration

I(f) ≈ C

N

N∑

i=1

f(ξi)mit Zufallszahlen ξi ∈ Ω.6 Ein kleiner Programmierkurs6.1 Hallo WeltProgrammierumgebung
• Wir benutzen die Programmiersprahe C++.
• Wir behandeln nur die Programmierung unter LINUX mit den GNU Compilern.
• Windows: On your own.
• Wir setzen Grundfertigkeit im Umgang mit LINUX-Rehnern voraus:� Shell, Kommandozeile, Starten von Programmen.� Dateien, Navigieren im Dateisystem.� Erstellen von Textdateien mit einem Editor ihrer Wahl.
• Idee des Kurses: �Lernen an Beispielen�, keine rigorose Darstellung.
• Blutige Anfänger sollten zusätzlih ein Buh lesen (siehe Literaturliste).Work�owC++ ist eine �kompilierte� Sprahe. Um ein Programm zur Ausführung zu bringensind folgende Shritte notwendig:1. Erstelle/Ändere den Programmtext mit einem Editor.2. Übersetze den Programmtext mit dem C++-Übersetzer (auh C++-Compiler)in ein Mashinenprogramm.3. Führe das Programm aus. Das Programm gibt sein Ergebnis auf dem Bildshirmoder in eine Datei aus.4. Interpretiere Ergebnisse. Dazu benutzen wir weitere Programme wie gnuplot.5. Falls Ergebnis niht korrekt, gehe nah 1!42



6 Ein kleiner ProgrammierkursWihtige UNIX-Befehlels Zeige Inhalt des aktuellen Verzeihnissesd Wehsle ins Home-Verzeihnisd <verzeihnis> Wehsle in das angegebene verzeihnis (im aktuellenVerzeihnis)d .. Gehe aus aktuellem Verzeihnis herausmkdir <verzeihnis> Erstelle neues verzeihnisp <datei1> <datei2> Kopiere datei1 auf datei2 (datei2 kann durh Verzeihnisersetzt werden)mv <datei1> <datei2> Benenne datei1 in datei2 um (datei2 kann durh Verzeihnisersetzt werden, dann wird datei1 dorthin vershoben)rm <datei> Löshe dateirm -rf <verzeihnis> Löshe verzeihnis mit allem darinHallo Welt!Ö�ne die Datei hallowelt. mit einem Editor: $ gedit hallowelt. &// h a l l o w e l t .  (Dateiname a l s Kommentar)#inlude <iostream > // notwendig zur Ausgabeint main (){ std :: out << "Numerik  0 ist leiht :" << std ::endl;std :: out << "1+1=" << 1+1 << std :: endl;}
• iostream ist eine sog. �Headerdatei�
• #inlude erweitert die �Basissprahe�.
• int main () brauht man immer: �Hier geht's los�.
• { ... } klammert Folge von Anweisungen.
• Anweisungen werden durh Semikolon abgeshlossen.Hallo Welt laufen lassen
• Gebe folgende Befehle ein:$ g++ -o hallowelt hallowelt .$ ./ hallowelt
• Dies sollte dann die folgende Ausgabe liefern:Numerik 0 ist ganz leiht :1+1=2
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6 Ein kleiner Programmierkurs6.2 Variablen und Typen(Zahl-) Variablen
• Aus der Mathematik: �x ∈ M�. Variable x nimmt einen beliebigen Wert aus derMenge M an.
• Geht in C++ mit: M x;
• Variablende�nition: x ist eine Variable vom Typ M.
• Mit Initialisierung: M x(0);
• Ohne Initialisierung ist der Wert von Variablen der �eingebauten� Typen nihtde�niert (hängt davon ab was gerade zufällig an der Stelle im Speiher stand).// zah l en . #inlude <iostream >int main (){ unsigned int i; // u n i n i t i a l i s i e r t e na tü r l i  h e Zahldouble x(3.14); // i n i t i a l i s i e r t e Flieÿkommazahlfloat y(1.0); // e in fahe Genauigkei tshort j(3); // eine " k l e i n e " Zahlstd :: out << "(i+x)*(y+j)=" << (i+x)*(y+j) << std ::endl;}Andere Typen
• C++ kennt noh viele weitere Typen.
• Typen können niht nur Zahlen sondern viele andere Informationen repräsentieren.
• Etwa Zeihenketten: std::string
• Oft muss man dazu weitere Headerdateien angeben.// s t r i n g . #inlude <iostream >#inlude <string >int main (){ std :: string m1("Zeihen ");std :: string leer("   ");std :: string m2("kette");std :: out << m1+leer+m2 << std :: endl;}
• Jede Variable muss einen Typ haben. Strenge Typbindung.
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6 Ein kleiner ProgrammierkursMehr Ein- und Ausgabe// eingabe . #inlude <iostream > // header für Ein−/Ausgabe#inlude <iomanip > // für s e t p r e  i s i o n#inlude <math > // für s q r tint main (){ double x(0.0);std :: out << "Gebe eine Zahl ein: ";std :: in >> x;std :: out << "Wurzel (x)= "<< std :: sientifi << std :: showpoint<< std :: setpreision(15)<< sqrt(x) << std :: endl;}
• Eingabe geht mit std::in >> x;
• Standardmäÿig werden nur 6 Nahkommastellen ausgegeben. Das ändert man mit std::setpreision.std::sientifi sorgt für eine Ausgabe im Format mantisseeexponent (z.B. 1.0e+04, std::showpointerzwingt die Ausgabe von Nullen am Ende.
• Für die Verwendung der Manipulatoren mit Argument muss die Headerdatei iomanip eingebundenwerden.
• Die Funktion sqrt berehnet die Wurzel, dafür ist die Headerdatei math notwendig.Zuweisung
• Den Wert von Variablen kann man ändern. Sonst wäre es langweilig :-)
• Dies geht mittels Zuweisung:double x(3.14); // Var i a b l ende f i n i t i on mit I n i t i a l i s i e r u n gdouble y; // u n i n i t i a l i s i e r t e Var iab l ey = x; // Weise y den Wert von x zux = 2.71; // Weise x den Wert 2.71 zu , y unveränderty = (y*3)+4; // Werte Ausdruk r e h t s von = aus// und weise das Resu l ta t y zu !Blöke
• Blok: Sequenz von Variablende�nitionen und Anweisungen in geshweiften Klam-mern.{ double x(3.14);double y;y = x;}
• Blöke können rekursiv geshahtelt werden.
• Eine Variable ist nur in dem Blok sihtbar, in dem sie de�niert ist sowie in allendarin enthaltenen Blöken: 45



6 Ein kleiner Programmierkurs{ double x(3.14);{ double y;y = x;}y = (y*3)+4; // geh t niht , y n ih t mehr s i  h t b a r .}Whitespae
• Das Einrüken von Zeilen dient der besseren Lesbarkeit, es ist (fast) niht vorge-shrieben, aber extrem nützlih.
• #inlude-Direktiven müssen immer einzeln auf einer Zeile stehen.
• Ist das folgende Programm lesbar?// whi te spae . #inlude <iostream > // in l ude s auf e i gener Ze i l e !#inlude <iomanip >#inlude <math >int main (){ double x(0.0);std ::out <<"Gebe eine lange Zahl ein: ";std ::in >> x;std ::out <<"Wurzel (x)= "<<std :: sientifi <<std :: showpoint<<std :: setpreision(16)<< sqrt(x)<< std :: endl;}6.3 EntsheidungIf-Anweisung
• Aus der Mathematik kennt man eine �Zuweisung� der folgenden Art.Für x ∈ R setze

y = |x| =
{
x falls x ≥ 0
−x sonst

• Dies realisiert man in C++ mit einer If-Anweisung:double x(3.14) , y;if (x>=0){ y = x;}else{ y = -x;}
46



6 Ein kleiner ProgrammierkursVarianten der If-Anweisung
• Die geshweiften Klammern kann man weglassen, wenn der Blok nur eine Anwei-sung enthält:double x(3.14) , y;if (x>=0)y = x;elsey = -x;
• Der else-Teil ist optional:double x=3.14;if (x<0)std :: out << "x ist negativ !" << std :: endl;
• Weitere Vergleihsoperatoren sind < <= == >= > !=
• Beahte: = für Zuweisung, aber == für den Vergleih zweier Variablen/Werte!6.4 WiederholungWhile-Shleife
• Bisher: Sequentielle Abfolge von Befehlen wie im Programm angegeben.
• Eine Möglihkeit zur Wiederholung bietet die While-Shleife:while ( Bedingung ){ Shleifenkörper }
• Beispiel:int i=0; while (i<10) { i=i+1; }
• Bedeutung:1. Teste Bedingung der While-Shleife2. Ist diese wahr dann führe Anweisungen im Shleifenkörper aus, sonst gehezur ersten Anweisung nah dem Shleifenkörper.3. Gehe nah 1.
• Anweisungen im Shleifenkörper beein�ussen normalerweise den Wahrheitswertder Bedingung.
• Endlosshleife: Wert der Bedingung wird nie falsh.
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6 Ein kleiner ProgrammierkursPendel (analytishe Lösung; while-Shleife)
• Die Auslenkung des Pendels mit der Näherung sin(φ) ≈ φ und φ(0) = φ0, φ′(0) = 0lautet:

φ(t) = φ0 cos

(√
g

l
t

)

.

• Das folgende Programm gibt diese Lösung zu den Zeiten ti = i∆t, 0 ≤ ti ≤ T ,
i ∈ N0 aus:// pende lwh i l e . #inlude <iostream > // header für Ein−/Ausgabe#inlude <math > // mathematishe Funktionenint main (){ double l(1.34); // Pende l länge in Meterdouble phi0 (0.2); // Amplitude im Bogenmaÿdouble dt (0.05); // Z e i t s  h r i t t in Sekundendouble T(30.0); // Ende in Sekundendouble t(0.0); // Anfangswertwhile ( t<=T ){ std :: out << t << " "<< phi0*os(sqrt (9.81/ l)*t)<< std :: endl;t = t + dt;}}Wiederholung (for-Shleife)

• Möglihkeit der Wiederholung: for-Shleife:for ( Anfang; Bedingung; Inkrement ){ Shleifenkörper }
• Beispiel:for (int i=0; i <=5; i=i+1){ std :: out << "Wert von i ist " << i << std :: endl;}
• Enthält der Blok nur eine Anweisung dann kann man die geshweiften Klammernweglassen.
• Wird die Shleifenvariable direkt in der for-Anweisung de�niert, so ist sie nurinnerhalb des Shleifenkörpers sihtbar.
• Die for-Shleife kann auh mittels einer while-Shleife realisiert werden.48



6 Ein kleiner ProgrammierkursPendel (analytishe Lösung, for-Shleife)// pende l . #inlude <iostream > // header für Ein−/Ausgabe#inlude <math > // mathematishe Funktionenint main (){ double l(1.34); // Pende l länge in Meterdouble phi0 (0.2); // Amplitude im Bogenmaÿdouble dt (0.05); // Z e i t s  h r i t t in Sekundendouble T(30.0); // Ende in Sekundenfor (double t=0.0; t<=T; t=t+dt){ std :: out << t << " "<< phi0*os(sqrt (9.81/ l)*t)<< std :: endl;}}Visualisierung mit Gnuplot
• Gnuplot erlaubt einfahe Visualisierung von Funktionen f : R → R und g : R×R →
R.

• Für f : R → R genügt eine zeilenweise Ausgabe von Argument und Funktionswert.
• Umlenken der Ausgabe eines Programms in eine Datei: $ ./pendel > pendel.dat
• Starte gnuplot $ gnuplot gnuplot> plot "pendel.dat"with linesGeshahtelte Shleifen
• Ein Shleifenkörper kann selbst wieder eine Shleife enthalten, man spriht vongeshahtelten Shleifen.
• Beispiel:for (int i=1; i <=10; i=i+1)for (int j=1; j<=10; j=j+1)if (i==j)std ::out << "i gleih  j: " << std :: endl;elsestd ::out << "i ungleih  j!" << std :: endl;besser:for (int i=1; i <=10; i=i+1){ for (int j=1; j<=10; j=j+1){ if (i==j)std ::out << "i gleih  j: " << std :: endl;elsestd ::out << "i ungleih  j!" << std :: endl;}} 49



6 Ein kleiner ProgrammierkursNumerishe Lösung des Pendels
• Volles Modell für das Pendel aus der Einführung:

d2φ(t)

dt2
= −g

l
sin(φ(t)) ∀t > 0,

φ(0) = φ0,
dφ

dt
(0) = u0.

• Umshreiben in System erster Ordnung:
dφ(t)

dt
= u(t),

d2φ(t)

dt2
=
du(t)

dt
= −g

l
sin(φ(t)).

• Eulerverfahren für φn = φ(n∆t), un = u(n∆t):
φn+1 = φn +∆t un φ0 = φ0

un+1 = un −∆t (g/l) sin(φn) u0 = u0Pendel (expliziter Euler)// pendelnumerish . #inlude <iostream > // header für Ein−/Ausgabe#inlude <math > // mathematishe Funktionenint main (){ double l(1.34); // Pende l länge in Meterdouble phi (3.0); // Anfangsamplitude in Bogenmaÿdouble u(0.0); // Anfangsgeshwind igke i tdouble dt(1E-4); // Z e i t s  h r i t t in Sekundendouble T(30.0); // Ende in Sekundendouble t(0.0); // Anfangsze i tstd :: out << t << " " << phi << std :: endl;while (t<T){ t = t + dt; // inkrement i e re Ze i tdouble phialt (phi );// merke phidouble ualt(u); // merke uphi = phialt + dt*ualt; // neues phiu = ualt - dt *(9.81/ l)*sin (phialt );// neues ustd :: out << t << " " << phi << std ::endl;}}Übungsaufgaben1. Tippen und Übersetzen Sie das �Hallo Welt�-Programm.2. Shreiben Sie ein Programm, das Sie nah Ihrem Vornamen, Nahnamen und Alterfragt und anshlieÿend etwas in der folgenden Art auf den Bildshirm shreibt:50



6 Ein kleiner ProgrammierkursIhr Name ist Olaf Ippish .Sie sind 41 Jahre alt.3. Verändert Sie das Programm so, dass es ausrehnet wievielen Monaten, Tagen,Stunden, Minuten und Sekunden Ihr Alter entspriht (Sie dürfen Shaltjahre ver-nahlässigen). Die Ausgabe sollte in etwa so aussehen:Ihr Name ist Olaf Ippish .Sie sind 41 Jahre alt.Das entspriht492 Monatenoder 14965 Tagenoder 359160 Stundenoder 21549600 Minutenoder 1292976000 Sekunden .4. Bei der Fibonai Folge: 1 1 2 3 5 8 13 21 34 · · · erhält man das nähste Folgenglieddurh Addieren der jeweils letzten zwei Glieder der Folge:
Fib(0) = 0

Fib(1) = 1

Fib(n) = Fib(n− 1) + Fib(n− 2)Shreiben Sie ein Programm, das vom Benutzer die Anzahl von Folgengliedernabfragt und dann entsprehend viele Elemente der Fibonai Folge ausgibt.
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6 Ein kleiner Programmierkurs6.5 FunktionenFunktionsaufruf und Funktionsde�nition
• In der Mathematik gibt es das Konzept der Funktion.
• In C++ auh.
• Sei f : R → R, z.B. f(x) = x2.
• Wir untersheiden den Funktionsaufrufdouble x,y;y = f(x);
• und die Funktionsde�nition. Diese sieht so aus:Rükgabetyp Funktionsname ( Argumentliste ) { Funktionsrumpf }
• Beispiel:double f (double x){ return x*x;}Komplettbeispiel zur Funktion// funk t ion . #inlude <iostream >double f (double x){ return x*x;}int main (){ double x(2.0);std :: out << "f(" << x << ")=" << f(x) << std :: endl;}
• Funktionsde�nition muss vor Funktionsaufruf stehen.
• Formales Argument in der Funktionsde�nition entspriht einer Variablende�nition.
• Beim Funktionsaufruf wird das Argument (hier) kopiert.
• main ist auh nur eine Funktion.
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6 Ein kleiner ProgrammierkursWeiteres zum Verständnis der Funktion
• Der Name des formalen Arguments in der Funktionsde�nition ändert nihts an derSemantik der Funktion (Sofern es überall geändert wird):double f (double y){ return y*y;}
• Das Argument wird hier kopiert, d.h.:double f (double y){ y = 3*y*y;return y;}int main (){ double x(3.0) , y;y = f(x); // ändert n i  h t s an x !}
• Argumentliste kann leer sein (wie in der Funktion main):double pi (){ return 3.14;}y = pi(); // Klammern sind e r f o r d e r l i  h !
• Der Rükgabetyp void bedeutet �keine Rükgabe�void hello (){ std :: out << "hello" << std :: endl;}hello ();
• Mehrere Argumente werden durh Kommata getrennt:double g (int i, double x){ return i*x;}std ::out << g(2 ,3.14) << std :: endl;Referenzargumente
• Das Kopieren der Argumente einer Funktion kann verhindert werden indem mandas Argument als Referenz de�niert:53



6 Ein kleiner Programmierkursvoid Square (double x, double & y){ y = x*x;}double x(3), y;Square (x,y); // y hat nun den Wert 9 , x i s t unverändert .
• Statt eines Rükgabewertes kann man also auh ein (zusätzlihes) Argument mo-di�zieren.
• Insbesondere kann man so den Fall mehrerer Rükgabewerte realisieren.
• Referenzargumente bieten sih auh an, wenn Argumente �sehr groÿ� sind unddamit das Kopieren sehr zeitaufwendig ist.
• Der aktuelle Parameter im Aufruf muss dann eine Variable sein.Pendelsimulation als Funktion// pende lmi t funk t ion . #inlude <iostream > // header für Ein−/Ausgabe#inlude <math > // mathematishe Funktionenvoid simuliere_pendel (double l, double phi , double u){ double dt = 1E-4;double T = 30.0;double t = 0.0;std :: out << t << " " << phi << std :: endl;while (t<T){ t = t + dt;double phialt (phi ),ualt(u);phi = phialt + dt*ualt;u = ualt - dt *(9.81/ l)*sin (phialt );std :: out << t << " " << phi << std ::endl;}}int main (){ double l(1.34); // Pende l länge in Meterdouble phi (3.0); // Anfangsamplitude in Bogenmaÿdouble u(0.0); // Anfangsgeshwind igke i tsimuliere_pendel(l,phi ,u);}6.6 Funktionsshablonen
• Oft maht eine Funktion mit Argumenten vershiedenen Typs einen Sinn.
• z.B. brauht man die Funktion
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6 Ein kleiner Programmierkursdouble Square (double x){ return x*x;}oft auh mit float oder int.
• Man könnte die Funktion für jeden Typ de�nieren, z.B.float Square (float x){ return x*x;}Das ist natürlih sehr umständlih. (Es darf mehrere Funktionen gleihen Namensgeben, sog. overloading).
• In C++ gibt es mit Funktionsshablonen (engl.: funtion templates) eine Möglih-keit den Typ variabel zu lassen:template <typename T>T Square (T y){ return y*y;}
• T steht hier für einen beliebigen Typ.Pendelsimulation mit Templates// pende lmi t funk t ion s temp l a t e . #inlude <iostream > // header für Ein−/Ausgabe#inlude <math > // mathematishe Funktionentemplate <typename Number >void simuliere_pendel (Number l, Number phi , Number u){ Number dt(1E-4);Number T(30.0);Number t(0.0);Number g(9.81/ l);std :: out << t << " " << phi << std :: endl;while (t<T){ t = t + dt;Number phialt (phi ),ualt(u);phi = phialt + dt*ualt;u = ualt - dt*g*sin(phialt );std :: out << t << " " << phi << std ::endl;}}int main (){ float l1 (1.34); // Pende l länge in Meterfloat phi1 (3.0); // Anfangsamplitude in Bogenmaÿfloat u1 (0.0); // Anfangsgeshwind igke i t55



6 Ein kleiner Programmierkurssimuliere_pendel(l1 ,phi1 ,u1);double l2 (1.34); // Pende l länge in Meterdouble phi2 (3.0); // Anfangsamplitude in Bogenmaÿdouble u2 (0.0); // Anfangsgeshwind igke i tsimuliere_pendel(l2 ,phi2 ,u2);}6.7 HDNUM
• C++ kennt keine Matrizen und Vektoren, . . .
• Wir haben C++ erweitert um dieHeidelberg Eduational Numeris Library,kurz HDNum.
• Alle in der Vorlesung behandelten Beispiele sind dort enthalten.Herunterladen von HDNUM1. Einloggen2. Erzeuge neues Verzeihnis mit $ mkdir kurs3. Wehsle in das Verzeihnis mit $ d kurs4. Gehe zur Webseite http://onan.iwr.uni-heidelberg.de/teahing/numerik0_ss2011/5. Klike auf Version 0.20, Stand 26.04.2011 und bestätige6. Kopiere Datei hdnum-0.20.tgz in das Verzeihnis: $ p ~/Desktop/hdnum-0.20.tgz .7. Entpaken der Datei mit $ tar xzvf hdnum-0.20.tgz8. Wehsle in das Verzeihnis $ d hdnum/examples9. Anzeigen der Dateien mittels $ lsBestandteile von HDNUM
• Vektoren
• Matrizen
• Timer
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6 Ein kleiner ProgrammierkursVektoren in C++
• Die Klasse std::vetor aus der Standard Template Library ist der komfortabelsteWeg in C++ ein Feld von Werte anzulegen.
• Ein solher Vektor ist eine Menge von Werten. Die Elemente können über einenIndex in ekigen Klammern angesprohen werden. Der erste Index ist Null.
• Um einen Standardvektor verwenden zu können muss die Headerdatei vetor mit#inlude <vetor> eingebunden werden.
• Vektoren werden wie normale Variablen angelegt. Der Variablentyp ist std::vetor<typ>,wobei typ der Variablentyp der Elemente ist (Vektoren sind also eher Shablonenfür Felder).std ::vetor <int > intVetor ;
• Die Länge des Vektors (die Anzahl der Elemente) kann in runden Klammern nahdem Variablennamen angegeben werden.std ::vetor <int > intVetor (7);Verwendung von std::vetor
• Nah der Gröÿe lässt sih ein Defaultwert für die Elemente angeben. Andernfallsist der Wert der Elemente niht de�niert.std ::vetor <int > intVetor (7 ,0);
• Vektoren können als Kopie eines existierenden Vektors angelegt werden:std ::vetor <int > intVetor (7 ,0);std ::vetor <int > seondVetor(intVetor );
• Die einzelnen Elemente werden durh Angabe des Index in ekigen Klammern nahdem Variablennamen ausgewählt. Der Index des ersten Elements ist 0, der Indexdes letzten Elements ist size-1intVetor [1℄ = 3; // s e t z t den Wert des zwe i t en Elements auf 3Verwendung der Methoden von std::vetorVektoren haben spezielle Funktionen (Methoden), die mittels Variablenname gefolgtvon einem Punkt und dem Namen der Funktion aufgerufen werden, z.B.int size = intVetor .size (); // s i z e ( ) l i e f e r t d i e Länge// des Vektors zurük
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6 Ein kleiner ProgrammierkursMethodenname Zweksize() gibt Länge des Vektors zurükresize(int newSize) ändert die Länge des Vektors. ZusätzliheElemente werden niht initialisiert. Ist der neue Vektorkürzer, wird der Rest abgeshnitten.front() liefert eine Referenz auf das erste Elementbak() liefert eine Referenz auf das letzte Elementpush_bak(value) fügt ein Element am Ende hinzu(und erhöht die Länge um eins)lear() Lösht alle Elemente (Länge ist anshlieÿend Null)HDNUM Vektor
• std::vetor sieht keine mathematishen Operationen mit Vektoren vor. Wir habendeshalb eine erweiterte Klasse hdnum::Vetor gesha�en.
• Sie steht nah Einbinden des Headers hdnum.hh mit #inlude "hdnum.hh" zur Verfügung.
• Beim Übersetzen des Programms muss der Pfad zu dem Verzeihnis hdnum hinterder Option -I angeben werden, damit der Compiler die Headerdateien �ndet, z.B.zur Übersetzung des Programms vektoren. im Unterverzeihnis examples von hdnumg++ -I.. -o vektoren vektoren .// vek toren . #inlude <iostream > // notwendig zur Ausgabe#inlude "hdnum .hh" // hdnum headertemplate <lass T>void produt (hdnum ::Vetor <T> &x){ for (int i=1; i<x.size (); i=i+1)x[i℄ = x[i℄*x[i -1℄;}template <lass T>T sum (hdnum ::Vetor <T> x){ T s(0.0);for (int i=0; i<x.size (); i=i+1)s = s + x[i℄;return s;}int main (){ // Konstrukt ionhdnum ::Vetor <float > x(10); // Vektor mit 10 Elementenhdnum ::Vetor <double > y(10 ,3.14); // 10 Elemente i n i t i a l i s i e r thdnum ::Vetor <float > a; // ein l e e r e r Vektorx.resize (117); // vergröÿern , Daten g e l ö s  h t !x.resize (23 ,2.71); // ve r k l e i n e rn geh t auh// Zu g r i f f auf Vektore lementefor (int i=0; i<x.size (); i=i+1)x[i℄ = i; // Zu g r i f f auf Elemente// Kopie und Zuweisung 58



6 Ein kleiner Programmierkurshdnum ::Vetor <float > z(x); // Kopie e r s t e l l e nz[2℄ = 1.24; // Wert veränderna = z; // hat Werte von za[2℄ = -0.33;a = 5.4; // Zuweisung an a l l e Elementehdnum ::Vetor <float > w(x);w += z; // w = w+zw -= z; // w = w−zw *= 1.23; // s ka l a r e Mu l t i p l i k a t i o nw /= 1.23; // s ka l a r e Div i s ionw.update (1.23 , z); // w = w + a∗ zx[0℄ = w*z; // s ka l a r e Mu l t i p l i k a t i o nstd :: out << x.two_norm () << std :: endl; // e u k l i d i s  h e Norm// Ausgabestd :: out << w << std :: endl;// shöne Ausgabew.iwidth (2); // S t e l l e n in Indexausgabew.width (20); // Anzahl S t e l l e n gesamtw.preision (16); // Anzahl Nahkommastellenstd :: out << w << std :: endl;// nun mit mehr S t e l l e n// H i l f s f unk t i onenzero(w); // das s e l b e wie w=0.0fill(w,( float )1.0); // das s e l b e wie w=1.0fill(w,( float )0.0 ,( float )0.1); // w[0℄=0 , w[1 ℄=0.1 , w[2 ℄=0.2 , . . .unitvetor (w,2); // k a r t e s i s  h e r E inhe i t s v e k t o rgnuplot ("test.dat",w); // gnup lo t Ausgabe : i w[ i ℄gnuplot ("test2.dat",w,z); // gnup lo t Ausgabe : w[ i ℄ z [ i ℄// Funkt ionsau f ru fprodut (x);std :: out << "x=" << x << std :: endl;std :: out << sum (x) << std :: endl;}Beispielausgabe[ 0℄ 1.204200 e+01[ 1℄ 1.204200 e+01[ 2℄ 1.204200 e+01[ 3℄ 1.204200 e+01[ 0℄ 1.2042000770568848e+01[ 1℄ 1.2042000770568848e+01[ 2℄ 1.2042000770568848e+01[ 3℄ 1.2042000770568848e+01HDNUM Matrix
• In C++ gibt es keine Standardtypen für Matrizen.
• Deshalb führt HDNUM auh einen Datentyp DenseMatrix<typ> ein.
• Er steht ebenfalls nah Einbinden des Headers hdnum.hh zur Verfügung.59



6 Ein kleiner Programmierkurs// matrizen . #inlude <iostream > // notwendig zur Ausgabe#inlude "hdnum .hh" // hdnum header// Be i s p i e l wie man A und b für ein// Gleihungssystem i n i t i a l i s i e r e n könntetemplate <lass T>void initialize (hdnum :: DenseMatrix <T> &A, hdnum ::Vetor <T> &b){ if (A.rowsize ()!=A.olsize () || A.rowsize ()==0)HDNUM_ERROR ("need square  and nonempty  matrix ");if (A.rowsize ()!=b.size ())HDNUM_ERROR ("b must have same size as A");for (int i=0; i<A.rowsize (); ++i){ b[i℄ = 1.0;for (int j=0; j<A.olsize (); ++j)if (j<=i) A[i℄[j℄=1.0; else A[i℄[j℄=0.0;}}int main (){ // Konstrukt ionhdnum :: DenseMatrix <float > A; // l e e r e Matrix mit Gröÿe 0x0hdnum :: DenseMatrix <float > B(10 ,10); // 10x10 Matrix u n i n i t i a l i s i e r thdnum :: DenseMatrix <float > C(10 ,10 ,0.0); // 10x10 Matrix i n i t i a l i s i e r t// Zu g r i f f auf Vektore lementefor (int i=0; i<B.rowsize (); ++i)for (int j=0; j<B.olsize (); ++j)B[i℄[j℄ = 0.0; // j e t z t i s t B i n i t i a l i s i e r t// Kopie und Zuweisunghdnum :: DenseMatrix <float > D(B); // D i s t e ine Kopie von BA = D; // A i s t nun i d e n t i s  h mit D!A[0℄[0℄ = 3.14;B[0℄[0℄ = 3.14;// Rehnen mit Matrizen und VektorenA += B; // A = A+BA -= B; // A = A−BA *= 1.23; // Mu l t i p l i k a t i o n mit Ska larA /= 1.23; // Div i s ion durh Ska larA.update (1.23 , B); // A = A + s ∗Bhdnum ::Vetor <float > x(10 ,1.0); // make two ve t o r shdnum ::Vetor <float > y(10 ,2.0);A.mv(y,x); // y = A∗xA.umv(y,x); // y = y + A∗xA.umv(y,( float )-1.0,x); // y = y + s ∗A∗xC.mm(A,B); // C = A∗BC.umm(A,B); // C = C + A∗B// AusgabeA.iwidth (2); // S t e l l e n in IndexausgabeA.width (11); // Anzahl S t e l l e n gesamtA.preision (4); // Anzahl Nahkommastellenstd :: out << A << std :: endl;// shöne Ausgabe// H i l f s f unk t i onenidentity (A); // s e t z e A auf Einhe i t smatr i xstd :: out << A << std :: endl; 60



6 Ein kleiner Programmierkursspd(A); // eine s . p . d . Matrixstd :: out << A << std :: endl;fill(x,( float )1,( float )1);vandermonde (A,x); // Vandermondematrixstd :: out << A << std :: endl;}Beispielausgabe0 1 2 30 4.0000 e+00 -1.0000 e+00 -2.5000 e -01 -1.1111 e -011 -1.0000 e+00 4.0000 e+00 -1.0000 e+00 -2.5000 e -012 -2.5000 e -01 -1.0000 e+00 4.0000 e+00 -1.0000 e+003 -1.1111 e -01 -2.5000 e -01 -1.0000 e+00 4.0000 e+00HDNUM Timing
• Für E�zienzvergleihe ist es notwendig die Laufzeit numerisher Algorithmen zumessen.
• Dazu gibt es in HDNUM den Typ hdnum::Timer .
• Auh dafür ist das Einbinden des Headers hdnum.hh notwendig.// pende lmit t imer . #inlude <iostream > // header für Ein−/Ausgabe#inlude <math > // mathematishe Funktionen#inlude "hdnum .hh" // Zeitmessungint main (){ double l(1.34); // Pende l länge in Meterdouble phi0 (0.2); // Amplitude im Bogenmaÿdouble dt (0.05); // Z e i t s  h r i t t in Sekundendouble T(30.0); // Ende in Sekundenhdnum :: Timer zeit ,zeitIter ;for (double t=0.0; t<=T; t=t+dt){ zeitIter .reset ();std :: out << t << " "<< phi0*os(sqrt (9.81/ l)*t)<< std :: endl;std :: out << "Durhgang  " << int (t/dt) << " brauhte  "<< std :: sientifi << zeitIter .elapsed ()<< " Sekunden " << std :: endl;}std :: out << "Die Ausgabe  aller  Werte  brauhte  " << zeit.elapsed ()<< " Sekunden " << std ::endl;}Übungsaufgaben
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6 Ein kleiner Programmierkurs1. Shreiben Sie ein Programm zum Berehnen der Fibonai-Folge mit Hilfe einerFunktion, die sih selbst aufruft (rekursive Programmierung), entsprehend derVorshrift:
Fib(0) = 0

Fib(1) = 1

Fib(n) = Fib(n− 1) + Fib(n− 2)2. Shreiben Sie ein Programm, das fünf double-Werte aus einer Datei in einen hdnum::Vetorliest, die Werte auf dem Bildshirm ausgibt, einen neuen Vektor mit vertaushterReihenfolge der Elemente anlegt, die beiden Vektoren addiert und das Ergebnissowie die euklidishe Norm des Vektors auf dem Bildshirm ausgibt. Lassen Sieden Vektor auf 7 Elemente vergröÿern und prüfen Sie den Inhalt. Verkleinern Sieihn auf 4 Elemente und geben Sie ihn wieder aus.3. Die sogenannte Hilbert-Matrix der Ordnung n ≥ 1 ist eine quadratishe, symme-trish positiv de�nite Matrix mit den Komponenten
hij =

1

i+ j − 1
(11)(Näheres unter http://de.wikipedia.org/wiki/Hilbert-Matrix).a) Shreiben Sie eine Funktion, die eine per Referenz übergebene Matrix mitden Koe�zienten der Hilbert-Matrix füllt.b) Testen Sie das Ergebnis durh Ausgabe der Matrix auf dem Bildshirm.3. ) Bonusaufgabe für Fortgeshrittene: Die Inverse der Hilbert-Matrix hatdie Komponenten:

(H−1
n )ij =

(−1)i+j

i+ j − 1

(n + i− 1)!(n+ j − 1)!

((i− 1)!(j − 1)!)2(n− i)!(n− j)!
(12)Shreiben Sie eine Funktion, die die Inverse der Hilbert-Matrix erstellt (dafürbrauhen Sie auh eine Funktion, die die Fakultät berehnet). Testen Sie IhrProgramm durh Berehnung von Hn ·H−1

n .
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Abbildung 17: Interpolation der Funktion f1(x) mit Lagrange-Polynomen, stükweiselinearen Funktionen und kubishen Splines.65
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Abbildung 18: Interpolation der Funktion f2(x) mit Lagrange-Polynomen, stükweiselinearen Funktionen und kubishen Splines.
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Abbildung 19: Interpolation der Funktion f3(x) mit Lagrange-Polynomen, stükweiselinearen Funktionen und kubishen Splines.67
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Abbildung 20: Spektren zu vershiedenen Funktionen.68
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Abbildung 21: Interpolation vershiedener Funktionen.69
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Abbildung 22: Approximation vershiedener Funktionen bei steigendem n.70
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Abbildung 23: Interpolation einer unstetigen Funtion.
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