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Ubung 1 Kubischer Spline

Fiir eine Zerlegung X = (xo, ..., x,) des Intervalls [a,b] mita = o < 21 < ... < z, = bist der
Raum der kubischen Splines

Sg(X) ={se€ CQ([CL, b)) : S|[mi773i+1] €Ps,0<i<n}

gegeben durch abschnittsweise definierte Polynome dritten Grades, die sich iiber Interpolations- und
Stetigkeitsbedingungen zu einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion zusammenfiigen:

s@)= | pil@) furzelrg,e), i€ {l..n}
pn(xy) flirzx =z,

Die n kubischen Teilpolynome seien gegeben durch
pi(zx) :a[()i) +a§i)(a¢—xi) +a§i)(x—xi)2+a§i)(x—wi)3 i=1,..,n (11.1)
Weiterhin seien folgende Bedingungen vorgegebenen:

(a) sist stetig und interpoliert die Werte yo, 1, ..., yn Zu den Stiitzstellen aus X:

o pi(xic1) =y

1=1,...,n
’ pz(l‘z) = Yi

(b) s € C*([a,b]):
o pi(@) = piga (i)
P (@) = pi (@)

(c) Natiirliche Randbedingungen an den beiden Enden:
Pi(w0) = 0 = piy ()
Zeige:

Die gesuchten Koeffizienten der Teilpolynome lassen sich berechnen aus den folgenden Formeln,
wenn man aéo) =0 setz

hiagil) + 2(h; + hz’+1)a§i) + hiHagH) =3

(.%’H —Y% Y- yi1> firi=1,...,n—1, (11.2)

hit1 h;

wobei agn) = 0und ]’LZ =T — Xi—1,
o — g (11.3)

) Yi— Vi1, hi i i—1
ol = Ty (208" +af™), (11.4)

(2) (i-1)
(1) _ Qo — Q9
= . 11.

aS 3h1 ( 5)

( 6 Punkte )

'Die Variable aéo) gehort gar nicht zu den Polynomkoeffizienten, sondern wird nur fiir die Darstellung der Gleichungen (11.2)-
(11.5) bendtigt.



Ubung 2  Kubischer Spline - Pmktisch Ubung

(a) Schreibe eine C++-Funktion getCubicSpline (...), welche ausgehend von den Wertepaa-
ren (z;,y;),i = 0,...,n die Koeffizienten a,(j),k‘ =0,..,3,i = 0,...,n des nattirlichen kubi-

schen Splines wie oben beschrieben berechnet. Fiir die Losung des linearen (n — 1) x (n — 1)-
Tridiagonalsystems (11.2) konnen die bereits vorhandenen Funktionen zur LR-Zerlegung ver-
wendet werden. '

Input—Parameter: z;, y; Output-Parameter: a](;)

(b) Schreibe eine C++-Funktion evaluateCubicSpline (.. .), die den oben berechneten kubi-
schen Spline an einer beliebigen Stelle = € [z, z,,] auswertet.
(4)

Input-Parameter: x, Lo, Tn, 4y Output-Parameter: s(z)

(c) Teste die beiden Funktionen an folgendem hochst realistischen Beispiel:

Auf der schwibischen Alb wurden die Uberreste von Versteinerungen gefunden, die zu einem
Saurierskelett gehoren. Um die Umrisse des Sauriers rekonstruieren zu kénnen, wird das 14
mal 5 Meter grofse Fundgebiet mit einem Raster {iberzogen und jedes Fundstiick Dinosaurier-
haut in diesem Koordinatensystem lokalisiert. Nach einer logischen Reihung ergibt sich folgen-
de Tabelle von Fundkoordinaten (z;, y;) fiir die von 0 bis 12 durchnummerierten Fundstticke:

Nr. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x; | 375|375 |225|125|025|0.75|4.00|550 | 625|900 | 1250 | 12.75 | 12.25
yi | 025|150 | 325|425 | 4.65|483|250|325|365|3.00| 125| 215 | 3.50

Zur Rekonstruktion des Sauriers gehe folgendermafsen vor: Die Gestalt des Sauriers wird durch

eine Kurve o0
t <¢(t))€R’ t € 10,7

beschrieben, wobei die Funktionen ¢ und 1 durch je einen Spline gendhert werden. Da das
Durchlaufen der Kurve ,mit konstanter Geschwindigkeit” geschehen soll, ldfst man die Bo-
genldnge der Kurve einfliefSen, indem man als Stiitzstellen die Werte

to:=0,t; ==t 1+ /(2 —2i1)2 + (yi —wyi1)? furi=1,...,12 (11.6)

benutzt. Berechne einen Spline s4 zu den Stiitzstellen ¢; und den Stiitzwerten x; sowie einen
weiteren Spline s, zu den Stiitzstellen ¢; und den Stiitzwerten y;. Die gendherte Gestalt des
Sauriers ergibt sich dann aus der Kurve

e s4(t) 2
t <s¢(t)> eR?, telty,tio]

t
Werte diese Kurve an den Stellen ¢t = §; := % -j fur j = 0,1,...,100 aus, und fertige eine
(grobe) Skizze des Sauriers an, z.B. mit gnuplot.

Um den Spline in gnuplot zu visualisieren, schreibe die Ergebnisse in eine Datei result .dat, bei der in
jeder Zeile ein Wertepaar steht:

plot "result.dat" using 1:2 with lines

Immer dran denken: Vektorenindizes in C++ laufen von 0 bis n-1.



trigt die Werte der zweiten Spalte gegen die der ersten Spalte auf und verbindet sie durch gerade Strecken.
Erste Expertisen vermuten einen weiblichen Brontosaurus mittleren Alters.

( 8 Punkte )

Ubung 3  Extrapolation zur Verbesserung der numerischen Differenziation

Es gilt fiir die erste Ableitung f/(z) = }Lir% a(h), wobei a(h) = w ist. Nun ist aber a(0)

als Ndherung fiir f/(x) nicht direkt auswertbar und daher bietet sich hier die Extrapolation zum Limes
fir den Grenzfall h — 0 an. In der Vorlesung wurde mit dieser Technik gezeigt, dass man mit einer
absteigenden Folge von n + 1 Stiitzstellen hy > hy > ... > h, > 0 eine Ndherung fiir a(0) erzielen
kann, deren Fehler von der Gréenordnung O(h"*1) ist, wenn f € C"*2(R) ist.

Zeige mittels Taylorreihen-Entwicklung, dafl man mit der gleichen Anzahl an Stiitzstellen fiir die
Approximation der 2.Ableitung durch den zentralen Differenzenquotienten

fle+h)=2f(x) + fx—h)

alh) = =

die Fehlerordnung O(h*"*2) erzielen kann, wenn f € C?"™*(R) ist. ( 4 Punkte )



