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UBUNG1 LEMMA VON GRONWALL

Das Lemma von Gronwall lautet:
Fiir die stiickweise stetige Funktion w(t) gelte:

t

w(t) < / a(s)w(s)ds + b(t), > to.
to

Hierbei sei a(t) > 0 eine integrierbare und b(t) > 0 eine monoton wachsende Funktion. Dann folgt

w(t) < exp /a(s) ds | b(t), t > to.

to

Verwenden Sie diese Beziehung, um das folgende diskrete Analogon zu beweisen:
Seien (wp)n>0, (@n)n>0 und (by)n>o Folgen nicht negativer Zahlen, mit wy < by und

n—1

wngzauwy+bna n>1
v=0

dann gilt unter Annahme einer nicht fallenden Folge (by,)n>0:

n—1

wy, < exp(z ay)bn, n>1.

v=0

4 Punkte

UBUNG 2 LINEARE ANFANGSWERTAUFGABEN

1. Sei A € R™*" eine symmetrisch positiv definite Matrix. Zeigen Sie, dass dann die global ein-
deutige Losung u : R — R" des linearen Anfangswertproblems

u'(t) = Au(t), t>to, u(to) =up  to € Rug € R”
durch .
ut) =y et
=0

mit o; € Rund ¢; € R? dargestellt werden kann.

2. Bestimmen Sie die Losung der AWA
. 11 1
0=y 7)ot o= (})

3. Fiir jede Matrix M € C"*" existiert ein 7" € C"*" so dass eine Darstellung

mit z : [0,00) — R2.

Joy 0
T-'MT = .
0 To,



mit £ < n und den Jordankistchen

existiert.

Dies nennt man die Jordansche Normalform und die «; sind gerade die Eigenwerte der Matrix
M.

Zeigen Sie, dass die Losung der AWA aus Teil 1. fiir beliebiges A € R™*" genau dann eine
Darstellung

u(t) = > &Gt BeCgect
=0

hat, wenn die Jordansche Normalform zur Diagonalmatrix degeneriert, die Matrix A also dia-
gonalisierbar ist.

5 Punkte
UBUNG3 LOSBARKEITSEIGENSCHAFTEN

Untersuchen Sie mit Hilfe der Resultate aus der Vorlesung die Losbarkeitseigenschaften (eindeutig,
global, beschriankt, exponentiell stabil) der folgenden AWA:

4 Punkte

UBUNG 4 ABSCHNEIDE-FEHLER DES IMPLIZITEN EULER VERFAHRENS

Der Abschneide-Fehler des impliziten Euler Verfahrens zur Losung einer Anfangswertaufgabe
W (t) = fut),t),  t=to, ulto) =ug

ist gegeben durch
7’3 = h;l (u(tn) = u(tn-1)) = f(tn, u(tn)),

wobei (t,)n>0 eine Folge diskreter Zeitpunkte und h,, = t, 41 — t,, die zugehorigen Schrittweiten
darstellen.

Zeigen Sie durch Taylor-Entwicklung in u(-)| _ s dass gilt:

in

hn N
Imall = Sl (Gl fiir ein G € [tn1, ta).

4 Punkte



