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UBUNG 1 RUNGE-KUTTA VEFAHREN FUR LINEARE AWA
Die autonome lineare AWA

u'(t) = Au(t) u(to) =ug € R"
mit diagonalisierbarer Matrix A € R™*" ist dquivalent zu einer AWA
(U/(t))i = )\Z(U(t))z U(to)i =0 € C, \;eC (Z =1.. n)

in dem Sinne von v(t) = Qu(t), wobei die reguldre Matrix Q € C"*" gerade QAQ~! = 1 erfiillt.
Zeigen Sie, dass unter Annahme exakter Arithmetik die Verwendung eines expliziten Runge-
Kutta Verfahrens bei beiden Problemen auf Ndherungen (ul)zg N und (Ui)ig n fuhrt, welche

vt = Qu' (0<i<N)
erfiillen. 3 Punkte

UBUNG 2 STABILITATSINTERVALLE KONKRETER EINSCHRITTVERFAHREN
Geben Sie die Stabilitdtsintervalle der folgenden Einschrittverfahren an:

1
a) Yn+l = Yn + §h (f(tn+1:yn+1) + f(tmyn)) s
1 1
b) Yny1 = yn+hf(tn + Sy + 5hf(tn, Yn))s

c) Yn+l = Yn + éh (2f(tn+1ayn+1) + 4f(tnayn) + hf(l)(tnayn)) ) f(l) = fzg + ffa,:

3 Punkte

UBUNG 3 IMAGINARES STABILITATSINTERVALL
Bestimmen Sie das rein imagindre Stabilitdtsintervall (der Schnitt der imagindren Achse mit dem
Stabilitdtsgebiet)

{izeC | z€eR, |z|<1}

tir die Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 1 bis 3. 2 Punkte

UBUNG 4 HARMONISCHER OSZILLATOR
Der Dynamik eines harmonischen Oszillators entspricht die AWA

U’ (t) = —wu(t), u(to) = uo € R.
1. Stellen Sie das dquivalente System erster Ordnung auf.
2. Zeigen Sie, das dieses Problem durch
¢(t) = —wiq(t),  qlt)) =g €C, weR
auch als eine komplexwertige skalare AWA formuliert werden kann.

3. Uberpriifen Sie, ob das explizite Euler Verfahren fiir dieses Problem absolut stabil ist, also die
damit berechneten Ndherungswerte y,, von u(t,) fiir eine Schrittweite 4 > 0 die Bedingung

sup |yn| < 0o
neN

erfiillen.

3 Punkte



UBUNG 5 SIMULATION STEIFER SYSTEME
Die 3-dimensionale, steife AWA

mit der Systemmatrix

-21 19 =20
A= 19 -21 20
40 —40 —-40

besitzt die Losung

1 1
uy(t) 56_% + 56_40t {cos(40t) + sin(40¢) },
1 1
ug(t) = 56_% - 56_4% {cos(40t) + sin(40t)} ,
uz(t) = —e %% {cos(40t) — sin(40t)} .

1. Implementieren Sie eine Modell-Klasse fiir dieses Problem (analog zu der Implementierung fiir
Aufgabe 3 Blatt 3).

2. Bestimmen Sie (experimentell) die (konstante) Schrittweite, fiir welche das klassische Runge-
Kutta Verfahren 4. Ordnung gerade noch stabil ist. Eine Implementierung der expliziten Runge-
Kutta Verfahren der Ordnungen eins bis vier finden Sie unter den Beispielen der HDNum Bi-
bliothek in der Datei hdnum/examples/rungekutta.hh (Der alternative Konstruktor erlaubt auch
ganz allgemein die Ubergabe eines beliebig grofien Butcher-Tableaus).

3. Implementieren Sie fiir die implizite Trapezregel 2. Ordnung eine Loser-Klasse zur Anwen-
dung auf lineare AWA. Verwenden Sie die in der HDNum Bibliothek bereit gestellten Methoden,
um das auftretende LGS zu 16sen (vergleiche Beispiel-Datei hdnum/examples/Ir.cc).

4. Bestimmen Sie (experimentell) fiir das klassische Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung sowie die
implizite Trapezregel 2. Ordnung die grofite (konstante) Schrittweite, welche eine Berechnung
von «(2) € R auf 10 Stellen genau erlaubt. Vergleichen Sie die jeweils benotigte Rechenzeit.

6 Punkte



