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Die obige explizite 2-Schrittformel ist nicht null-stabil, denn ihr erstes charakteristi-
sches Polynom
p(A) = A2 +4X -5

hat die Nullstellen
AM=1, X=-5.

Dies erklért ihre offensichtliche Divergenz fiir h — 0.
Wir betrachten nun das gestorte Mehrschrittverfahren
gn:yn_'_pnn 7’7,:0,...7R—1,
K - (5.2.8)
Z QR—r gn~7' =h Z /BR—’I‘ f(tn-'mgn—r) +pPn, N = R
r=0 =0

Sei L wieder die globale Lipschitz-Konstante der Funktion f (¢,z). Unter der Bedingung
h < 1/(L|Br|) (im Falle Bz # 0) sind die Werte g,, n > 0, durch (5.2.8) eindeutig
bestimmt (Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes).

Satz 5.1 (Stabilitétssatz): Die AWA geniige der globalen Lipschitz- Bedingung, und die

LMM sei null-stabil. Dann gilt unter der Voraussetzung h < 1/(L|Bg|) (im Falle fr # 0)
fiir je zwei Losungen {yn} und {gn,} von (5.1.1) bzw. (5.2.8) die Abschitzung

0<v<R—1

150 - vall < KL max ol + 3 I0l}, n2R. (529)
v=R

Die Konstanten K und T' sind bestimmt durch die Lipschitz-Konstante L und die Ko-
effizienten a3, ; fiir h L|Br| — 1 gehen K,I' — 00.

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fiir den skalaren Fall (d = 1). Die Differenzen
en = Un — Yn geniigen den Beziehungen e, = p,, fiir n=0,...,R—1, und fiir n > R:

R
En = — Z QR—r Ep—r T hﬁR{f(tn)gn) - f(tna yn)}+
=

RaYy
+ h ;ﬁR~r {f(tn—rv gn—'r) - f(tn—m yn—r)} +- Pn

S

-~

=: b,

Wir definieren .
f(tnayn) — f(tn7yn) en ?é 07

€n )
0 , e, =0.

Op 1=

Damit gilt dann |o,| < L und

R4,
(1 - hﬁRUn) €n = — E QR—r €n—r + by .
=
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Diese Beziehung ergibt zusammen mit den trivialen Gleichungen
(1 — hBron—r)€n—r = (1 — hfBroOpn—)€n—0r, r=1,...,R—1.
eine rekursive Folge von Gleichungssystemen
DhE,=C,AE, 1+ Boag, n21,

fiir die R-Tupel (e. R, - o, Ci )

E, = (en—rem=nw)’ € RE.
Dabei ist B, = (0,...,0,b,u4)” € RF, und die R x R-Matrizen D,, C,, und A sind
gegeben durch:

[ 1—hBrow_ R 0
1—hBrOn_pAt O Rl Bt

Dnz y an 5
0 1—-hBRro,—
0 1— hBrome, Fr ‘*‘“1
001 0o |
A=
0 1
—Q ~CYR—1_

Aufgrund der Voraussetzung h < 1/L|Bg| sind die Matrizen D,, invertierbar, und es gilt
folglich
En———D;l{CnAEn—l‘l'Bn—-l}; n 2 R

Die Matrix A hat das charakteristische Polynom (Entwicklung nach der letzten Zeile)
xa\) = (“D)F (g + aud + ... + ag M+ AF) = (=1)Fp(N).

Aufgrund der vorausgesetzten Null-Stabilitéit der LMM gibt es nun gemé&f Hilfssatz 5.5
(s. unten) eine natiirliche Matrizennorm || - ||o, so dass

|Allo = spr(4) < 1.

Die erzeugende Vektornorm sei gleichfalls mit || - ||o bezeichnet. Damit erhalten wir die
Normabschétzung

1Enllo < D7 llo {ICnlloll En-llo + [ Ba-llo} -

Wegen der Aquivalenz aller Normen auf dem R gilt mit einer Konstante v > 0

R
7 ello < Y lal <vllelle Yz €RE.
v=1
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Damit wird nun abgeschétzt:

R&¥

lbnwl < hﬁL Z [en—rl + lpn%]
A
< hB LA Enllo + |onal

mit § := max,—o,_ gr-1 |G|, und folglich:

Weiter gilt aufgrund der Identitét
=1+ 4l <1,
a —a

die Darstellung

h “r
D'rnz—l =1+ Z’ Z = dW&:@,,R{%) .

Es ist also
1D Mo 1+ llo < 14+7* max {'_héf@;ﬂ_—" }
n -t ~ - r=9,...,RA1 1—h/8}%m_r
2
v |Br|L
<l4+h—--.
1—h|Br|L

Auf analoge Weise erhalten wir
|Cullo < 1+ h|Br|LY*.

Kombination aller dieser Abschétzungen ergibt nun

7?|Br|L
I1Ballo < (1 b A+ AIBRILY) 1Bt
e hﬁL72 ||En—1”0 + ’V‘pn[ }

< [|Bn-1llo + AT [[En-allo + Alpn|

mit den Konstanten

r— PBEL (4 2 BelL) 447 L (16el + 0

1—h|Br|L " " 7

2
v*|Br|L

A=~vy({1+h——F——).

1 (1+ 1—h|ﬂR|L)

Durch rekursive Anwendung dieser Ungleichung fiir n,n—1,...,0 erhalten wir
n—1 n

1Eallo T D BlIE o+ 1 Eollo +A D lowl -

v=0 v=1



