Numerik 1 — Olaf Ippisch

1. Februar 2012
Inhaltsverzeichnis
1 Motivation
1.1 Wachstumsmodelle . . . . ... ... .. ... ... ..
1.2 Chemische Reaktionen . . . . ... ... ... ... ... .. .. .. .. ...,
1.3 Neurowissenschaft . . . . . . . . . ... . . e
1.4 Astrophysikalisches N-Koérper-Problem . . . . . . . ... ... ... ... .....
1.5 Raketengleichung . . . . . . . . . ... L
2 Zur Theorie von gewohnlichen Differentialgleichungen
2.1 Problemstellung . . . . . . . . . . e
2.2 EXISteNnzauSSageN . . . . . v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
2.3 Eindeutigkeitund Stabilitdt . . . . . . . .. ... Lo oo
24 Globale Stabilitdt . . . . . . ... e
3 Einschrittverfahren
3.1 Dasexplizite Euler-Verfahren . . . . . . .. .. ... ... 0oL
3.2 Taylor und Runge-Kutta Verfahren . . . . . .. ... ... ... ... .......
3.3 Konvergenz allgemeiner Einschrittverfahren . . . . . . . .. ... ... ... ....
3.4 Schrittweltensteuerung . . . . . . . v v v v v e e e e e e e e e e e e e e

4 Numerik steifer Differentialgleichungen

4.1 Motivation . . . . . . . .. e e e e e e e e e e
4.2 (Skalare, lineare) Modellprobleme . . . . . . . ... ... ... ... 0oL,
4.3 Lineare Stabilitdtsanalyse . . . . . . . . . . ... L e
4.4 Implizite Runge-Kutta Verfahren . . . . . . .. .. ... ... ... ... ......

5 Mehrschrittverfahren

5.1 Verfahrenskonstruktion . . . . . . . . . . . . . . . . e
52 Konsistenzvon LMM . . . . . . ...
5.3 Nullstabilitit von LMM . . . . . . . . . . . . e
54 Konvergenzvon LMM . . . ...

0NN LW

10
13
17

20
20
24
29
31

37
37
39
42
43



Olaf Ippisch: Numerik 1 2 Inhaltsverzeichnis

6 Randwertprobleme 65
6.1 SchieBverfahren . . . . . . . . . . . . ... e 66
6.2 Differenzverfahren . . . . . . . . . . . 68

7 Partielle Differentialgleichungen 70

8 Finite Differenzen Verfahren 76

9 Konvergenz des Finite Differenzen Verfahrens 84
0.1 M-Matrizen . . . . . . . . . e e e e e e e e e e 84

10 Iterative Losung von linearen Gleichungssystemen 920
10.1 Relaxationsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . ... . e 90
10.2 Abstiegsverfahren . . . . . . . . ... 96

Lizenz und Copyright

Die Originalversion dieses Mitschriebs stammt von Stefan Breuning. Der Mitschrieb steht unter
Public Domain; Copyright des Inhalts liegt bei Peter Bastian und Olaf Ippisch. Diese Version ist vom
1. Februar 2012, die aktuelleste Version findet sich auf
http://conan.iwr.uni-heidelberg.de/teaching/numerikl_ws2011/.

Verbesserungen

Dieser Mitschrieb ist sicher nicht vollig fehlerfrei. Es handelt sich nicht um ein Skript sondern einen
studentischen Mitschrieb, der Korrektur gelesen wurde. Verbesserungshinweise bitte an

olaf.ippisch@iwr.uni-heidelberg.de
Skript

Als Begleitung zur Vorlesung empfehle ich das Vorlesungsskript “Numerische Mathematik 1 / Numerik
gewohnlicher Differentialgleichungen” von Rolf Rannacher. Zu finden unter http://numerik. iwr.
uni-heidelberg.de/~lehre/notes/


http://conan.iwr.uni-heidelberg.de/teaching/numerik1_ws2011/
mailto:olaf.ippisch@iwr.uni-heidelberg.de
http://numerik.iwr.uni-heidelberg.de/~lehre/notes/
http://numerik.iwr.uni-heidelberg.de/~lehre/notes/

Olaf Ippisch: Numerik 1 (12.10.2011) 3

1 Motivation

1.1 Wachstumsmodelle

y(t): [a,b] — R ,,Zahl der Individuen der Population*
Annahmen:

e Anzahl ist kontinuierlich

e Réumliche Verteilung wird vernachléssigt

e Zunahme der Individuen im Zeitintervall At ist proportional zu At und zur Anzahl der
Individuen

Also:

¥t + Ar) = y(t) + AAty(2)

o, Y+ 80—y

A = 0

dy(t)

lim Az — 0 =1 1.1
mAL = 0 =2 = = 4y(1) (L.

Gewdohnliche Differentialgleichung (GDGL).
Losung:

. d /lt _ At - .
leR: d—( )=4 e — e" ist Losung von (1.1)
() y(t)

Fiir beliebige Losung y(¢) von 1.1 gilt:
y(t) " dy(®)
dt

=0dayLsgvon 1.1

—( (De™) = — (e ™ = — @) e =0

= ye ' =CeR
= | y(¢) = Ce™ | Form aller Losungen von 1.1
= Festlegen der Konstante C durch eine Anfangsbedingung

Anfangswertaufgabe (AWA)

? =yt  te(ab] (1.2a)
ya)=Y (1.2b)

Y=y(a)=Ce¥ = C=Ye™

y(#) = Ce' =

also
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Logistisches Wachstumsmodell:
y(t) € [0, 1] (1 = Maximalpopulation)

d
% = - (1= () - ¥()

— nichtlineare GDGL

Einfache numerische Lésungsverfahren

b-a . )
t=a-+ N i=a+hi
——
h
Expliziter Euler:
Yo=Y i=0
V=3 byl i= 1N
dy =yl
a(ti—l) ~ Tl =,
Impliziter Euler:
Ansatz: .
Yi _hyi—l _ /lyf

& (1-h)y; =y},
@y?: 1—111/1);1}'!—1 i=1,...,N
= im allgemeinen deutlich hoherer Aufwand. Frage: Lohnt das?

1.2 Chemische Reaktionen

A und B reagieren zu C (A + B — C).
Sei ca(t) die Konzentration (z.B. Mol pro Volumen) von A zur Zeit ¢. Analog: cg(1), cc(2).

ca(t + At) = c4(t) — kAt ca(f)cp(d)
— e

beide Stoffe
miissen vorliegen
dey(t
o 190 e

dr
dep(t

20 < keatwestn
d

cgt(t) = tkea(Dep(D)

System von GDGL + Anfangsbedingungen
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k
komplexere Reaktion: aA + bB = cC+dD
ka

cx() fir x € {A, B,C, D}

R(t) = —ki(ca(1)*(c®)" + kalcc() (ep(0))’

dCA(l) _ dCB(t) _
P aR(?) P bR(?)
dec(r) B dep(?) _
e cR(?) el dR(?)

chemisches Gleichgewicht:

de(t ky, c4ch ,
ox(?) =0 RH=0s 2 - % = K. ,,Massenwirkungsgesetz*
dt ki CcCh

1.3 Neurowissenschaft

Grafik zu einer Nervenzelle, wie z.B. die hier: http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=
Datei:Impulsfortleitung_an_der_Nervenzelle.png&filetimestamp=20060120204945. Wei-
teres Bild zu einem Axonabschnitt.

Unbekannte:

v(t) Spannungsdifferenz zwischen innen und auf3en. m(t) , h(t) , n(t) ist der
—— —— ~——
Natrium aktivierend Natrium inhibierend Kalium aktivierend

Anteil der Gating-Partikel die in einem Zustand sind, der die relative Leitfdhigkeit erhoht (beides
zwischen O und 1).

v
_ 3 4
Cy_ —— = ILx(v,1) —gnam h(V —VNa) = 81" (V = vk) — 8L(v — V1)
—— dr ——
Membrar}; Strominjektion
kapazitét[ anz ] Synapse[Am™2]

(gr und v; (k € {Na, K, L}) sind Konstanten)

w1 -h B0k ke lnmh

= Nobelpreis 1963 Hodgin/Huxley
Betrachtung der raumlichen Ausbreitung

ov(x,t) 0 ov ) ) } .
cu —:—( Om —)+zext<x,t,v(x,z>>—zNa<...>—zK(...>—zL<...)
S~ ot Ox\—— 0x
spez. Membran- spez. Membran-
kapazitit[ 45 | leitfihigkeit[Q ' m]

— Erstes Beispiel fiir partielle DGL. Zusétzlich sind hier Randbedingungen anzugeben, z.B. v oder
on%: am Anfang/Ende des Axioms.
Zeichnung zu einer Nervenzelle. x; und xz bezeichnen die Rinder des Axons in ,,Stromrichtung.


http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Impulsfortleitung_an_der_Nervenzelle.png&filetimestamp=20060120204945
http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Impulsfortleitung_an_der_Nervenzelle.png&filetimestamp=20060120204945
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(1.7)

ov(x,t) 0 ov(x, 1) ,
Sy —ax(gm PP )+l(v,t)

(X, to) = vo(x) Anfangsbedingung
v(xg, t) = vo(t) und v(xg, 1) = vr(?) ,Randbedingung*

Stationare L6sung (% = 0)

d dv(x) o
a(gm P )+l(V)—0
v(xp) = v

V(XR) = Vg

,Randwertproblem* 2. Ordnung
— erster Teil der Vorlesung nur AWA.

= Reduktion GDGL hoherer Ordnung = System erster Ordnung

1.4 Astrophysikalisches N-Korper-Problem

N Punktmassen der Masse m;
Bewegung der Korper unter ihrem eigenen Schwerefeld.

— x(0): [to, )] > R v(®): [to, 1] » R’

xi(1) xj(1) Xj=X; .
Grafik: 0 — m;, 0 — mj, und m; — m; (als Dreieck)

m,-mj xj—x,-

Fij(xi,x})) =G (1.11)

||Xj - x? ||Xj — x|
N—_—— e ——

eukl. Norm Richtung

2. Newtonsches Gesetz (F = i—f = ma)

N

miai(t) = D Fij(x(0), x,(1)
j=1
j#i
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Mit a,(t) = d”(’) und dx‘(’) = v,(¢) erhilt man:

dx;(t
’;ﬁ ) ) xi(to) = 2° (1.12a)
dvi(t) 5 mi(x(t) — xi(1) o
-G vilty) = (1.12b)
dr JZ; e = P ’
J#l
= 6N gew. DGL
Potential:
x,yeR?
Setze 1
-2
(x,y) = — — Xi)
T =k (Z@k k ]
0 Ve — X¢ y—x
—oexy)=...= Vio(x,y) = ————
ay. =P | 7Y T Iy =P
also:

dv, =
a0 Z Vo (0). ()

Dieses System ist:

e nicht dissipativ
e konservativ

Es gibt:
e potentielle Energie:
N N
Ep(H) =G D > mimp(xi(t), x,(1))

i=1 j=1
Jj#i

e kinetische Energie:

1 N
Eun = 5 Z] milviOI

= Eio = Epoi(t) + Eyin(?) bleibt erhalten

Energieerhaltung im numerischen Verfahren erfordert spezielle Methoden.
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1.5 Raketengleichung

Bewegung eines Raumfahrzeuges

m(t) Masse der Rakete zur Zeit ¢
x(1) Position
v(t) Geschwindigkeit

2. Newton: (p = m(t)v(¢): Impuls)

dp(?)
== F) +Fr
t ~—— ——
Gewichtskraft Antrieb
F = -
(1) . | c(?) w(r)
actio = reactio Trejbstoffaus-  Geschwindigkeit der
stossrate[’%g] ausgestoflenen Gase(eR?)
ergibt zusammen das System:
d Hv(t
w = Fg(t) — c(t)w(r) (rechte Seite ist gegeben!)
dx(t g
X0 _ NB: c(r) > 0 f c(t) dt < m(to)
dr o
dm(t !
% = —c(1) Sm@)=mty) - | e(s) ds

f
(Ausgestossene Masse)
= Optimierungsproblem

e Wihle c(f), w(t) so dass ein Punkt im Raum mit moglichst wenig Ressourcen erreicht wird

e c(1), w(t) unterliegen technischen Beschrinkungen, was die Probleme numerisch sehr
schwer macht, z.B. weil c(¢) nur stiickweise glatt

o Liefert 1.d.R. differentiell-algebratische Systeme.

2 Zur Theorie von gewohnlichen Differentialgleichungen

2.1 Problemstellung

' (1) = f(, u(®) (2.1)
mit
I/l(t) = (ul(t)’ LR Md(t)) f(t’ X) = (fl(ta X), B ’fd(t7 X))

Die Funktion f sei auf D = I x Q ¢ R' x R¢. definiert und dort stetig.
Standardnotation:

6y = xyi lxll=xx0” VxyeR?

d
i=1
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IAIl = sup {lAx]| | x € RY, ||l = 1} (Spektralnorm)

d ofl(t, of(t,
W (t) = Zl(tt) £t x) = fgt S Fltx) = f(;; .x)
V. f(t,x) = (af ) Jacobi-Matrix
0x;); J=1

Implizite Formen

(2.1) ist Spezialfall der allgemeinen, impliziten Form

F(t,u(),u' (1) =0 (2.2)

\d
Satz von der impliziten Funktion: F(z, x, y) ist lokal nach y auflosbar, falls V, F = ( ZTF; ) . invertierbar
L,]=
ist.

Beispiel: Netzwerkanalyse fiihrt immer auf DGL-System der Form

Ay (1) + By (2) + Bioua(t) = g1(2)
Bojuy(t) + Byus(t) = g2(2)
mit
u(®) = (uy (1), u(1))" u(t) e R ur(t) € R™ m+n=d
Ist nicht nach u(¢) auflosbar, da es sich im ein DAE-System handelt.

In der Praxis kommt oft folgende Form vor:

dm(t, u(t))

g - SGu®) (2.3)

auch hier muss m(#, x) nicht nach x auflésbar sein.

Reduktion von Gleichungen héherer Ordnung
Eine DGL hoherer Ordnung der Form

du) — d"u)
.. )

lasst sich mittels Einfiihrung von Hilfsvariablen als System erster Ordnung schreiben:

0 = w0
dr
Do m — 1-Gleichungen
d m—. f—
MTZ(I) - um—l(t)

di
i =u)  u( =

dum l(t)

F\t,up(t), ui (1), ..., uy_1(2), =0
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Spezielle Formen der rechten Seite
Ein System von DGL der Form (2.1) heif3t

e separiert, falls f(z, x) = a(t) - g(x)
e linear, falls f(z, x) = A(?) - x + b(¢)
e autonom, falls f(z, x) = g(x)

Eine nicht autonome DGL der Form (2.1) lédsst sich immer auf ein autonomes System reduzieren

u(t) = (u(r),
F@@®) = (ft, u(t), 1)’

Integralgleichungsform

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung lésst sich (2.1) als Integralsgleichung
schreiben:

u'(t) = f(t,u(t) & |u(t) = u(ty) + ff(s, u(s)) ds tel

Anfangswertaufgabe (AWA)

Definition 2.1
Zu einem gegebenen Punkt (ty, uo) € D ist eine (stetig) diffbare Funktion u: I — R? gesucht mit
Eigenschaften

1) Graph(u) .= {(t,u(t)) :t€l} Cc D
2) w'(t) = f(t,u(r) Veel
3) u(ty) = up

Dann heif3t u(7) Losung der AWA.

2.2 Existenzaussagen

— Wir betrachten Existenz und Eindeutigkeit getrennt!

Satz 2.2  Existenz von Peano
Die Funktion f(t, x) sei stetig auf dem (d + 1)-dimensionalen Zylinder

D={t.x)eR xR : |t — o] < v lx — uoll < 8}

Dann existiert eine Losung u(f) der AWA auf dem Intervall I := [ty — T, #y + T] wobei

(o 2)
T = — M =
min (o, & max £z, 0]

Beweis .
Rannacher Satz 1.1 O


http://numerik.iwr.uni-heidelberg.de/~lehre/notes/num1/numerik1.pdf#page=20
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Satz 2.3 Fortsetzungssatz

Die Funktion f(z, x) sei stetig auf einem abgeschlossenen Bereich D des R! x R¢, welcher den Punkt
(19, up) enthélt und es sei eine Losung der AWA auf I = [#y—T, o+ T]. Dann ist die lokale Losung u nach
rechts und links auf ein ,,maximales* Existenzintervall I,,,x = (tp — T.,ty + T™) stetig differenzierbar
fortsetzbar, solange der Graph von u nicht an den Rand von D st68t. Dabei kann

Graph(u) = {(t, u(?)),t € I}
unbeschrinkt sein, sowohl durch t — ¢y + T* = o0, als auch durch
lu(®)l| — oo(t = 1o+ T7)

Beweis .
Rannacher Satz 1.2 O

Korollar 2.4  Globale Existenz
f(t, x) sei auf ganz R! x R¢ definiert und stetig. Fiir jede durch den Satz von Peano gelieferte lokale
Losung u(t), gelte

lull <B(0)  telto=T,1+T]

mit einer festen stetigen Funktion 8: R — R.
Dann lésst sich u zu einer Losung auf ganz R fortsetzen.

Beweis .
Rannacher Korollar 1.1 O

Beispiele:

autonome DGL
—
1) w'(t) = sin( u(t) ) t>0 u(0)=0

f(t, x) = sin(¢) ist stetig, also existieren nach dem Satz von Peano lokale Losungen. Wegen

t

lu(®)| = |u(ty) + fsin(u(s)) ds

o
t

< |u(ty)| + flsin(u(s))l ds <t
S~ S——

=0 0 <1

— Losung auf ganz R fortsetzbar nach Korollar 2.4

(i) ' (1) = u(®)”
Fiir beliebiges C > 0 ist jede Funktion

o) = 0 0<t<C
O Ge-0)" e

eine Losung.


http://numerik.iwr.uni-heidelberg.de/~lehre/notes/num1/numerik1.pdf#page=23
http://numerik.iwr.uni-heidelberg.de/~lehre/notes/num1/numerik1.pdf#page=24
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Beweis: Fiir uc(¢) = 0 trivial, da 0'/3 = 0. Sonst:

1/3
d |2 2132 ) 2 ”
@ [5“‘0] —5[5("@] 3= [5“‘0]
————
u(t) u(t)

— AWA zu (0, 0) hat co-viele Losungen

e Euler Verfahren liefert nur die 0-Losung
e Zum Anfangswert u(0) = 1 ist die Losung eindeutig — néchste Stunde

(iii) () = u(?)? 0<r<l1 u(0) = 1 besitzt eine lokale Losung der Form

(= —
eI
d.h. u(t) — oo fiir t — 1 “Blow-up” in “finite time”. Dagegen hat
1
(1) = =2008u%(7), r> -3, —3)= —
u' (1) u (1) u(-3) 501

die auf ganz R existierende Losung

= ———
“0 = T 002

Kleine Anderung, groBe Wirkung.

@1v) u' (1) = Au(r) t>0 u(0) = ugy (1 € C, Modellproblem) hat die global eindeuti-
ge Losung u(t) = ug - e’

ReA < 0: lim|u(r)| =0
—00

Re A =0 : lim |u(?)| = |ugl
—o0

ReA >0 : lim|u(?)] = oo
—o0

Satz 2.5 Regularitiitssatz
Sei u eine Losung der AWA aus Definition 2.1 auf dem Intervall /. Ist f € C™(D) fiir ein m > 1, dann
istu € C"(I).

d d
u’(t) = a(u’(t)) = d_;(f(t’ u(t))
= fl(tu@®)+ Vi f(tu@®) -u'@)

Jacobimatrix beziiglich x

Fiir f € C'(D) folgt also u € C(I).
Wiederholte Anwendung liefert das fiir m > 1 m|
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2.3 Eindeutigkeit und Stabilitat
Definition 2.6  Lipschitzbedingung

e Die Funktion f(¢, x) geniigt auf ihrem Definitionsbereich
DCRxRY

einer (gleichméBigen) ,,Lipschitz-Bedingung*, wenn mit einer stetigen Funktion L(¢) > 0
gilt:

/@ x) = f@& X < LOIx =Xl (@,x),@,x)eD (2.5)
e Die Funktion f(¢, x) geniigt einer ,,Jokalen* Lipschitz-Bedingung, wenn f(¢, x) auf jeder
beschrinkten Teilmenge von D eine Lipschitz-Bedingung geniigt (L darf von TM abhéngen)
Beispiele:
1) d = 1. Sei f(¢, x) stetig, partiell differenzierbar nach x mit beschrinkter Ableitung:

max |0, f(t,x)| < K
(t,x)eD

dann gilt

¥

lf @, x) = f@t,x)] = faxf(t, s) ds| < Klx — x|
X <K

lasst sich erweitern auf d > 1.

2) f(t,x) = x"* nicht Lipschitz-stetig bei x = 0 aber in [&, c0) mit £ > 0. — dies wird sich als
Grund der Nichteindeutigkeit erweisen.

3) f(t,x) = x*(d = 1) ist lokal Lipschitz-stetig:
=y =lx+)x =yl =lx+yllx—y <L-|x—y|
fir L = max {|x+y| | x,y € D}

Satz 2.7 Lokaler Stabilititssatz

Wir betrachten zwei AWA:
u'(t) = f(t, u(t)) tel u(ty) = ug (2.6a)
V(1) = g(t,v(t)) tel v(ty) = vo (2.6b)

mit f, g stetig. Die Funktion f(¢, x) geniige der (gleichméBigen) Lipschitz-Bedingung (2.5) auf D.
Dann gilt fiir zwei beliebige Losungen u von (2.6a) und v von (2.6b).

t
Nlu(®) — vl < €270 L ||ug — voll + f &(s) ds tel
1o
mit

&(t) = sup || f(z, %) — g(z, X

xeQ)
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Beweis. Rannacher O

Mit der Integraldarstellung gilt:

t

u(t) — v(1) = u(to) + f J(s,u(s)) ds = v(1o) - f g(s,v(s)) ds

To

= ff(s, u(s)) = f(s,v(s)) ds + ff(s, v(s)) = g(s,v(s)) ds + up = vo

Fiir vektorwertiges e(s) und jede beliebige Vektornorm || - || gilt
! N o N
= | 1i NS =S Ol TEE i S =S

|| f e(s) ds| = | lim Zldsl) (Si=Sinf "= lim Zl]e(s,xsl S,_ol
ot = =

fel(s) ds

fo

t

fed(s)ds

1o

N 1
< lim ) lle(SIS: = Si) = f le(s)lids
i=1 o

Dann gilt fiir e(¢) = u(t) — v(¢):

lle@Il < fllf(s, u(s)) = f(s,v(s)ll ds + fllf(s, v(s)) — g(s, v(s)ll ds + [lug — vol|

t

t
< Lf||e(s)|| ds + fs(s) ds + ||ug — vol|
fo

to

Lemma 2.8 Gronwall
Die stiickweise stetige Funktion w(¢) > 0 geniige der Integralgleichung

t

w(t) < fa(s)w(s) ds + b(¢) >t

fo
mit a(t) > 0 integrierbar und b(¢) > 0 nicht fallend. Dann gilt

t

w(t) < exp [f a(s) ds] b(1) t>1

To
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Beweis. Setze

t

o(t) = fa(s)w(s) ds

fo
t

Y(t) == w(t) — fa(s)w(s) ds < b()

(1) erfiillt
() =al)-wt) et =0.
Weiter ist t
a(t) - (1) = a(t) - w(t) —a(r) f a(s)w(s)ds = ¢'(t) — a(t) - ¢(1)
N’

@' fo
——————
(1)

Fiir gegebenes /(¢) erfiillt ¢(7) also die AWA:
g =a)- o) +a®)-y@)  @t)=0 121

Diese AWA hat die (eindeutige) Losung:

@(t) = exp [fa(s) dsJ . fexp [— fa(r) dr} a(s)y(s)ds

Io Io fo

< b(t) exp fa(s) ds f(—%exp(—fa(r) dr]] ds

fo fo fo

= b(t) exp fa(s) ds l— CXP(—fa(r) dr”

0] 1o

fo

= b(t) - exp fa(s) ds [— exp {— fa(r) dr] + 1]

to 1o
t

= b(t) - exp fa(s) ds|— b(r)

To

Einsetzen in die Integralgleichung

w(t) < fa(s)w(s) ds +b(r) < b(t) - exp [f a(s) ds]
to 1o
=p(1)
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Damit weiter im Satz von 2.7:

t

w() = lle@l  al®)=L  b)= f«S(S) ds + |luo = voll

To

>0, nicht fallend

also nach Gronwall:
t

L(t—
lle(| < " f:S(S) ds + |luzo — voll
fo

Korollar 2.9  Eindeutigkeitssatz
Erfiillt f(z, x) eine Lipschitz-Bedingung, so ist die durch den Existenzsatz von Peano gelieferte Losung
eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien u(t), v(t) zwei verschiedene Losungen derselben AWA.
u'(t) = f(t,u(0) u(to) = uo
V(1) = f(t, (D)) V(o) = vo = ug
Dann gilt nach dem Stabilititssatz:

t

llu(t) = vl < 70 3 |lup — wol| + fSllp 1/ (s, %) — f(s,0)ll dsp =09
—_—

xeQ
=0 to =0, da g=f

Korollar 2.10
Betrachte die DGL d-ter Ordnung

WD) = f(t,u(), ..., u "), t> 1,

f: I'xRY sei Lipschitz-stetig bzgl. der letzten d Argumente. Dann existiert fiir jeden Satz von d Werten
o, . .., Uz € R genau eine Losung, die der Anfangsbedingung u”(¢y) = u; geniigt.

Beweis. Reduktion auf System y'(r) = F(t, y(t)). Zeige, dass F Lipschitz-stetig ist. O

Beispiele:

e f(t,x) = x* (d = 1) ist lokal Lipschitz-stetig
e Eindeutige Losung auf beschrinktem Intervall
e solange die Losung existiert ist sie eindeutig

Korollar 2.11 Globale Existenz bei ,,linear beschriankter* Nichtlinearitit
f(t, x) sei stetig auf D = R' x R? und geniige der Wachstumsbedingung

If@ 0l < a@lixll + B (,x) €D

mit stetigem a(¢), B(¢) > 0. Dann besitzt die AWA eine ,,globale* Losung. Erfiillt f eine Lipschitzbe-
dingung, ist die Losung eindeutig.
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Beweis. u(t) sei Losung nach Peano auf I = [y, ty + I] zum Startpunkt (#y, u).
t t
lu(D)l| = ||uo + ff(s, u(s)) ds|| < |luoll + f{oz(S)Ilu(S)ll +B(s)} ds
~——
=w(1) 1o to

Gronwall:
t

IIM(t)||<eXp[fa(S)ds |Iuo||+f,3(S)dS , el

0]

d.h.
lu@®ll < G(T, . B)

also endlich (kein blow-up).
Fortsetzungssatz: Losung kann fortgesetzt werden bis zum Rand von D, also auf ganz R' x R, also
existiert u fiir alle ¢t > 1. O

Eindeutigkeit folgt aus Korollar 2.9.
Falls f global Lipschitz-stetig, existiert die Losung der AWA global.

@0l = 11f %) = f(2,0) + f& Ol < [If(, %) = £, O)l| + || Ol < Lilx[[ + [l £z, O)]

Korollar 2.12 Lineare AWA
Gegeben sind die stetigen
Matrixfunktion: A: [fo, o0) — R

Vektorfunktion: b: [f, c0) — R?
Dann hat die lineare AWA:

u' (1) = A@Ou(r) + b(¢) t>1t u(ty) = uo
eine eindeutige globale Losung auf I = [#, oo].
Beweis .

1/, x) = f(t, XDl = IA@)x + b(@) = A@D)x" = bl = JAD)(x = DI < JAD)] [lx — x|
~——

L

2.4 Globale Stabilitat

e bisherige Abschitzung im Stabilitdtssatz sehr pessimistisch
e fiir T — oo wichst Abstand bei Storung (schnell) iiber alle Grenzen (lokale Stabilitét)

Definition 2.13 Monotone AWA
Die Funktion f(¢, x) geniigt einer ,,Monotoniebedingung* wenn mit

A(t) >0und A = itrellf A >0
gilt:
—(f(t,x) = f(t.y), x = y) 2 AD)|lx -yl (t,x),(t,y) € D

Verallgemeinerung von ,,monoton fallend"fiir vektorwertige f:
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1) f seiskalar,alsod =1

~(f) = ), x = y) = ~(f(x) = fFON(x = y) = Ax — y)?

x —
o S0
A=Yy
=D f(x) —
D@0 _
X=Yy
~——————
Steigung

bzw. f’ < 0 fiir f differenzierbar.

2) Beispiel fiir d > 1 lineares f(t, x) = A(t)x + b(¢)

(A(M)x + b(1) = A()y — b(1), x = y) = [—A(l) (x—y),(x- y)} > A |lx = yIP ¥ xy

Z z 72

d.h. f erfiillt in diesem Fall die Monotoniebedingung genau dann wenn —A(t) positiv definit
bzw. wenn A(f) negativ definit.

Definition 2.14 Exponentielle Stabilitét
Eine globale Losung u(r) einer AWA heilt ,,exponentiell stabil®, wenn es 6, @, A > 0 gibt, so dass gilt:
Zu jedem Zeitpunkt ¢, > t, und jedem w, € R? mit ||w,|| < § hat die gestorte AWA

Vi) = fev@®) txtxty vt = ut) +w.
ebenfalls eine globale Losung v(¢) fiir die gilt

Iv(®) = u@ll < Ae™ .l 121,

Bemerkungen:

o gestorte Losung lduft exponentiell auf die ungestorte Losung zuriick
e Anwendung: Untersuchung von Fixpunkten autonomer Systeme f , d.h. f(¢, x) = f(x). Sei
u¢ € RY so gewihlt, dass f(u¢) = 0 so gilt fiir

w) = fu@) txte  ulty) =u’

u(t) = u fiir t > ty. u® heiit ,,Fixpunkt®.
e Es gibt weitere Stabilititsdefinitionen, die schwécher sind. Lyapunov-Stabilitit: Zu jedem
U gibtes V C U. Fiir jeden Startwert in V bleibt die Losung innerhalb von U.

Satz 2.15  Globaler Stabilitdtssatz
Alle Losungen einer L-stetigen und monotonen AWA sind global und exponentiell stabil mit

0 beliebig a=A1 A=1

Im Fall
sup || f(2,0)[] < o0

>1

sind alle Losungen gleichméBig (d.h. unabhédngig von ¢) beschrinkt.


http://de.wikipedia.org/wiki/Alexander_Michailowitsch_Ljapunow

Olaf Ippisch: Numerik 1 (26.10.2011) 19 2.4 Globale Stabilitt

Beweis .

(1) Existenz globaler und eindeutiger Losung ist Folge der Lipschitz-Bedingung

(i) Exponentielle Stabilitit

ungestortes Problem: u/(f) = f(t,u(®)) t> 1 u(to) = uo
gestortes Problem: v/ () = f(t,v(1)) t>t >t v(t,) = u(t,) + w,
Setze

w(t) = v(t) — u(?)), also w'(t) = V'(t) — u'(¢¥)

also
w'(t) = (f(t,v(t)) — f(t,u(t)) = 0 | multipliziere Skalar mit w(r)

W' (1), w(0)) =(f (£, v(t) — f(t, u(®)), w(®)) = 0
~—
Nebenrechnung: (1?) = (W'u + uu’) = 2u'u

o 0= %%Ilw(t)ll2 _ (f(l, @)) - f(t, (), v(t) - u(t)) _0

Monotoniebedingung:
1d
Ed_tllw(t)llz + Aw@IF <0

multipliziere beide Seiten mit 2¢>4~")

d
eZl(t—t*)&llw(t)HZ + 2/162/10—&) < 0

d 2A(t—t.) 2
@a[e t—t ||w(t)||]§0

Integral tiber (¢, t]
S TINwOIP = IwE)lF <0

Wurzelziehen:
W@l < e jw, |

(iii) Beschrinktheit: Rannacher (Beweis zu Satz 1.7 (ii))

Korollar 2.16

A(D): [ty, 00) = R
sei gleichmiiBig negativ definit und b(¢): [ty, c0) — RR¢ sei beschrinkt dann hat die lineare AWA
u'(t) = A(Du(t) + b(t) t>1t u(ty) = uo

eine eindeutige globale Losung
u: [lo, OO) - Rd

die beschrinkt und exponentiell stabil ist.
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Beweis .

(i) Lipschitzbedingung — eindeutige, globale Lsg.
(i1) A(r) gleichmadssig negativ definit — AWA ist monoton (siehe oben)
(iii)
sup |If(2,0)ll = sup [Ib@)I <

t€[tg,00) t€[1p,00) nach Vor

somit ist die Losung nach Satz 2.15 beschrénkt.

3 Einschrittverfahren
Wir betrachten die AWA

W)= ft,u@®)  teltoto+TI=1  ulto) =uo
Die Funktion f sei stetig und erfiille eine L-Bedingung.

= globale, eindeutige Losung
Zeitgitter: Unterteile I = [ty, 1y + T] in

h<h<...<ty=ty+T T < o0 NelN

und setze:
L, = [t,—1, 1] h, =t,—t, h ;= max h,

1<n<N

,nicht-dquidistantes Gitter*

3.1 Das explizite Euler-Verfahren
liefert fiir jedes N € IN die endliche Folge:
h_ h h
yn_yn—1+hnf(tn—1’yn—l) 1SI’ZSN

und
Yo =yo (yo nicht unbedingt uy, z.B. rd(u))

Setze .
Vo= (O L oRT) e RM

und definiere den ,,Differenzenoperator*
Ly RYx RO > RM (L0 y0), = b (h = vie) = frdi)  1<n<N

y" ist Losung der Gleichung:
Ly(y",yg) = 0.

(3.1
(3.2)

(3.3)
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Y= (070D, %) e RM
Damit schreibt sich 3.3 formal als:

Finde y" € RV so dass Lh(yh,yg) =0
Sei u(t) die Losung der AWA (3.1), dann setze

h.
u, = u(t,)

und T
ut = ((u’f)T, . (us)T)

Lokaler Diskretisierungsfehler
Die folgende GroBe
Tz = (Lh(uh, uo))n = h;l (MZ - uz_l) — f(t,-1, uz_l)
heiB3t ,,Abschneidefehler* oder ,lokaler Diskretisierungsfehler®.
Fiir den Abschneidefehler gilt:

In

h_ p-l,h  h J 4
Ty = hn (un - un—l) - f(ln—la I/l,;_l = hn fu,(t) dr — Lt,(tn_l)
th-1
In

— h;l [tu’(t)]i:il— f tu”(t)dey — u'(t,—1)
part.Integr. foo

In

= hy_;l tatd () =ty (1) — ftu"(t) dry —

In-1

(tn - tn—l) u’(tn—l)

n n—1
hy!

In

= h;1 tnu/(tn) _M_ (tn _Mu,(tn—l) - fl‘lzi”(l) dr

th-1

In

=t (1) — U (t,-1)] - f '’ (1) dt
N e’

In-1

[I‘l trl

In
= ', f u’(f) dr — f () dty = b’ f (t, — ' (7) dt
In-1

-1 In-1

In

ty
1 = ! f (b, — () de] < B! f (b — Dl (D] d
-1

In-1

th
1
< I max |Ju” (1)|| ftn — tdt = =h, max [[u” (1) (35)
tel, 2 7 e,
tL/_/

_172
_fh"
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e Diskretisierung ,.erster Ordnung*
e crfordert hohere ,,Regularitit” der Losung

Globaler Diskretisierungsfehler
e = y" — u heiBt globaler Fehler

dazugefiigt

h h h h h h h h h h
€, =y, - I/t; = Y1 + hnf(tn—l’y,:_l) - (l/tn L hnf(tn—l’ u;_l)) —Uu, 1 - hnf(tn—l’ un_l)

h )
Vn haTy

=y =l (f(ter, V) = [ty tl ) = BT

n—1

Norm nehmen, Lipschitzbedingung, Dreiecksungleichung:
llexll < llex_ Il + huLliey_, || + hyllTh]

Abspulen der Rekursion:

n—1 n

h h h
lefll < llegll +L )" Avaaliehll+ " izl
v=0

=yo—uo v=l

Lemma 3.1 Diskretes Gronwall-Lemma
Seien (W,,)n>0, (@n)n=0 und (b,),>0 Folgen nicht negativer Zahlen fiir die gilt

n—1
wosboundwnSZava+bn n>1
v=0

Ist die Folge (b,),s0 nicht fallend, dann gilt:

n—1
wnSexp( av)bn n>1
v=0
Beweis .
Definiere
n—1
Sn: avw,,+b,, S():b()
v=0
dy=8,—w, dy = by — wo

Zeige per Induktion

1) So :bo = €0b0

(3.6)
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2y n—-1—->n

n—1 n-2
Sn - Sn—l = § a,wy + bn - Z aw, — bn—l =dap-1Wp-1 + bn - bn—l
v=0 v=0

also

Sn = Sn—] + ay—1 Wy +bn - bn—] < (1 + an—])Sn—l + bn - bn—l
~——

SSV[*]
n-2
=1+ an—l)exp ay b1 + b, — by
————
v=0 >0,(b,) nichtfallend
>1,daa,>0
n-2
<(I+ay,1)exp a, | (bt + by, — b))
exp(dp-1) v=0
n—1
< exp (Z av) b,
v=0

damit weiter fiir den globalen Fehler:

n—1 n
h h h h
lefll < > Lhyr el + D" izl + liefl
v=0 y=1

ay Wy
by
n—1 n
Lemma 3.1 h h
< exp| > Lhyar |{llebl+ Y hy izl
——
v=0 v=1 h
. . ~—— <5 maxe [[u” (1)

=L(ty—t9)=LT <T

T
max [l < e/ {lel] + - max ")
1<n<N 2 tel
e Globale Konvergenzordnung = lokale Konvergenzordnung
e ¢! ist sehr pessimistisch in der Regel
Kurzer Ausflug: impliziter Euler

e =y —ul =y b f Y - = U = B f (e, u)) ! — R (U

impliziter Euler hinzugefiigt

i
hyTh

=y =+ (e Y) = f ) = BT
eIl < NIl + Ll + hy|I"]

n n
h h h
< > mLllell +llehl + > il
v=1 v=1
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Man erhilt also eine implizite Summengleichung:

W,ISZaVWV+bn n>1
wo < by n=0
Sei a, < 1, dann gilt

n—1

w, < a,w, + Z a,w, + b,

v=0
n—1
(L=a)w, < > —— (1= a,w, +b,
— 1 —da, w—/
W v=0 —— Wy

ay

jetzt diskretes Gronwall-Lemma anwendbar:

v=0
n—1 a
<:>(1—an)w,,<exp[ ! ]bn
1-a,
y=0
< 1 a,
n < ex
v 1-a, P 1-a,
Sexp(l‘f'jln
n av )
w, < exp [VZ:(; - av) b, | wobei m

zuriick zum impliziten Euler: Bedingung a, < 1 bedeutet Konvergenz falls 4, L < 1 klein genug.

3.2 Taylor und Runge-Kutta Verfahren

Ziel: Konstruktion von Einschritt-Verfahren hoherer Ordnung
Idee:

(a) Taylorentwicklung um ¢ — A:

R r R+

un =) %u(”(t —h)+ (Rh o O feli-ha
r=0 " °

(b) Differenzieren der DGL.:

u(1) = f(t u(®) =t f(t, u(t))

d r—1
R-stufiges “Taylor-Verfahren” (Setze b) in a) ein)

R+1

M(f)—u(t—h)+z _f’ It - hu(t—h))+(Rh S
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Weglassen des Restgliedes ergibt das Taylorverfahren der Stufe R

R
ot
yﬁW%+%Z;FfWMWL) (3.8)

=F(hpty-1 »yf;_l ,yﬁ)

Ein Verfahren der Form

y}]:ll :yll:l;—l +hi’lF(hn’ tn—l’)’Z_l,yZ) (39)
hei3t allgemeines Einschrittverfahren.

Beachte: Auch “implizite” Verfahren sind moglich.
Wie wiirde man das praktisch machen?
Ableitungen von f ausrechnen

d
[t u() = 5f (1, u(®) = fi(t, u(®)) + fu(t,u(®)) - f(t,u(0)) = (f; + £ ), u())
——

u' (1)

d
fAu(®) = el Wt u(®) = [fu + fuf + (fu + F)f + [+ D] @ u(®)

=theoretisch moglich, aber unpraktisch, besonders im vektorwertigen Fall (d > 1) oder by hoherer
Ordnung (kombinatorische Explosion)

Definition 3.2 Konsistenz
Die Einschrittmethode

yﬁ = yZ_l + h,F(h,, fn—1,yﬁ_1,yﬁ)

hei3t “konsistent” (mit der AWA) bzw. “konsistent mit Konsistenzordnung m”, wenn fiir den Abschnei-
defehler

= (L), = W k=l = Pl tyg i)y ul) (3.10)
gilt
max [|7f] - 0  bzw. max ||| = O(h™)  (h— 0)
tnel el

Nach Konstruktion gilt fiir das R-stufige Taylorverfahren gerade die Konsistenzordnung m=R

R W

= I )~ a0 = 3 a0

r=1

-1 < h:z §+1 (R+1) h:z_l r—1
= Iy Yl ) )+ V) by }]. 1 U(l-1)

u(ty)

é: € [tn—h tn]

_ R”(RH)(f)
"(R+1)!
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Runge-Kutta Verfahren

Idee: Ersetze Ableitungen (von f) durch numerische Approximation (Differenzenquotienten).
Beispiel: R =2

FOE = hoult — b)) = — (f(t,u(t)) — £t — hu(t — h))) + O(h)

( (t,u(t = ) + hf(t = hyu(t = B)) + O)) — f(t — hy u(t h))) +O(h)
= — (F(tult = B+ hf(t = hyu(t = b)) + OU) = f(t = b u(t = b)) + Oh)

»—‘E‘M—*E‘I»—‘FI’—‘

[f(t u(t —h) + hf(t — hyu(t — h))) — f(t — h,u(t — h))] + O(h)

und damit fiir das 2-stufige Taylor-Verfahren:

u(t) = u(t—h) + hf(t — h,u(t - h))
2
1
+ %;l [f(t,u(t = h) + hf(t = hyu(t = 1)) = f(2 = b, u(t = h)] + O(h)
somit erhdlt man das folgende Verfahren mit Konsistenzordnung 2:
:Z/Q
h_ h h h h h
Yn = yn_l + 5 f(tn—layn_l) +§ f(tn’yn_l + hf(tn—layn_l))
———— ————
=:ky =ky

Man nennt dies das Verfahren von Heun.
Das Beispiel motiviert den allgemeinen Ansatz fiir Runge-Kutta Verfahren:

Yo=Y+ ha(biky + ...+ byk,) mit

ki :f(tn—l’yz 1)
i-1

k_f(tnl+cz nayn]+hn ale]) i:2,...,s
j=1

mit freien Parametern s € IN (Stufenanzahl), b;, c;, a;;.

Hinweis: die Bezeichnungen sind hier anders als im Rannacher, da sich Rannacher nicht an die
Standardnotation hélt, die man auch in sonstiger Literatur findet.

Darstellung im sogenannten ,,Butcher-Tableau*:

0:C1 0
c|ay O
2 21 cla
— bt
Cs as,s—l 0
by ... by by

A strikte unter Dreiecksmatrix — explizit
A untere Dreiecksmatrix — diagonal implizit
A voll — voll implizit
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s=1

ki = f(ln—l,yz_1)
ho_ ok ok h
Y = Yoy T hubiky =y, |+ hyby f(t-1,y,_))
Taylor: u(t,) = u(ty—1) + hpf (ta-i, ut,—1)) + O(h?)
= bl =1

Es existiert nur ein Verfahren mit Konsistenzordnung 1 (Expliziter Euler)!

s = 2 (skalar)

kZ = f(tn—l + C2hn, y;h1—1 + hnaZIkl)
= fltae1, V') + haCofitao1, Vi) + haaar kife (tim1y'_)) + O(h2)
N——
=ffx
Einsetzen: (Argument ist immer (Z,_1, y,—1)):
YE= 3+ h(biky + boky)
=y + hy(bif + bof + bohcof, + byhyan ff.) + O
=y + BBy + b)) f + H2(baca) f; + B2bran f f + O(R)

vergleiche mit
1 1
u(ty) = u(ty_y) + hof + hﬁift + hﬁiffx +O(I)

1 1
=>b+b =1 b2c2:§ b2a21:§

also drei Bedingungen fiir die vier Koeffizienten c;, asy, by, b,
Also ein nicht-lineares unterbestimmtes GLS, in der Regel schwer zu 16sen.

Mogliche Losungen:

0
Heun 1

oI— O

Modifizierter Euler

R == O
Ri— O
Opi— O

Heun:

ky

h, \ h,
Yo=Y 2 e, Y = fty Yuot + iy f(ter, V)
2 N—— — 2 N— —
kl kl

Modifizierter Euler:

h, h,
yﬁ = yZ_l + hnf(tn—l + 5’);2_1 + ?f(tn—layn—l))
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s=3

8 Parameter, 6 Gleichungen:

Heun 3. Ordnung:

Runge-Kutta 3. Ordnung:

2
7
6

N

s=4
13 Parameter, 11 Gleichungen
Runge-Kutta 4. Ordnung:

ol O OwI—
Y D=
[« Y1\ I

N

Bemerkung 3.3

Taylormethode auch auf Systeme iibertragbar
RK-Ansatz bedingt auf Systeme iibertragbar
Man stellt fest [R]

— m <4 — Ordnung iibertrigt sich auf Systeme
— m >4 — Ordnung in der Regel reduziert

maximal erreichbare Ordnung fiir explizite, s-stufige RK-Verfahren (skalar):

s|1 23 4|56 78
m|l 2 3 4[4 56 6
Daher ist RK-4 besonders beliebt
Konstruktion der Verfahren

— Butcher-Bdume (systematische Darstellung der Ableitungen)
— Computer-Algebra-Systeme

Implizite Verfahren (zwei Beispiele)
— Trapezregel: y! =y, + 3, {f(tucr. ) + £t YD)
— Mittelpunktsregel: Y = y"_ +h,f(t,+%, 1(y,-1 +y")) (eigentlich kein RK-Schema)

2°2
beide m = 2.



Olaf Ippisch: Numerik 1 (04.11.2011) 29 3.3 Konvergenz allgemeiner Einschrittver . ..

3.3 Konvergenz allgemeiner Einschrittverfahren
ginge im Prinzip genauso wie beim expliziten/impliziten Eulerverfahren. Hier anderer Weg

Satz 3.4
Sei

Vo= Vi A W F (st Yoy n2 00 Y=y

ein Einschrittverfahren zur Losung der AWA:
u'(@®) = f(tu@®) >0 ulto) =u
f(t, x) erfiille die Lipschitzbedingung mit Konstante L, das Verfahren sei konsistent mit Ordnung m:
Il <C-n"  (h—0)
Im impliziten Fall gelte fiir F die Lipschitzbedingung
IF(h,t,x,%) = F(h,t,y, DIl < L(Ix = yll + 1% = 5II)

sowie die Schrittweitenbedingung

| =

Dann gilt fiir den globalen Fehler
C
b < LT { B a m}
125?/(\1”8"” < e {lluo — yoll + % n

mit @ = 1 fiir explizite und a = 2 fiir implizite Verfahren.

Beweis .
Nach [Bernd Simeon, Vorlesungsskript, TU Miinchen]:

(i) Fiir 0 < n < N sei u,(r) die Losung der AWA (nicht zu verwechseln mit /)
w () = fu, D) 12t ut) =y,
fiir den Fehler " = u(z,) — y" gilt:

el =u(t,) -y

= u(tn) - uO(tn) + uO(tn) - ul(tn) + ul(tn) - u2(tn) +...+ un—2(tn) - un—l(tn) + un—l(tn) - )’Z

n-2
= 1(ty) = uo(ta) + > (Uilta) = i1 () + U1 (82) = Y,
i=0

Normbilden, Dreiecksungleichung

n-2
h h
el < llueCta) = ot + D NtiCt) = i () + Nttt (1) = /I
i=0
n—-2
L n— L n—li+ h )
< 0 Oug = yoll + ) e D) = ¥l + a1 (1) = Y

Stabilititssatz -
i=0

(Graph zur Visualisierung des Fehlers)
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(ii)
hi+1{ui(fi+1) — u;(t;) } = F(hisr, ti, ui(t) , ui(tizg)) = T,h+1
—— ——
A A
S ui(tiv1) — )’?+1 +)’¢{+ hi1 F(his, ti,yf",yf-ll) —)’f{— hi1 F(higy, ti, ui(t;), ui(tivg)) = hi+17{'l+1
y$1+1
S ui(ti1) — Y?H = hi+1T,}-l+1 + Ryt (F(hi+1, ti,yf’, ui(tiy1)) — F(hiyq, ti,yf’,yf-’+1))
und damit

0 explizit
lui(tisr) = Vil < hillTl Il + . T
a a iw1 Lllui(tivr) — y2,,|I - implizit

Im impliziten Fall gilt mit hin L <

1
2

h:
h i+1 h J
li(tis1) = yigll £ ———= T Il < 2l |l

1 = hi L
o 1 explizit
(iii) weiteri): und a = ) P o
2 implizit
n—-2
h L(t,— L(t,—ti+ h h
bl < e g = yoll + ) (e Vahy ||l 1) + byl
i=0
n—1

L(ty— L(tn—=ti h
= L)y — ol + G,Ze (t tl+l)hi+1||Ti+1||
i=0

n—1
< eL(tn—to)”uO —yoll +a-C-h"- Z hl_+leL(ln_ti+l)
Konsistenz ||‘z'fl+1 |<Ch™ par

—————
nicht vorhande Zeichnung

In
e Nug — yoll + - C - " - f e dt

o

1
= " lug = yoll + ar - (W2 (07 = 1)

IA

_ a-C
= e {ay = yoll + = "}

Maximum bilden — fertig

Bemerkungen

¢ Bei Einschrittverfahren folgt aus Konsistenz sofort Konvergenz allgemeiner Einschrittver-
fahren

e Ordnung bleibt erhalten

e Im expliziten Fall geniigt Stabilitit der AWA
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Bemerkung zum impliziten Fall

hL < = notwendig?

1
2
uitiy1) — yz}'l+1 = hi+lT,}'l+1 + hiyy (F(hi+1, ti’y?’ ui(tiy1)) — F(his, ti’y,}'l,y?+1)) (%)
e Losbarkeit im impliziten Verfahren
Yo = Yooy BaF (s taots Y10 Y0) = 8a(Y)

Losung der nichtlinearen Gleichung mit Fixpunktiteration

lgn(x) = Il = 11 F (..., x) = hu F (..., ¥l
< hy,Lilx — yll

d.h. wenn h,L < 1 = g, ist Kontraktion = Konvergenz der Fixpunktiteration
e spezielle Wahl

— impliziter Euler
— f(t,x) = Ax + b mit A negativ definit

Einsetzen in (x):

h /i h
ui(tiv1) = Visy = hin1 Ty + hip1 [Aui(ti) + b= Ay}, — b
—_— —
impliziter Euler
h h
= hi+lT,'+1 + hi A(ui(tiv) — yi+1)
h -1 h
i\bi+l) = Vi1l = - Mi+] i+
llet:(2i1) = yisi Il < || = Bt A) 7 || B llTi I

A negativ definit = alle EW von I — hA groBer 1 = alle EW von (I — hA)™! kleiner 1 =
(I — hiz1A)7Y| < 1 (Spektralnorm).
= Schrittweitenbedingung ist hinreichend, aber evtl. nicht notwendig

3.4 Schrittweitensteuerung

Bisher: A, fest (dquidistant), nun 4, variabel
Ziel:

1) Erreiche vorgegebene Genauigkeit max;,<y |[u(z,) — y"|| < & wobei man sich das & selbst
vorgibt

2) mit moglichst wenig Rechenaufwand
Ideen:

e A priori Fehlerabschitzung
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— Stabilititsfaktor /7 (moglicherweise sehr pessimistisch, was ein sehr kleines &
und damit viel Rechenaufwand zur Folge hitte)

— hohere Ableitung u*V (&)
~» hohere Ableitung von f

= dieser Weg funktioniert nicht bzw. ist zu aufwendig
e Praxis: Steuerung iiber ,,lokalen Fehler*

N
h Lr h

max ||e]]| < e E hy Il

tnel = S~

|l7"|| wird ,,a posteriori* aus der numerischen Losung geschitzt.

Zuriick zum lokalen Fehler (explizite Verfahren):

Byt = u(t,) — u(ty1) — hF (B 1, u(t, 1))

m

n—1» u(tn—l)) + c(tn—l)hzﬁ—l + O(hnm+2)]

m_pi-1
_M_ hn|: Z h’.l_f(i_l) n—1» u(tn—l)) + Z)(tn—l)hnm + O(h%_'—l) ]

Zusitzlich bei RK
Verfahren der Ordnung m

Taylor-Verfahren m Stufen
m+1 m+2
= Cty_)) ™' + O(H™?)
——

Funktion ist unabhingig von i
Also:
h
u(t,) = u(ty—1) + h,F(hy, t,_y, u(t,—1)) + hnTn
h h h
Yn = Yn-1 + hnF(hna tn—layn_l)

h
n—1°

i(t,) =y = h,t" = C(t,.DR™" + O(W™?)

Sei ii(t) die Losung zum Startwert #i(t,_1) = y"_,, so gilt nach einem Schritt:

Fehlerabschatzung mit Verfahren unterschiedlicher Ordnung

y" werde erzeugt mit Verfahren der Ordnung m
$" werde erzeugt mit Verfahren der Ordnung m + 1
Dann gilt nach einem Schritt mit Startwert "

= yi = i(ty) = CtuH)™ + O™ = (k) — Ct,-)h) ' + OH)™))
= Clti- Dl + O(h)*?) = C(ty-)H)!
Fiir die ,,optimale* Schrittweite sollte gelten:

llii(t,) — y'Il = |IC(t,- )K" = TOL (=vorgegebene Toleranz)

opt
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3.4 Schrittweitensteuerung

Fiir C(¢,-,) gilt:

197 ynll
Il = =
und damit
TOL "ll’l
"\l =yl
Algorithmus:

Eingabe: y,_;, Vorschlag fiir 4,

Ausgabe: y,, so dass geschitzter Fehler < TOL, Vorschlag fiir 4,4,

1) Berechne mit &, die Ndherungen y”, 5)2‘ (Konsistenzordnung m, m + 1)

2) Berechne

1
- TOL \m* 1
hopt =h, - (Q,\h—h)
15 = vl
0 < o0 < 1 (Sicherheitsfaktor)

hope = min(Bh,, max(ah,, hop))

.. 1
a<l<p Schranken fiir Anderung in einem Schritt, z.B. @ = 1 p=4

3) Falls [|9! — y|| < TOL. Setze hye1 = hopts Y

= . Sonst &, = hoy und gehe nach 1)

Frage: welche Verfahren sind zu wihlen, um den lokalen Fehler bzw. die Schrittweite moglichst

effektiv zu bestimmen?

Eingebettete Runge-Kutta Verfahren

ClA

Runge-Kutta-Fehlberg Methode 4(5)
s=6 m=4 m+1=5

s—1
b— yﬁ = yZ—l + ]’ln Zl bjkj
J:

B - j}ﬁ :yZ—l +l’ln Zl Bjkj
J=

Ordnung m

Ordnung m + 1

0
1 1
4 4
32 9
8 72 32
L _po 7%
13 2197 2197 2197
1| & g om0 _sis
216 513 4104
L -2 h M 1859 _ 1l
2 24 2565 4104 4
= 0 HEm® 7T _I
216 2565 4104 5
‘ 16 O 6656 28561 _9 2
135 12825 56430 50 55
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Beispiel 2-Korper-Problem

Heun 2  leo-enl/ieg] #f Ausw.

(4quidistant)
5.7-107! 51200
231073 409600
G=1 my =1 my = 0.01 RK4 2.7-107° 102400
x| = (_1,0)T vy = 0 2.7 - 10_6 409600
; RKF45 44-107 3282
=000 =015 2810 16542

Einbeziehung des globalen Fehlers
Ziel:
1) Fehlerkontrolle: max, ¢/ |le"|| < TOL
2) Effizienz: Wihle h, so dass 1) mit moglichst geringem Aufwand erreicht wird

Ausgangspunkt:

N

h LT h

max |le]|| < e E hallT,ll
t,el

n=1
Oben wurde auch gezeigt:
T = 7"(t,) ) + OCH™)
——

hieB oben C(r)—Taylormethode: 7 ()= gy 4 (t-1)

Stabilititsfaktor K := e sehr pessimistisch. Im folgenden sei K als fest und bekannt vorausgesetzt.

Strategie 1
Idee: Verteile Fehler gleichméBig auf das Intervall [#, t) + T] Wihle

. ~( TOL )1/'"
" O\KTIlem (@)l

N N
h hy - my|..m
r{ﬂlg}illenll <K E hllT,ll = K E Iy 177 ()

n=1 n=1
N N
TOL TOL
~ hn— m n = — h}’l = TOL
K; Tl == — )

N N m
_ KT (@)l
_ I _
N—Ehnhn—ghn( TOL )

m N Taylor- m
~(tor) 2 mirat M (o) [y a
TOL (m + 1)!
1

n=1
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Strategie 2
Verteile Fehler gleichmifBig auf die Schritte 1... N. Wihle

N( TOL )‘/“”*”
" KNl

N ist a priori nicht bekannt und muss iterativ bestimmt werden.

N N
h m . m+1y.m —
r;nlg;cnennSK;hnur(mn—K;hn "l = KZ K KNI T =ToL

N

&

N 1
KNI @)\ _ (KN \# n
nZh,,( LI ) (TOL) ;hnnr'"(tnm

T N L
(m+1) L ~ (m+1) o
(TOL(m+1),) ;hnnu (tn)l (TOL( +1),) f Il D@l dr

(m+l) m+]
= (TOL(m+1)‘) [f” - dt]

Vergleich der Strategien

e Beide liefern N ~ TOL ™"
e Strategie 2 aufwindiger
e Betrachte m = 1 (expliziter Euler)

Strategie 1: N =

KT .
2.I.Ol_fllu Il dr
1

fllu”(t)lll/2 dt]
1
Wende Cauchy-Schwarz an:

fllu"(t)llé S1de < [fu”(t)lldt]
1 1
2
= [ f Il ()7 dr| < f llu” (Ol dt - T
1 1

= N, < N,

K
Strategie 2: N =
rategie >TOL

()

Strategie 2 effizienter, falls

2
(fllu"(t)llédt] <<f||u"(t)||dt-T,
1

z.B. bei Singularitit.
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Richardson-Extrapolation zur Schatzung von 7"(z,)

Idee: (Graph und so)

e Berechne y mit einem Schritt eines Verfahrens (der Konsistenzordnung m) der Linge H

e Berechne y,/” mit zwei Schritten desselben Verfahrens der Linge %
e Schitze Fehler aus y? -y,

u(tn) = u(tn—l) + hnF(hn» tn—l» u(tn—l)) + hnTZ
yZ = y2_1 + hnF(hn, tn—layz_l)
fiir Schrittweite H folgt:

ynH - u(tn) =é€p1 + H - (F(H’ L1, Yn-1 ) - F(H’ L1, u(tn—l)) - HTZI
~—

=u(tn-1)+Yn-1—u(tn-1)
—_——

en-1 + H - (F(H, trersu(t,20)) + €1 F(H, 1,1, &) — F(H. trerru(t,2))) — Ht)!

(1 + O(H))e,_, — HT"(t,) + O(H™*?)

Schrittweite g

= (1 + O(H))e, 1 - H)m1 (1= %) + 0™

1
2
€ = Yn — u(t,) :en 1 2 (F(2 n_,,yn ;) F(E,tn_é,u(tn_l +—)))—§Tn

H

m+1
= (1+OH)e, , - (;I) (1,) + O(H™?)

H m+1
= (1 + O(H))en: — (2) (1) + O(H"™?)

Differenz bilden

N\m

yng _ynH =yp —ulty) - yn u(t,)) = eng - enH
—— e e
m+1
= O(H)en—l - (2 (g) _ Hm+l)Tm(tn) + O(Hm+2)

Iy — vl

Hm (1 = 2om) + lle,1|OCH™) + O(H)

7" (@Il =

H sei so klein, dass erster Summand den Dritten dominiert

Fehlers) dann ist
zmyH/2 _ yH
= Tom Ty
eine Niherung mit Fehler O(H™*")

e sogenannte , Extrapolationsverfahren®, die dieses Prinzip weiter nutzen

eine Moglichkeit: Nehme an, dass |le,—|| = O (7™ ist lokaler Fehler nach einem Schritt)
Alternativ: Jy? — u(z,) = a™(t,)H™ + O(H™") (Asymptotische Entwicklung des globalen
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Adaptiver Algorithmus

Eingabe: y,_;, letzte Schrittweite h,_,t,_;
Ausgabe: y,, berechnet mit ,,optimalen* h,, t,,

D) hy = hy

2) H = 2h,, berechne y” und y,”* (3 Schritte insgesamt)

3 a<l<p
Hf L
I 0-TOL)" i
W= oo o=\ g | fo = minGBh, max(@hy, fp)

4) Falls h, < hqy (akzeptiere Schritt)

4 H
_ Q" =y,)

t,=t,1+ H Yn o 1

h, = hopt

sonst:

hy = hop und gehe nach 2)

Vorteil: Sofort auf alle Verfahren anwendbar (auch implizite)

Nachteil: 50% mehr Aufwand im Vergleich zu ohne Fehlerabschitzung. Dafiir aber eine Ordnung
besser.

Vergleich mit RK45: 12 f-Auswertungen bei Ordnung 5

Extrapolation + RK4: 12 f-Auswertungen bei Ordnung 5

Anwendung auf 2-Korper-Problem:

leo—enlfjey|  f-Auswertungen

RK4 2.7-107° 409600
RK45 2.8-107° 16542
RK4-Extrapolation 2.7 -107° 47316

4 Numerik steifer Differentialgleichungen

4.1 Motivation
Beispiel 4.1 Van der Pol Oszillator

w,\ | T _ 1)
(ué)_[é(ul—%wz)) =0 “©) (2

RK45 kann keine groen Schrittweiten wihlen, auch wenn 7OL sehr grofl gewihlt wird, obwohl
Losung sehr glatt fiir 7 € [1, 1.7].
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4.1

Motivation

Beispiel 4.2 Modellproblem

u = Au R>34<0

A=-10 A=-100

h=01-1,00,:-- h=0.01—-1,0,0,---
expliziter Euler 2=02-1,-1,1,-1,--- h=002->1,-1,1,-1,---

h > 0.2 — Divergenz h > 0.02 - Divergenz
impliziter Euler ,,stabil* fiir alle 4 > 0 ebenfalls

Analyse von EE/IE fiir das simple Modellproblem.

Expliziter Euler:

yh = yZ—l + h/l)’Z—1 =(+ h/l)YZ—l
also

o= (1 +hd)ug
also

Mil= [1+hA"  uol

——
beschrinkt |1+A4|<1

fiir A < 0 gilt demnach

—1<1+ha< 1 trivial

2
S|-—2>h
A

wegen

lf@, 0l = fE )l =1Ax -yl = |4 |x—yl
——
=L
d.h. unsere Bedingung konnen wir schreiben als

Dies ist eine notwendige Bedingung fiir die Beschrinktheit des EE-Verfahrens!
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Impliziter Euler

) 1
= e (l-hy, =y, &y = m)’ﬁ-1

yZ - yZ—l
h
also

h _ 1 ”u
In=\T=m) "o

d.h. Losung beschrinkt, falls

'1 h/l‘ <1 & |l —h4|istfiir alle 2~ > O und A < O erfiillt

Beispiel 4.3 Simeon
W) =Au@® - ¢ )+¢' @)  teltoto+T]  ulto) = uo
N——

gegebene stetige Funktion

hat die Losung
u(t) = (ug — 9(1))e*"™ + (1)
(Graph zum Beispiel)

Wann ist eine AWA ,,steif“? 3 verschiedene Definitionen:

1) Wenn explizite Verfahren kleine Zeitschritte einsetzen miissen, obwohl sich die Losung kaum
dndert, (ausgewihlte) implizite Verfahren jedoch grof3e Schritte einsetzen konnen

2) (auch im Rannacher) Ein lineares System u’ = Au mit Re(4;) < O fiir alle EW A; heif3t steif,

wenn
max; | Re(4;)| o1
min; | Re(4;)|
(im nichtlinearen Fall nehme f,(¢, u(?)))
3) Differentialgleichungen der Form
u' = f(t,u,z) mit € € R. € < 1 heillen singulir gestort
g = f(t,u,z) und fiihren fiir £ — 0 auf steife AWAn
4.2 (Skalare, lineare) Modellprobleme
u'(t) = Au(r) t>0 u(0) = uy 1eC Re(1) <0 4.1

dient nun als Modellproblem zur Bewertung unserer Verfahren.

Definition 4.4  absolute Stabilitit
Eine Einschrittmethode heifit ,,absolut stabil*“ fiir ein 21 # 0, wenn sie angewandt auf das Modellpro-
blem (4.1) beschriankte Niherungen

h
sup [y,| < o
n>0

erzeugt.
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expliziter Euler

Fiir den expliziten Euler gilt:

yi=(L+h)y!_ | = whd)y:_,
N————
=w(hA)

Expliziter Euler ist absolut stabil fiir
lw(_hAd )| < 1.
——
Z
Die Menge
SG={z=h1eC|lw@|<1}

heiB3t Stabilitditsgebiet einer Einschrittformel.

SG des expliziten Euler (EE): SG={z€ C ||l +z < 1}
(Zeichnung des Kreises in der komplexenen Zahlenebene)
Fiir das Taylor-Verfahren der Stufe R gilt:

R
hr—l
h _ . h § (r—1) h
Yn = Yn-1 +h — rl f (tn—layn_l)

h _
_ W rh S(tu(®)=Au(r)
=Y +h Z ! A Yna1 FOEu) = (6)=22u(r)

w(hA)
R
z

|
pry r.

:SGR:{ze(D

2

e (Zeichnung der Stabilititsgebiete fiir das Taylor-Verfahren), siehe z.B. in diesem PDF aus
Wien

e groBeres R, groferes SG.

e ab R = 2 sind Teil der imaginiren Achse dabei

Stabilitétsintervall:
SI={ze R|lw()| <1}
[-2,0] R=1
[-2,0] R=2
[-2.51...,0] R=3
[-2.78...,0] R=4

S IExpliziter Euler =


http://www.math.tuwien.ac.at/~melenk/teach/num_DGL_SS08/ode_teil6.pdf#page=6
http://www.math.tuwien.ac.at/~melenk/teach/num_DGL_SS08/ode_teil6.pdf#page=6
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Runge-Kutta Verfahren

R

hr—l
2 i) + O(hR>]

r=1

)’Z = )’Z—l +h

=F (1))

Andererseits gilt

i-1

i—1
ki=ftou)=Au Kk :f[t—h+c,~h,u+h2aijkj) = Au+Ah ) aijk;
4 <

j=1
= k; ist ein Polynom in h vom Grad i — 1.

S
Damit ist F(h,t,u) = Z bik; ein Polynom vom Grad s — 1.
i=1
Fiir s = R gilt damit

1) F(h,t,u)ist Polynom vom Grad R — 1 in h

2)
R hr—l
Fhtow) = ) —f""tw+ O
- r! S~
= CRhR+CR+1/’lRH+...
Polynom in # Grad R—1
:>CR:CR+1 =...=0!

Bis R = 4 stimmen SG von Taylor-Verfahren und Runge-Kutta Verfahren (maximaler Konsis-
tenzordnung) iiberein.

3) Fiir s > 4 konnen Freiheiten bei der Definition der Koeffizienten des RK-Verfahrens zur
Optimierung des SG verwendet werden.

Fiir die Taylor- und explizten RK-Verfahren ist bei Anwendung auf das Testproblem (4.1) eine
Schrittweitenbedingung einzuhalten.

Definition 4.5  A-Stabilitiit
Ein Einschrittverfahren heif3t ,,A-stabil“, wenn das zugehorige Stabilititsgebiet die ganze linke Halb-

ebene umfasst:
C ={zeC|Re(z) <0} cSG

Also:
A-stabil © C" cSG & |w(z)| <1 Yze C
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Lineare Stabilitédtsanalyse

impliziter Euler

1
ho_ h
In = T R
——
w(hA)
w(z) = IL_Z rational und 21_1)1;110 %_Z =0
';' <le(l-a*+b* 21
1 —(a+ib)

Graph siehe wieder im PDF aus Wien.
= Impliziter Euler ist A-stabil!

Taylor-Verfahren
R

Fiir das Taylor-Verfahren ist w(z) = 2, % Polynom in Z vom Grad R >
r=0 "’

+00 = /I A-stabilen Taylor und expliziten RK-Verfahren.

4.3 Lineare Stabilitatsanalyse

— Erweitern der Modellproblemeanalyse auf nichtlineare Systeme

0 und damit lim w(z) =

7——00

Stabilitdt beim skalaren MP: Niherungen fiir Re(1) < 0 bleiben beschrinkt.

Definition 4.6
Die Losung u der L-stetigen AWA

W' (@ = fEu@®) =t ulty) =up
heil3t ,,(asymptotisch) stabil, wenn fiir jede Losung v der gestorten AWA
V(1) = f(t,v(t)) t>t, v(t,) = u(t,) + w,
mit 7, > fy und ||w.|| < & hinreichend klein gilt:
Iv@®) —u@®I -0 (- )
Ubertragen auf den diskreten Fall:

Definition 4.7
Die AWA (4.2) sei mit dem Einschrittverfahren

Yn =Yn-1t+ hnF(hn’ tn—l’yn—layn) n>0 Yo =

4.2)

Uo

und L-stetiger Verfahrensfunktion F' diskretisiert. Die Losung (v,).>0 heiBt ,,(numerisch) stabil* wenn

fiir die gestorte Folge

(Zn)nZn* Zn = Zp-1 Tt hnF(hna Ih-1, Zn—l,Zn) nzn, Z

mit n, > 0 und ||jw,|| < ¢ hinreichend klein gilt

lin =yull =0 (n— o)

ne = Yn, T Wi


http://www.math.tuwien.ac.at/~melenk/teach/num_DGL_SS08/ode_teil6.pdf#page=6
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Ubertragen der Erkenntnisse vom skalaren Modellproblem fiihrt auf

Hypothese 4.8

Ein Differenzenverfahren mit Stabilititsgebiet SG c C ist ,,numerisch stabil fiir eine allgemeine
AWA, wenn die Schrittweiten 4, so gewihlt werden, dass fiir alle EW A(7) der Jacobimatrix f,(¢, u(t))
mit Re(A(7)) < 0 gilt:

h,A(t) € SG, n>0 \

Bemerkungen:

e Hypothese und kein Satz, also nicht rigoros beweisbar.
e Man sollte hier

SG—{Z—/ULEC

lw(2)] _< 1}

wichtig

verwenden

e Sei AWA linear: v’ = Au und A diagonalisierbar. Dann reduziert sich die AWA auf entkop-
pelte, skalare Probleme und mit /,4; € SG ist numerische Stabilitit gegeben.

e Reduktion des allgemeinen, nicht-linearen Falles durch Linearisierung

Eine genaue Analyse findet sich im Rannacher Skript, S 78ft. Die Lektiire ist jedem empfohlen.

Gegenbeispiel im Rannacher

Diagonalisierbarkeit ist entscheidend:
Die implizite, A-stabile Trapezregel liefert exponentiell anwachsende Niherungen fiir ein Problem
dessen Losung — 0 geht obwohl 4,4;(7) € SG.

4.4 Implizite Runge-Kutta Verfahren
Nichtlineares System fiir die k;:

ki = f -1+ Cihmyz_l + hnZa,Jk] 1= 1,. LS (43)

J=1

AnschlieBend kombiniere

Yh=yi_ +hy Z bik; (4.4)
i=1

Bestimmung der s* + 2s Koeffizienten iiber Taylorreihenentwicklung. .. oder Quadraturformeln.
Gehe aus von

In

u(ty) = u(tn-1)+ff(t, (1)) dr

In-1


http://numerik.iwr.uni-heidelberg.de/~lehre/notes/num1/numerik1.pdf#page=78
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Ersetze Integral durch Quadraturformel

u(tn) = u(tn—l) + hn Z bif(tn—l + Cihn’ u(tn—l + Cihn)) + O(h:an)

i=1 zu bestimmen

mit geeigneten b;, ¢;. Bestimme die Unbekannten u(t,-; + c;h,) ebenfalls durch Quadraturformeln:

N

U(tr + Cihy) = Uty 1) + hy > ayf(tny + €l ulty s + cjhy)) + OUL)

J=1
Darstellung der Koeffizienten im Butcher-Tableau

clA

BT A voll besetzt, ¢; # 0 moglich

Zentrale Frage: Losbarkeit und Losung von (4.4) — spiter

Beispiele

(a) Impliziter Euler als IRK

Y=Y+ by ft, Y]
N——
=tk

1]1
kl = f(tn»y;};) = f(tn—l + hn’ yz_l + hnkl) - 4‘T

(b) Einschritt ®-Verfahren, ® € [0, 1]

also

u(ty) = u(ty-1) + f S, u®) dr = u(t,-1)+

n—

=tk =tky
oh}) ©#1
hn((l ®) f(tn—l > u(tn—l )) +0 f(tm u(tn)) + {O(hz) 0 = % (Trapezregel)

Quadratur
also
ky = f(tn—layfl_l)
ky = [ty + h, Yoy + ho((1 = @)y + Oky))
Y=yt 4+ (1 - @)k + Oky))

0]0 0
- 1]1-0 6
[1-0 06

Konsistenzordnung 2 fiir ® = % (Trapezregel). Konsistenzordnung 1 sonst.
(®=0:EE,0 =1:1E)
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(c) Mittelpunktregel

h, 1,
Y = Yo+ flte + 25 S0 +30)
=:k1

h, 1 1
ki = f(tay + =, =" + 5(y,’:_1 + hyky))

272
hy, h ha
= tn_ + A 0 - + _k
f( 1 2 V-1 2 1)
1)1
2 i Konsistenzordnung 2

Lemma 4.9
Trapez- und Mittelpunktregel sind A-stabil. Beweis siehe Ubungen

Lemma 4.10
Die Stabilititsfunktion eines allgemeinen IRK-Verfahrens hat die Darstellungen:
@)
w@) =1+zp"(I-z4)"1
(i1)
det(l — zA + z1b")
w(z) =
det(/ — zA)
(i)
P(z)
w(2) = ——
0(2)
mit 1 = (1,...,1)", P, Q Polynome vom Grad < s
— —
s-mal
Beweis .
@) \
k= ( s o S )= e bk
e (I = hyAA)k Z Ay 1
& k=(I-h, 07" 1
und dann

¥ B Vi abTh = i+ R ABT( = ALY
= (1 + hydb” (I = B, AA) D)y,



Olaf Ippisch: Numerik 1 (25.11.2011) 46 4.4 Implizite Runge-Kutta Verfahren

(i1) Fasse (%) und (%%) in einem System zusammen:

I—h,AA 0O K\ _ (1
~hb” 1)\ n )T\
Auflosen mit Cramerscher Regel

_ h
det( I—-h,AA /lyn_l]l)
h

o —h,b" v
" det I—h, 1A 0
N 1
deg[ T A+ B ALDT 0
—h,b" Y

det(l — i, 1A)
_ det(I + h,A(1b7 = A)) ,
T detd — Ay O

(i11)) Determinante in Zidhler/Nenner sind Polynome in 4,4 vom Grad < s

O
Ziel: Genauere Untersuchung der Eigenschaften allgemeiner w(z). Losung des Modellproblems u” = Au

nach einem Schritt und g = 0
u(ty) = "y (ex. Losung)

y}f = w(h; Duy (fiir die numerische Losung)

= u(ty) =y} = (" — whi ))ug
= fiir 1 — 0 muss w(z) die Exponentialfunktion moglichst gut approximieren.
Optimale Approximation mit rationalen Funktionen fiihrt auf Padé- Approximation. .
Definition 4.11

Sei g(z) analytisch in z = 0. Die rationale Funktion R(z) = P (Z)) mit P Polynom vom Grad k und Q

Polynom vom Grad j heif3t die ,,Padé-Approximation* vom Grad (j, k) falls

RY0) = gP0) fiir I =0,...,j+k
Anwendung auf g = exp(z):

k ) j oo (min(j,m)
Padé-Tafel fiir exp(z):
Lj k|0 | 2
0 |1 1| = 2 ﬁ 3
s 2 3 “fiﬁ 4
> |2y o e s

(Die Eintrdge je rechts sind die Fehlerordnungen der Padé-Aprroximation, die Konsistenzordnung
eines entsprechenden Verfahrens ist eins niedriger.)
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Bemerkungen

erste Zeile Taylor-Verfahren

(1, 0): Impliziter Euler, (1, 1) Trapez/Mittelpunkt

Diagonale: Beste Ordnung 2; fiir max. Polynomgrad

Hauptdiagonale und erste beiden unteren Nebendiagonalen liefern A-stabile Verfahren

Verhalten fiir z — oo genauer:

1)
lim [exp(—y)| =0 reelle Achse
y—)OO
lim |exp(ziy)| =1 imaginédre Achse
y—)OO

(i1)

lim |w(—y)| = lim |w(zxiy)| da w(z) rational
y—o0 y—o0

= kein numerisches Verfahren kann beide Bedingungen aus (i) erfiillen.

e Verfahren mit lim,_,, |w(z)| = 1 (Hauptdiagonale der Padé-Tafel) sind fiir Schwingungsprobleme
geeignet

e Verfahren mit lim,_, |w(z)| = O sind fiir Probleme mit Re(1) < 0 (Diampfungseigenschaft)
besser.

Definition 4.12  L-Stabil
Ein Einschrittverfahren heiflt L-stabil (stark A-stabil) , falls es A-stabil ist und zusétzlich

lim |w(z)| =0
700

Kollokationsverfahren

Das Polynom w von Grad s welches den Bedingungen

w(te-1) =0, (4.5)
Wl(tn—l + Cihn) = f(tn—l + Cihm W(tn—l + Cihn)) l = 17 R )
Y= w(t,)

geniigt heilit ,,Kollaktionspolynom*.

w erfiillt DGL in den s Punkten
s + 1 Bedingungen fiir s + 1 Koeffizienten
das ist ein nichtlineares System
Losbarkeit folgt aus dem Untenstehenden
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Satz 4.13
Fiir gegebene Stiitzstellen ¢y, . .., ¢, entspricht das Kollokationsverfahren (4.5) einem IRK mit:

ci 1

al-j:ij(t)dt bi:fLi(t)dt i,j: 1,...,S
0 0

t—c¢

Ci—(

und L(t) = den Lagrange-Polynomen zu den s Stiitzstellen c;

1#]

Beweis .

(1) w Grad s, w’ Polynom vom Grad s — 1.

te0,1] W (t,—y + thy,) = W (th—1 + cihy,)-L(7)
J ]

=1 e
(i)
1 ’ 1 “ 1 h
w (tn—l + thn) dt = h_w(tn—l + thn) = h_(w(wn—l + Cihn) - yn—l)
i n 0 n
w(t,—1 + c;hy,) @ yZ_l + h, fw’(tn_l + th,) dt
0
Sy +h, f Z W (-1 + ¢jhy)Li(t) di
o /=1
) yfl,_l +h, - Z [ij(t) dt] [ty + cjhy, Wty + cjhy)
=1%o k;
S
ki = f(th—1 + cjhy, w(t,—1 + cihy))
ki = fltar + cjhYh +hy D @k i=1,.s
=1
(iii)

A
yz = W(ln_l + hn) = yZ—l + Z [fL,([) dt] kj
Jj=0 0
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Waihle Stitzstellen ¢y, ..., c, = IRK-Verfahren.

Satz 4.14

Ein durch Kollokation erzeugtes RK-Verfahren hat die Konsistenzordnung p, wenn die durch die
Stiitzstellen ¢; und Gewichte b; definierte Quadraturformel die Ordnung p besitzt.

Beweis Skizze.

(i) Quadraturformel hat Ordnung p d.h. fiir g € C? gilt:

ty 1 s
f g(Hdt=h- f gty + xh) dx = - Y biglty 1 + cih) + O(h"™)
ot 0 i=1
(i1) Fiir w’ gilt:
w'(t) = f(t, w(0) + w'(1) = f(t, w(D))
(1)
d.h. w wird als Losung einer ,,gestorten* DGL interpretiert. Mit u(f) Losung des AWP

u = f(l’, u(t)) u(ty-1) = yz—l

In Iy

[w(®) —u®)] = f w(t) —u'(t)dt = f r(t) dt

-1 -1

BEE3 b (W s + i) = fluy + Cily Wt + cil)) + O

i=1

=0 wegen (4.5)

et,) = h,7h = 1 = O(h")
Es fehlt zu zeigen: Beschrinktheit von ||| o
Zur Konstruktion von Verfahren sind geeignete Quadraturen zu wéhlen:

(1) GauB-Verfahren: ¢; sind Nullstellen (auf [0, 1] verschobener) Legendre-Polynome
p = 2s ist optimal. Stabilititsfunktion ist Index (s, s) in Padé-Tafel — A-stabil
s = 1: Mittelpunktregel

1/2 — \/5/6 1/4 1/4 — ‘/5/6
s=2: 124+ V3| a4+ V36 1/4
‘ 1 1/
(i1)) Radau-Verfahren
s—1
IA: ¢; Nullstelle von T [x*(x— 1] c1 =0 c, <1
x5~
s—1
ITA: ¢; Nullstelle von x*'(x = 1)"] ;>0 ;=1

dxs—l
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Konsistenzordnung p = 2s — 1, w(z) ist Index (s, s — 1) — L-stabil

/3] 5/12 =112
s = 1: impliziter Euler s=2: 1|34 s

‘ 34 s

(iii) Lobatto-Regeln ¢; = 0, ¢, = 1 Konsistenzordnung p = 2s — 2.

0lo o 00 0 O
12| 1/a 14 0
s=2,p=2: 1|1 0 — Heun 11lo 1 o
1/2 1/2 ‘ 1/6 2/3 1/6
DIRK-Verfahren
DIRK = diagonally implicit Runge-Kutta method
A ist untere Dreiecksmatrix
voll implizit — 1 System der Grofe sd
A untere Dreiecksmatrix — s Systeme der GroBe d
= Vorteil
SDIRK = singly diagonally implicit Runge-Kutta method
ay) = dyp = ... = d,, = im linearen Fall nur ein LR-Verfahren

Beispiele
Alexander-Verfahren:
s =2, p =2, L-stabil (sogar stark L-stabil)

Sl

a|a 0 a =1=
ll-a «a
l-a a « b" =letzte Zeile von A spart weitere Berechnungen

Crouzieux-Verfahren
s =2, p—3, A-stabil

2+ 12v3|12+12v3 0O
o =13 | =1/v3 124 1)2.v3
‘ 1> 1/

Lésung der nichtlinearen Systeme

N

ki:f(tn—l+Cihnay2_1+hn2aijkj) i=1,...,s
J=1
ist in Fixpunktform

k = F(k) Fi(k) = f(t,1 + cihy, a;jk;)
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VR = FON = [|F (o e D k) = (codly + - > )|
< Ll S asty - £l

f L-stetig =

<L-hy- ) lagllik; -

S
< L-h,-max|lk; — k| Z lail
J =
———
<||Alleo

<L-h,- max llk; = &;ll - Al

max ||F;(k) — F;(b)ll < hL||Allw - max |lk; — kil
Kontraktion fiir 4||Al|L < 1 d.h.

1
L-|Alle

h <

Bedingung ist notwendig fiir die Konvergenz der Fixpunktiteration, aber nur hinreichend fiir die Losung
der nichtlinearen Systeme.
= Losung der nichtlinearen Systeme mit dem Newton-Verfahren.

Losung von F(x) =0
Idee: F(x+2) = F(x) + F(x) - z+ O(lzl")
(k+1) _ (k) k) _ k) _ (k)yy—1 (k)
x5 =x"+ 29 =X = (F (X)) F(x™)
Losung von F(x®)+F  (x*)z0 =0

e Iteration konvergiert quadratisch fiir ¥ hinreichend nahe an der Losung x (und f glatt
genug).
e Verbesserung der ,.globalen* Konvergenz durch ,,Didmpfung” Wiihle Startwert x© (Losung
zum letzten Zeitpunkt)
while (IIF (x| > &l F(x®|)) {
1) Lose F(x®)z® = —F(x®)
2) Fiir A € (0, 1) finde kleinstes [ € IN, sodass

1
IF(x® + 2291 < (1 - Z/ll)llF(x(k))ll ,line search*

3) Setze x*+1 = x® 4+ 2/z®
}
e Lost man in (1) Az® = —F(x®) mit A # F,(x®) spricht man von inexakten Newton-
Verfahren
Nehme immer A = F,(x©)
inexakte Losung mit iterativen Verfahren

»Rang A* updates
Fiir F(x) = F'(x) + F?(x) setze A = F!(x©)
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Warum ist Newton besser?

Motivation am Beispiel des impliziten Euler:

Y = Yuct + hf (b, y0) © [ FQ) = hf(tasya) = yu + ya1 = 0]

Newton:

W =0 = F0) F ()
= 0 = (B fe (10 3) = 1) (B f (805 20) = Y0 + 3

= J®

=~ (1) gt = (I9) " (Bt (10032) = 30 = (B (1203 P) = 1))
= (1) e = (IO) (B (1003) = B (1007 ) 50
)

Nun sei f von der Gestalt f(¢, x) = Ax + b(x) mit steifen Anteil A und nicht-steifen Anteilt b. Verwende
inexaktes Newton-Verfahren mit J® := h,A — I, d.h. f, ~ A

8O = (A = 'yt = (A = 7 [ A + by = (A + b))
= (I = hyA) "yt + (I = 1, A) 7 [BOP) = b)Y
Kontraktion falls 7 lgx)—g®OI < ... |lx—X
nicht grof}!
_1 — )
h |l = R, A)NIC Ly #1020, )N < 1
———

(I-h,A)"' hat EW =~ 4, EW von A
1

In diesem Fall groBe Schrittweiten moglich.

Alternative Formulierung von IRK-Verfahren
Setze z; := h, )} a;jk; mitz = (zj,... 20, k=(ky,... k) gilt

j=1
Lo
z=h,Ak|—> k= h_A z fiir det(A) # 0

Fiir die z; gilt:
Zi:hnzaijkj hn azjf(tn 1 +thnayn 1 +h Zajlkl
=1 =1

%/_/
Zj

©

=h, a;if(t,-1 + cjhy, yﬁ_ L+ 25 weniger anfillig gegen Ausloschung
j=1
AuBerdem: falls b” = letzte Zeile von A (z.B. Alexander), dann gilt

asj=b
Yn yn1+hka//nl+Zs
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5 Mehrschrittverfahren

(Graph zur Veranschaulichung, wie die MSV im Vergleich zu den ESV Verfahren funktionieren
werden)
Ziel: Man mochte die selbe Fehlergenauigkeit bei gleichem Aufwand erreichen.

5.1 Verfahrenskonstruktion

e Beschrinkung auf dquidistante Schrittweite
e Variable Schrittweite prinzipiell moglich, aber aufwiéndiger als bei Einschrittverfahren

Integrationsbasierte Verfahren

u(t,) = u(t,_,) + ff(s, u(s)) ds ocgeNN

—C

Newton-Cotes Quadratur fiir das Integral: Interpoliere Integrand durch Polynom vom Grad m

N o=ty
pm(t) = Z fCtiy suto L) L) = ]—[ LTk

-y — Tt
- - "
p#=0 noch zu wihlen g;g

und damit
t

u(ty) = Wty ) + . i ulticy)) f L(s)yds + O("™)
#=0 th-or falls u™*+? beschrinkt

———
Gewichte — ausrechnen

(Beweis siehe Ubungen)
Verfahrensklassen:
1) Adams-Bashforth-Formeln: o = 1, k = n — 1 (explizit)
(Grafik zur Erléduterung)

Yn =Yn-1+ hfn—l (EE) fn—i = f(tn—i, u(tn—i))
Yn = Yn-1+ %h(?)ﬁl—l - fn—Z)
Yn = Yn-1+ %h(z?’ﬁi—l - 16fn—2 + 5ﬁl—3)

S 3 3
Il
N = O

2) Adams-Moulton: o = 1, k = n (implizit)

(Grafik)
m =0 Yn = Yn1+h- fr (IE)
m=1  y, =y +3h-(fi + fus1) (Trapezregel)
m=2  y,=yu1+55h- Sfp+8fumt — fu2)
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3) Nystrom-Verfahren : o = 2, k = n — 1 (explizit)
(Grafik)

m=0 y,=y,2+2hf (explizite Mittelpunktregel)

4) Milne-Simpson : o = 2, k = n (implizit)
(Grafik)

1
m=2 y,=y,2+ §h( fao+dfii + fud) (Simpson-Regel)

Differentiationsbasierte Verfahren
Idee: Lege Polynom vom Grad m durch die Funktionswerte:

m

P = D u( 1y ) Ly(0)

H=0" 24 wiihlen

Fehler der Ableitung:

implizit wegen Ableitung
—

Pi(t) = > (L) (tulticy) = f(t, u(t,)) + O(™)
u=0

k = n ergibt ,,Riickwirtsdifferenzenformeln‘ (engl. BDF: ,,backward difference formula“)

m=1 Vo — Vnei = hf, (E)
m=72 Yn — é)’n—l + 9%)’:1—2 5 = éhf"
m=23 Yo = 1a-1 t TYe2 — V3 = 7l

e Geht analog fiir Systeme von DGL

Definition 5.1
Eine allgemeine /ineare Mehrschrittmethode (LMM) hat die Form:
R R
D@y =h) Brrhir  fu=flwyn) =R (5.1)
r=0 r=0

Man normiert ag = 1, d.h. es gibt insgesamt 2R — 1 freie Parameter. Sz = O liefert explizite Verfahren,
sonst implizite. Weiter fordern wir, dass

ol + |Bol # 0

fiir ein ,,echtes*-R-stufiges Verfahren.
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5.2 Konsistenz von LMM

Wie bei ESV definiert man ,,lokalen Diskretisierungsfehler* durch Einsetzen der exakten Losung in
die Differenzenformel:

R R
h h . -1 § §
T, =T (ln) =h AR—r Up—y — ﬁR—rf(tn—r’ un—r)
——
r=0 u(ty-r) r=0

Anderer Name: lokaler Abschneidefehler

Hilfssatz 5.2
Bei exakten Startwerten y,_, = u,_,, r = 1, ..., R gilt fiir jede LMM die Beziehung

Uy — Yo = hth(1 + O(h))

Beweis .
Definition Abschneidefunktion:

R R
h
Z AR—rUp—r = h ZﬁR—rf(tn—r’ un—r) + th
r=0 r=0

Definition LMM:

R R
Z AR—rYn—r = h ZﬁR—rf(tn—ra yn—r)
r=0 r=0

Abziehen der Gleichungen voneinander, ag = 1:

Uy —Yn = hBR(f(tm un) - f(tm yn)) + hTﬁ[
lltt, = yall < RIBRILIlty = yull + HlITh]
hllz)|

_ h
m = hllT,|I(1 + O(h))

”un - yn” <

Definition 5.3
Eine LMM heif3t konsistent mit der AWA, wenn

max |7’ -0  (h— 0)
thel
bzw. konsistent, von der Ordnung p falls
max ||| = O(h”)
tnel
Hilfssatz 5.4
Der lokale Diskretisierungsfehler einer LMM besitzt fiir eine analytische Losung u(t) die Darstellung:
@0 =h" Y ehu® )
i=0

mit
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Beweis .
Entwickle u(t, — rh) und f(t, — rh, u(t, — rh)) in Taylorreihe um t,. AnschlieBend einsetzen in 7(z,),
nach h-Potenzen sortieren. O
Hilfssatz 5.5
Eine LMM ist genau dann konsistent mit jeder AWA, wenn gilt:
R R
Dk, =0und > (rag, +px) =0
r=0 r=0
bzw. konsistent von der Ordnung genau p, wenn gilt Co = C; =--- = C, = 0,Cpyy # 0.
Beweis:
Nach Hilfssatz 5.4 .
o= Ch )
i=0
Konsistenz & Cy = C; = 0. Konsistenzordnung genau p wegen Cyp = ... = C, = 0 gilt
T = Cpu Ku?D(1,) + Oh™")
N——
Fehlerkonstante
Beispiel 5.6

Allgemeine 2-Schritt LMM. Fiinf freie Koeflizienten «y, a1, 8o, B1, 5.
p = 3 benotigt vier Bedingungen: Coy =C; =C, =C3 =0
a = @ sei noch frei und es ergibt sich:

h
Vo= + @)y +@y,0 = E[(S +a)f, +8(1 —a)fuur — (1 +5a) fr2]

weiter gilt

1
Cy = —4—!(1 + @)
(i) a=-1=C4=0,Cs #0, also p = 4: Simpson-Regel
(i) a # -1 = C4 #0, also p = 3. @ = 0: Adams-Moulton (z.B.)

(iii)) @ = —5 = explizites Verfahren (d.h. mit 2- f Auswertungen p = 3. Vergleiche mit expliziten
RK-Verfahren!

Anwendung des Verfahrens mit @ = -5 fiihrt zu:
" T
lyy| = oo fiirh — Ound N = Z!

Verfahren ist nicht konvergent obwohl

e Konsistenzordnung 3
o AWA L-stabil

Warum?
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5.3 Nulistabilitat von LMM

Beispiel:
Lose triviale AWA u'(t) = 0,¢ > 0, u(0) = uo mit der trivialen Losung u(t) = u,. Fiihrt auf:

R
Z AR—rYn-r = 0 n>R
r=0

Beobachtung: Winzige Storung in den Startwerten konnen zu groflen, anwachsenden Fehlern fiihren.

Untersuchung der homogenen Differenzengleichung

ARYp + QR_1Yp1 + ...+ @Vpg =0 n>R (5.2)

und ag = 1, oy # 0.
Neben der trivialen Losung (y,).en = (0, ...) gibt es noch weitere, nicht triviale Losungen.
Ansatz: y, = A" fithrt auf:

R R R A R
Z QR—yy — Z a /ln_r — Z a /1 n—-R +R-r — /ln_R a"/li ; O
—ryn-r R-r R-r \ , E l
r=0 r=0 r=0 i=0
~——

=0(d)
= Neben A = 0 sind Nullstellen von o(1) nicht triviale Losungen.

Definition 5.7

R .
(1) o(1) = Z a; A" heillt erstes charakteristisches Polynom

i=0

R
(i) o) = Z BiA' heilit zweites charakteristisches Polynom

i=0

einer LMM.

Seien A; die Nullstellen von o(A). Im Falle einfacher Nullstellen haben alle Losungen von (5.2) die
R
Form }; ¢;A}, d.h. sie bleiben beschrinkt fiir |4;| < 1. Skizze:

i=1
(i) Die Losungen von (5.2) bilden einen R-dimensionalen Vektorraum
(ii) Jedes A; liefert ,,Startvektor“( | PR E )

1 A4 ... /l’f‘1

— Vandermondematrix | : : . ist regulir
1 A ... AR
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Fall mehrfache Nullstelle 4;: Dann ist neben A! auch nA! eine Losung:

n-R +_ R-r

R R
n—-r __ _ _ SN—
Z App(n— AT = Z @p(n—R+R—1r)A;
r=0 r=0
n+1-R + R-r-1

R R
= (= RXF Y ap Af+ ) ar (R-1L
= =
o(A;)

R
= (1= R Fo(A) + A7 Y ap (R = A
r=0

o' ()

=0
= Fiir Beschrinktheit der Losung ist nun |4;| < 1 notwendig.

Definition 5.8
Eine LMM erfiillt die Wurzelbedingung bzw. heil3t null-stabil, wenn fiir die Nullstellen A; des ersten
charakteristischen Polynoms gilt:

|4;] < 1, falls A; einfache Nullstelle |[4;] < 1, falls A; mehrfache Nullstelle

5.4 Konvergenz von LMM

Definition 5.9 Konvergenz
Eine LMM heil3t konvergent, wenn fiir jede AWA gilt:

max ||y, — u(t,)|| = 0 t,el h—0
R<n<N

vorausgesetzt die Startwerte konvergieren

max ”yn - u(tn)” -0 h -0

0<n<R

Lemma 5.10  Spektralradius und Matrixnorm
Zu jeder Matrix A € R"™ " gibt es fiir jedes £ > 0 eine natiirliche Matrixnorm || || sodass fiir den
Spektralradius o(A) := max {|1] | A ist Eigenwert von A} gilt:

o(A) < ||Allaz < 0(A) + &

Ist jeder Eigenwert von A mit |1] = o(A) nur einfach, so existiert sogar eine natiirliche Matrixnorm
I llao mit[|Allao = 0(A)

Beweis .
Konstruktiv:
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(a) Schur-Normalform: A ist dhnlich zu einer Dreiecksmatrix:

T *
A=T"'RT R = r; Eigenwert von A

0 Vo

d.h. o(A) = {nax |r;;] (T ist unitér, d.h. alle EW von T haben den Betrag eins).
<i<n

Fiir 6 € (0, 1] definiere Matrizen:

[ 1 0 [ 0 ro 0-r;3 ... (5m_2'l"1m—
0 ri 0 ’ ' ) :
2
Ss= 0 D= Qs = 8 Fimom
" 0 -
rm* m
| 0 6m—1 ] 0 01’
Dann gilt:

Rs:=S;'RSs=S;'(D+ N )Ss=8;'DSs+ S;'NS; =D+6Q;
S~ —_———— ———

R-D —
D (rij-6/ ’)?, j=0,j=i>0

ST ist reguldr, |Ixls == IS ;' T x|, x € R erklirt eine Vektornorm

Weiter gilt: A = T-IRT """ 7-15 R,S 1T
Also

_ -1 -1 Def.von [Mls | o —1r7p—1 -1

lAxXlls = |77 SsRsSs T xlls = " IS5 TT  SsRsS5 Txll»
S —_—— ———
=A 1 =y

= [IRsyll2 = (D + 60s)yll»

< IDyll> + ol|Qsyll2

< max(ry) [yl + 6 1OsllF lIyll2

1<i<m —
—_——— =u
=o(A)
= (0(A) + ow)llyll2
= (0(A) + Sl S5' Tx I,
——
Def. von y
£
= (0(A) + op)llxlls 0= -
u
also 1A
X
IAlls = sup =—— < o(A) + &.
w0 |lxlls

(b) Alle EW mit |1] = o(A) seien einfach. Zu jedem dieser EW existieren daher l.u. EV. Dann gilt
fiir Schurform:
A 0

A=T"'RT R = [ R0 ] R = . || = o(A)
= | o0 R = " il =@
0 As
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R22 — [ rs+1,s+l *

mit max |[r;| < o(A)
s+l<j<m -

Definiere S 5, Qs wie oben:

Also:

IAXI; = IT7'SsRs S5 Tx 5 = lIRsyll3
——

=y
= [IRS' 1|3 + [IR3*y, 13 y=0nLy)"
< ' Ayl + @ R?) + 6 1032 1)lIy2l13
<o(A) wiihle ¢ so dass

0*(R)+6*1*=0*(A)
< > (A (Iyill3 + Iy2l5)
= 0% (A)|xII3

Satz 5.11  Stabilitit von LMM
Die AWA geniige der Lipschitz-Bedingung und die LMM sei null-stabil. Ist {y,} >, Losung der
ungestorten LMM.

M=

R
AR—rYn—r = h- ZﬁR—rfn—r (I’l = R), Yn = Ltn(l’l < R) (I)
r=0

I
(=]

r

und {¥,}” , Losung der ,,gestorten LMM

R R
D Fur=h- ) Bro Fir +on (n2R), 5y =Yy +0m(n<R) (I
r=0 r=0 s
=f(tn—rIn-r)
dann gibt es unter der Voraussetzung h < m (nur fiir B # 0) die Abschitzung:
5 < K- I'(t,~t) >R
-yl <K -e {gnax lowll + z}; ||@y||} (n>R)

Beweis .
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(i) Rekursionsgleichung: (II) - (I) liefert

R R
Z a’R—r@n—r - yn—r) =h- ZﬁR—r(ﬁl—r - fn—r) + On
r=0 —_— r=0

=en—r

Umstellen, ag = 1, €, == Yy — Vs

R R
€yp — hﬁR(,f;1 - fn) = - Z QR—r€p—r t h- ZﬁR—r(fn—r - f;1—r) + On
r=1 r=1

Definiere Abkiirzung:

R
(1 - h,BRO-n)en = - Z QR_r€y—r + bn
r=1

Fiige triviale Gleichungen hinzu

(1- h:BRO-n—r)en—r =(1- h,BRO'n_r)en_r r=1,---,R—-1

In Matrixform lauten die R Gleichungen dann:

1—-h-Bro, 0 e,
’ €n—1
0 L =h-BrOn-prer L En-Ri1
————
=:Dy_p+1 =E,_p+1
e
1 O cee 0 _aR_l .« e oo _alo en_z
_ 1 — hBro 1 : 1 '0 0 +
0 1 - hﬁRO-n—R+l 0 1 0 :
| €n-R |
=Cn-p+1 =A —
=LEp-R
Indextransformation:
i=n—-R+1len=i+R-1
d.h.
DiEi = CiAEi_l + Bi, i> 1, EO = (QR—r’ Tt ’QO)T
wegen
A=Al el
oyl = [——| < Lﬁ = List |hBgo,| < h - |Bg|L < 1 nach Voraussetzung
e, e,

(TI0)

av)

S
3
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und somit D; immer invertierbar und wir erhalten:
E;= D;'{C/AE;_, + B} (i>1)
Eo = (0g-1,"+" ,00)" (i=0)
(i) Die Matrix A hat das charakteristische Polynom

xa() = (D@0 + 1A+ -+ + ag A5+ 2F) = (=Dfe(1)

V)
V)

Wegen Nullstabilitdt der LMM (|4;| < 1 oder 4; = 1 und |4;| einfach) gibt es nach Lemma

5.10 eine natiirliche Norm, so dass ||Allp = o(A).

Zum charakteristischen Polynom:

—(ag+A) —ago - -
1 -1

I -Aa

A=Al
Entwickeln der Determinate nach erster Zeile liefert y4(A).
(iii) Abschitzen von |[D;[lo, [ICillo, [1Billo-
Bi = (bi+R—1’ 09 IS O)T'

R
. 1
Aquivalenz aller Normen: —||z/|o < E |z, < ¥llzllo
Y

r=1
——
=llzlh

IBillo < YlIBillo = Y1bisr-1l

R
=ylh- ZBR—r(fHR—I—r — fisR-1-r) + Oisr-1
r=1

R
<vyl|h Z |Br-rILl€isR-1-r| + |Qi+R—l|]
r—1

R
<v hﬁLZ leisr—1-] + |Qi+R—1|]
r=1

< hLBYEi1llo + Y10ir-1l

D;' = diag((1 = Wpgoiag-1)""s . ... (1 = hBro)™)
el ( hBRO i+ r-1 hBro; )
1 _h:BRO-HR—l’”.’ 1 — hBro;
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1D xllo 117 + Dxllo
[Ixlo (1o
Jii i
N ylZI xil
y 2 1l

2
<1+ max d;;
Voo i

nun gilt:

|hBroa| < hIBrIL < 1
1 — h|Bro > 1 — BBRIL > O
1D o ., h|BrIL

= D._l = + _
ID; " [l = sup T Y = MGl

Analog: ||Cillo < 1 + ¥*h|BgIL
(iv)

=0(A)<1

< (14 MBIl (1 + ¥?RIBRIL) IIEi-1llo + ¥*BBLIE 1 llo + Y1oisr-1}
—_ 1—h|BR|L y IﬁR i—110 7 ﬂ i—-1110 ,)/Ql‘f‘R—l

= ||Ei-illo + ATEi-illo + Aloisr-1l
<||Eixllo + AL Eillo + AL Ei-illo + Aloivr—1] + Aloisr-2l

i-1 i
< hC Y IE o + 1Eolly + A > loyer-1]
v=1

v=0

IEillo < IID,-III{IIC,-IIO llAllo ||Ei1||+||Bi0}
——

:Zb,'

i-1 i

IEly < exp|T > 1 |{IEollo + A D lover-il
v=0 v=1
ti—to

= Behauptung

Satz 5.12 Konvergenz LMM
LMM sei Null-Stabil, AWA L-stetig

h < (IBglL)™! falls Br %0
Op = max |y, —u@)|l -0  (h—0)
0<n<R-1
folgt aus Konvergenz auch Konvergenz und es gilt die a-priori Fehlerabschitzung

I'(t,— h
1y — u(t,)l] < e {6h T (ty — 1) max ||rv||}
R<v<n
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Beweis .

R R
Z ap_yu(ty_y) = h ZﬂR—rf(tn—ra u(t,—r)) + hTZ
r=0 r=0

Behauptung folgt aus dem Stabilitéitssatz fiir LMM 5.11 mit §, = u(t,) und o, = hT,’j, ziehe max ||TZ||
raus. O

Anwendung auf Adams-x Verfahren

R ta
u(tn) - u(tn—(r) = Z f LLm)(s) ds- f(th—,u, u(th—/l)) +h TZ
Ho In-o —

O(hR-H)
(ag =1, g =-1)

Q(/l) — /lR _ /lR_l
=2Aa-1)

Bemerkungen:

e Nystrom, Milne-Simpson LMM sind nullstabil

e BDF nur bis R = 6 nullstabil

e Dahlquist: Eine nullstabile LMM hat maximal Ordnung
R + 2 (R ungerade), R + 1 (R gerade)

Stabilitat fir LMM
Betrachte: u’ = qu

R
Z(Q'R—r - hCIﬂR—r)yn—r =0

r=0
Stabilitdtspolynom
R
TI(A, gh) = Z(a, — hgB)A"
r=0
h=qh
Stabilitdtsgebiet:

SG = {E e € : TI(A, &) absolut stabﬂ}

e optimale Verfahren mit Ordnung R + 2 bei R gerade (z.B. Simson) haben SG = {0}
e Explizite LMM haben immer beschrinkte SG
e Maximale Ordnung fiir implizite und A-stabile LMM ist zwei.

BDF Verfahren sind A(«a) stabil.
Zeichnung zu den Stabilitdtsgebieten und Erlduterung, wo dort der Winkel « zu finden ist, der zur
Charakterisierung der Verfahren verwendet wird.
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Pradiktor-Korrektor Verfahren

e Idee: Fixpunktiteration LMM (implizit) (Korrektor).
e Startwert aus explizitem LMM
e Jeder Schritt kostet eine f-Auswertung (Evaluate) zur Berechnung von £ = (1, v

= Schreibweise P(EC)XE fiir k > 1
Die Ordnung ist
P, =min( M , m? + _k )
N~ — S~
Korrektor Pridiktor  # Iterationen

Milnes-Device

Die Fehlerkonstanten von Préadiktor (p) und Korrektor (c) lassen sich berechnen. Unter Annahme
exakter Startwerte und Iteration bis zur Konvergenz erhélt man damit:

W = u(t,) + CPRUuO(1,) + Oh°)

YO = u(t,) + COPU1,) + Oh®)

(»)
yﬁlc) _ynp

2 (c)
h(CP - )
T = CORU (1) + O(h)

(c) c
I T L
) (©) h +O(r)
Cs - Cs

= u(1,) =

O(h)

Die Schitzung fiir den lokalen Abschneidefehler Tgc)’h kann zur Schrittweitenkontrolle verwendet
werden.

6 Randwertprobleme

nach [J. M. Melenk, Vorlesungsnotizen zu “Numerik von Differentialgleichungen”, TU Wien]
Betrachte folgende Randwertaufgabe (RWA)

u'(t) = f(t,u(t)) tel=|a,b]

6.1)
Au(a) + Bu(b) = ¢
Beispiel 6.1
DGL zweiter Ordnung
u’(t) = f(t,u(t), u' (1) tel =la,b]
u(a) = u, u(b) = uy (6.2)
Umschreibe als System erster Ordnung:
y(@) = (1@, y2(1) = (u(@®), u' (1))
‘e _ y2(1)
y@‘F@“m‘(fmnmym») (6.3)

(o o )0 )+ (7 o)0n )=
0 0 )\ ya) 1 0\ y() Uy,



Olaf Ippisch: Numerik 1 (14.12.2011) 66 6.1 SchieBverfahren

Existenz und Eindeutigkeit: Schwieriger als bei AWA!
Beispiel 6.2
(@) y"+y=0auf[0,3], y(0) =0, y(§) =1 — y(r) = sin(7)
(b) y” +y =0auf [0,7], y(0) =0, y(r) = 0 — y(¢) = csin(?), ¢ € R 16st diese RWA!

(¢) ¥y’ +y=0auf [0,7], y(0) = 0, y(r) = 1 — hat keine Losung

6.1 SchieBverfahren
Idee

e Umformulieren in AWA mit Paramater
e Lose Gleichung fiir ,,das Treffen des Endwertes*

Demonstration am Beispiel 6.1:

Finde y(z, s) so dass:

ay B [ g
E(t’ s) = F(,y(t,5)) t € la,b] y(a) = ( p )

——
nur hier taucht s auf

s ist gegeben durch die Bedingung:

|
yi(b, s) = up
Idee: Verwende Newton-Verfahren zur Losung von (6.4). Dazu brauchen wir %‘(b, s).

Lemma 6.3
Sei y(t, s) fiir gegebenes s € R die Losung der AWA

%(t, s) = F(t,y(t, 5)) t € la,b] y(a) = ( b;a )

mit F aus Beispiel 6.1. Dann ist die Funktion v(¢, s) = %(t, s) gegeben als Losung der AWA:

@(z 9 _( va(t, 5) )
o T\ Z (it 9), vt )WVi (L, 8) + 25 (8,1 (8, 8), Y22, $)Vat, )

ou

0 ) Dies ist eine lineare AWA fiir v!

mit den Anfangswerten v(a, s) = ( 1

(6.4)

(6.5)

(6.6)
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67 6.1 SchieB3verfahren

Beweis .

erste Komponente:

zweite Komponente:

Anfangswerte:

Einfaches SchieBverfahren:

1) Wihle Startwert s©

oy 0
(9_6_(t s§) = &yz(h s)

o2 ; (1. 5) = va(t, )
R/—/

=v1(t,5)

2) Berechne Losung y von (6.5) zum Startwert s numerisch

3) Falls |u, —

Wb, s")| < & — FERTIG!

4) Berechne a;_:) durch Losen der AWA (6.6) numerisch

5) Newton-Schritt:

. T
i+1) _ (&) e (i) _(
s = g0 4 ( 55 (b, s )) (Mb "

6) i =i+ 1, gehe nach 2)

00
S22 (1,9) = —f(t it ),32(0, )
0 3 f
6_tv2(t’ s5) = g(ﬁ)ﬁ(h 8), y2(2, $)vi(t, 5)
+ 6_f(t9 yl(t’ S)9 y2)t9 S))VZ(I’ S)
vi(a, s) = (a 5) = a =0
v(a, s) = (a s) = 62 =
O
,1 .
z)(b’ S(i)))

Man zeigt: Fiir geniigend kleines /4 konvergiert das SchieBverfahren mit der Ordnung O(A™) (m Ordnung

der Verfaren in Schritt 2/4).
Problem des Schief3verfahrens:

T

—
Stabilititssatz ||[y(b, s) — y(b, s + &)|| < ce® *9 ¢

— Funktioniert nur gut, falls ¢” hinreichend klein. Beispiel: L = 10, T = 10, dann ist /7 = ¢!%!
Abhilfe: ,multiple shooting“ M = 10 —» T = 1, e!T = !

Zerlege [a, b] in M Teilintervalle [a;, b;], a1 = a, aiy1 =b;, | Ki <M, by =b

(Skizze zur Erlduterung. Da wir mittlerweile drei Indizes haben sind die oben rechts ohne Klammern

die fiir Intervalle)
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Zu bestimmen sind nun sy, - - - , 5 SOWie interne Startwerte wy, - - - , w,, sodass:
i Wipp 1<i<M
y] (bi, Si) = " .
w i=M (6.7)
Va(bi, $1) = Sis1 1<i<M
(insgesamt also 2M — 1 Bedingungen) mit den Startwerten
i U, i=1
a;, Si) =
() {m 2<i<M 6.8)
Yolans)y=s; 1<i<M

— Lose (6.7) mit dem Newton-Verfahren.

6.2 Differenzverfahren

(1) = w + Olhy) = [ty u(t,)

ﬁyn_yn—l_hnf(tn,yn):() 1<n<N
Ay0+Byn—C:0

Nichtlineares GLS fiir die N + 1 ,,Unbekannten* yy, - - - , yy
— Lose mit Newton/Fixpunktiteration

Weitere Probleme bei der Losung gewohnlicher DGL

»Strukturerhaltende® Integratoren

Physikalische Systeme erfiillen Massen, Energie, Impuls, ... -Erhaltung
Leisten dies auch numerische Verfahren?

Beispiel
Leapfrog-Verfahren fiir N-Korper-Problem (Newtonsche Bewegungsgleichung)

xi(1) = v‘(r)

WO-x
v = GZ " —xop
j¢t

(Skizze zum Verfahren/Beispiel)

x(n) _ x(n—l)
. : +l —1
R— > — = (1) = A=y

l
v(n+l/2) _ v(n—l/Z)

i h L =gy = W = g ()

Eigenschaften:
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1) Invariant gegeniiber Zeitumkehr

2) Drehimpuls erhaltend, nicht Energier erhaltend, aber Energiefehler bleibt beschriankt =
Langszeitstabilitét

3) ,.symplektisch*: Flache im Phasenraum bleibt erhalten (Eigenschaft der DGL aus der klassi-
schen Mechanik) wird exakt erfiillt.

Galerkinverfahren:

Grundlage ist die “Variationelle Formulierung” der AWA:
Findeu e U = {v e C' (DY : v(ty) = uo} so dass

f (W — f(t,u),@)dt =0  VoeV =C'U)
1

Dies ist eine dquivalente Formulierung der AWA. (siehe Ranacher).

Numerische Niherung: Ersetze U, V durch endlich dimensionale Riume, etwa Polynome.

Problem: ergibt gekoppeltes Problem wie bei RWA:

Idee: Stiickweise Anwendung auf Teilintervallen mit geeigneten Kopplungsbedingungen, die stetige
Differenzierbarkeit sicherstellen.

N
> f(u' = ft,w),@)dt + (ulu-1, ;) =0 VoeV=C0U)
n=1 A
“unstetiges Galerkinverfahren”.
Vorteile:
e verldBliche Schrittweitensteuerung
e a posteriori Fehlerschitzung moglich

e Monotonie-Eigenschaften der AWA bleiben erhalten

Kriterien fir die Auswahl von Lésungsverfahren

Genauigkeit (Konvergenzordnung)

Rechenaufwand

Implementierungsaufwand

Numerische Stabilitit (besonders fiir steife DGL)
— A-stabil aber nicht L-stabil fiir Schwingungsprobleme
— L-stabil fiir geddmpfte (monotone) AWA

Schrittweitensteuerung
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e Fehlerkontrolle
e Konservierung von Erhaltungsgrofien

e Regularitiit der Losung

7 Partielle Differentialgleichungen

Einleitung:
PDGL entstehen in diversen Disziplinen der Naturwissenschaften.

Beispiel: Warmeleitung

(Zeichnung)
offen, beschr., Lipschitzrand
Sei w C Q ein Testvolumen

Qu() = f c(x)o(0)T (x,1) dx

i

[c] = KLkg Spez. Wirme
kg .

lo]l = — Dichte
m

[T]=K Temperatur

t+At
0.+ At -0, = f {f Jj(x,t) - v(x)ds + fq(x, ) dx

t w w

N f (o) LB HA) 2T D) 4 f V- (1) + q(x, 1) dx + O(AD)

At
= f (X)), T (x, () dx = f (V- J + @) dx
Q Q
) = 1 xew
Xolt) = 0 sonst

Da w <€ Q beliebig gewihlt:
c(x)o(x)0,T(x,t) = =V j(x,1) + g(x,1) ¥V x € Q

Wenn g(x) = 0, dann nennt man Vektorfeld j divergenzfrei.

PDGL dieser Form treten auch fiir andere physikalische Erhaltungsgroflen auf, z.B. Masse oder Impuls.

}dt
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Warmefluss:

e Konduktiver Fluss: (Wirmeiibertragung durch thermische Bewegung der Atome)
Ja(x,t) = =AVT(x, 1) A Wirmeleitfahigkeit

e Konvektiver Fluss
(hiibsche Zeichnung mit Fliche von w(f) — (w(f + 7) im Gebiet Q)

Je(x, 1) = c(x)o(x, Hv(x, T (x, 1)
Gesamtfluss:
j = jc + jd
Um T'(x, t) eindeutig festzulegen brauchen wir:
— Anfangsbedingungen T'(x, ty) = Top(x) ¥V x € Q
— Randbedingungen: T'(x,t) = g(x,1) ¥V x € 0Q, t € [ty, lend]
Allgemein bezeichnet man

0,C(x,t) + V- [v(x,)C(x,1) — D(x,1)VC(x,1)] = g(x, 1)

als Konvektions-Dispersionsgleichung.

Weitere Beispiele
Poisson Gleichung:

0,T = 0 (stationdr)
v = 0 (keine Konv.)
A=1
-V-(VTI)=q (AT =q)
T(x) = g(x) Yx € 0Q

Grundwassergleichung:
0 p(x, 1)+ V- j(x,0) = flx,t) (V(x,1) e QxX) (2: Zeitintervall)
Jwx.0) = —K(x)[Vp(x,1) — o(x, ge]

¢(x, t): Porositit, j,(x,): Wasserflussdichte, f(x, 7): Quell-/Senkenterm,
K(x): hydraulischer Leitfidhigkeitstensor, p: Wasserdruck, g: Erdbeschleunigung,
e.: Einheitsvektor in z-Richtung
Mit 0,¢(x,t) = 0:
V- [K(x0)Vp(x,0] = f =V - [K(x)o(x, )ge.]
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Typeneinteilung PDGL
Allgemeine Definition: PDGL determiniert eine Funktion u € C"(RR") durch:
0mu 0" 0" u ou

onx)” T omx, 0 lxT T Ox,

ul=0 VxeQ

Zur Eindeutigkeit fehlen noch zusitzliche Bediungen.
Eine spezielle Klasse sind die linearen PDGL. Fiirn = 2 und m = 2:

ad* u + 2b(9)2cyu + c@iyu « Hauptteil

+dou+edyu+ fu+g=0

o, u “la b O
Oyu b c |\ du

Hauptteil schreiben wir als:

Es gilt: det(A) = ac — b*.

Definition 7.1 Typeneinteilung
Wir nennen eine lineare PDGL zweiter Ordnung. ..

1) elliptisch, wenn ac — b* > 0
2) hyperbolisch, wenn ac — b* < 0
3) parabolisch, wenn det(A) = 0

Die Namensgebung folgt aus dem Typ der Gleichung x” Dx = 0, wobei D die Diagonalisierte von A
ist. (@, 8 > 0)

Elliptisch: x"Dx = ax? +8x; =0
Hyperbolisch: x"Dx = ax} —x; =0

Parabolisch: x' Dx = ax] =0

Definition 7.2  Typeinteilung in hoheren Raumdimensionen

n

D (00,0 u+ Y alx)dyu+ ag(x) = 0in Q
i=1

ij=1

Hauptteil

0.B.d.A a;; = a;i(x), Setze (A(x));; = a;j(x), a(x) = (a;(x), ..., a,(x)’
1) Elliptisch in x € Q, falls alle EW von A gleiches Verzeichen, kein EW Null

2) Hyperbolisch in x € Q, falls kein EW Null und n — 1 gleiches Vorzeichen, 1 EW entgegenes
VZ.

3) Parabolisch in x € Q, falls EW Null, restl. n — 1 gleiches VZ, Rang[A(x),a(x)] = n
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Bemerkungen:
e Fiir n = 2 ist Typeinteilung vollstdndig, fiir n > 2 nicht
e Warum diese Einteilung?

— Theorie fiir Existenz und Eindeutigkeit hingt vom Typ ab.
— Entsprechend hidngen numerische Methoden vom Typ ab!
— Notwendige Rand- und Anfangsbedingungen hingt ebenfalls von Typ ab!

e Invarianz gegeniiber Koordinatentransformation:
n = 2: u(x,y) sei Losung der PDGL. ¢ = &(x,y), n = n(x,y)

aE(x,y),n(x,y)) = u(x,y)

= PDGL fiir &i: Lii = f mit anderen Koeflizienten a;, a;, ao. Es gilt:
Hat L am Punkt (x, y) den Typ T, so
hat £ am Punkt (£(x, ), (x, y)) ebenfalls den Typ T.

e Typ hingt nur vom Hauptteil ab

Beispiele fiir verschiedene Typen

Poisson-Gleichung

ou Ou i
@4‘8—)]2:]011'19

Prototyp fiir elliptische PDGL. Typische Randbedingungen:
1) u(x,y) = g(x,y) fiir (x,y) € 6Q ,,Dirichlet* (I'p)
2) 2(x,y) = j(x,y) fiir (x,) € 6Q ,,Neumann* (I'y)

= genau eine Bedingung 1) oder 2) muss an jedem Punkt des Randes vorgegeben werden = ,,Rand-
wertproblem®.

I'p Uy =0Q, meas(I'p) # @

allgemeine Diffusionsgleichung:

-V AKx)Vu} = fin Q K(x) Tensor!
u=gaufl'p C0Q
—(K(x)Vu)-v=jaufI'y =90Q\Tp

mit
1) K(x) = KT (x) und ETK(x)é > OVE € R, € # 0, x € Q
2) a(x) :=inf {fTK(x).f | 1€l = 1} > ag > 0 (gleichmiBige Elliptizitit)

= wir betrachten hauptséchlich elliptische PDGL!
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Wellengleichung

Prototyp fiir hyperbolische PDGL (2. Ordnung)
Beispiele fiir Randbedingungen:

¥ = 0: u(x, 0) = up(x), %(x,0) = uy(x). } . Anfangbedingungen*
= 0: 09 =

X u(0,y) = go(y) } ,Randbedingungen*

x=1:u(l,y) =gy

Warmeleitungsgleichung

Vorzeichen éﬁ aus Typdefinjtion nicht klar!
U ——ou

T T finO
o0x? oy fin

Prototyp einer parabolischen PDGL.

Beispiele fiir Randbedingungen:

y = 0: u(x,0) = up(x) ,,Anfangbedingung**

x = 0:u(0,y) = go(v)

x=1u(l,y) = g1(y)

Definition 7.4 Sachgemil gestellt
Eine partielle DGL heif3t ,,sachgemal gestellt”, falls

} ,,Randbedingungen*

1) Eine eindeutige Losung existiert und

2) diese stetig von den Daten (Rand- und Anfangsbedingung, Koeffizienten) abhéngt.
Formal: L: X — Y, x, y normierte Funktionenrdume.

1) zujedem f € Y du € X sodass L(u) = f

2) Es gibt C > 0, unabhéngig f sodass: ||u|lx < C||f]ly
Transportgleichung

V - {V(x)u(x)} = fin Q V(x) gegebenes Vektorfeld v: R" — R”

(modelliert rein konvektiven, stationdren Wéarmetransport)
Mogliche Randwerte: u(x) = g(x) fiir x € Q mit ¥(x) - v(x) < 0
,hyperbolische Gleichung* erster Ordnung (Einziger Typ fiir Gleichungen erster Ordnung)
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Grenzen des klassischen Losungsbegriffs

Au = fin Q
(7.1)
u = g auf 0Q
Definition 7.5  klassische Losung
Eine Funktion u € C?(Q) A C°(Q) welche (7.1) 16st heift ,klassische Losung*.
Polarkoordinaten:
x(r,) = rcosg y(r,@) = rsing
u(r, ) = u(x(r, @), y(r,¢)) wobei Au = f
Gesucht: Gleichung fiir é(r, ¢)
n 1on 10%u Fu  u
=f (7.2)

— et ——— = —+ — =
or*  ror  r2og*  o0x*  9y?

Einspringende Ecke

(Schaubild fiir das Beispiel)
Q={r,e)|0<r<1,0<¢ < d}

Die Funktion ii(r, ¢) = r* sin(ky) 16st die Laplace-Gleichung Au = 0 in Polarkoordinaten.
Speziell k = Z: s(r, ¢) = rv sin(Z ).

0 x

(r9) = Tri sin(T )

= 25(0,0) wird oo, falls ® > 7 (nicht konvexes Gebiet)

Gravitationsfeld einer Kugel

Qi ={x e R®|[lxll < R|
Q, ={xeR’||lxll > R}
Q=R

in Q;: in Q,:
A®; = 4rryo AD, =0in Q,
@, (x) = O fiir [|x|| — oo
Ubergangsbedingungen auf I' = 0Q; N 0Q,,:

Q.(x) = Q;(x) xel
VQ,(x) - vi = VQi(x) - v
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Gesamtproblem:
4 R
Vo= fin0 o :{ ayo Il <
0 sonst
O(x) =0 llxl| — oo

= unstetige rechte Seite. Wird durch klassische Losung nicht erfasst.

8 Finite Differenzen Verfahren

Der eindimensionale Fall
Betrachte die eindimensionale RWA:

—-u"(x) = f(x) x€(0,1)

(8.1)
u@0) =¢o  u(l)=¢
Taylorreihenentwicklung:
hZ
u(x + h) = u(x) + hu'(x) + Eu”(x +6%h) 67 €]0,1]
(8.2)
o uw(x) = MEENZUD kst
h 2
2
u(x —h) = u(x) — hu'(x) + h—u"(x -0 h) o6 €][0,1]
o 2 , (8.3)
o w(x= BTN R s
h 2
Man setzt:
O u)(x) = [u(x+ h) —u(x)]/h ,, Yorwirtsdifferenz*
O u)(x) = [u(x) —ulx—h)]/h ,.Riickwirtsdifferenz

Zweite Ableitung:

h
h h h /

u(x + h) = 2u(x) + u(x—h) u
- B = ﬁ(x) +O(h%)

GG W) = & (u(x +h) — u(x)) u(x +h) —u(x)  ux) —ulx—h)
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Dies rechnen wir nach

2 3
O u)(x) = u'(x) + gu”(x) + — h ' (x) + ;l—4uw(x) +.
h h2 3
O u)(x) =u'(x)— —u"(x) + u”’(x) 24 u’(x) + .
— QO+ — ’ h 7 h2 1444 h3
@0 u)(x)=0 (u (x) + Eu "(x) + 3 —u"(x) + —u”’(x))

h h* . h h . o,
(g@g—éy{6+gw%m—n)+EGﬂ%ﬁ—Ewwm+u)+?;@%m—n)

M(Hw%1—1+1)%m+”.

6 4 6
o
mm+ﬁwm+am

Formel zweiter Ordnung fiir die erste Ableitung:

u(x + h) — u(x — h) = 2hd’ (x) O(h*)
u(x+h)—u(x—nh)

o u'(x) = T +O(h?) ,zentraler Differenzenquotient
Lemma 8.1 Differenzenformel
h 1
(mm@pﬂu+2 1 W/(x) + AR mit Rl < Sl en alls u e @) (8:4a)
h 1 —
@ 1)) = M9 fx ) _ (@+Mmmm<gwb@mmue@@) (8.4b)

”u”C'k(Q) - SUP r%ax |u(l)(x)|

.....

u(x+h)—u(x—nh) , ) 1
T =u'(x) + hR mit |R| < —||u||C3(5) (8.4¢)
u(x —h) —2u(x) + u(x + h) o 1
7 (x) + h*R mit |R| < 2||ullc4@ (8.4d)

Bemerkung:

e Fiir die Formeln zweiter Ordnung sind dquidistante Gitter notwendig!
e u € C*(Q) ist sehr starke Forderung, die in der Regel nicht erfiillt ist!

Zuriick zum RWP (8.1):
Unterteile Q = (0, 1) in N Teilintervalle (N € IN)

[)C,',X,'+1] i:0,...,N—1 )Ci:ih h=—

»aquidistantes Gitter*
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Q,={ih|ie NgAO<i<N}
Q,={ih|ie NgAO<i<N}

Fiir u € C*(Q) gilt:

—%[u(x —h) = 2u(x) +u(x+h)] = f(x)+ O(h?) YxeQ,

(analog zu lokalem Abschneidefehler)
Streichen des Fehlerterms liefert |QQ,| = N — 1 lineare Gleichungen:

1
- ﬁ[uh(x —h) = 2uy(x) + up(x + h)] = f(x) VxeQ,
Zusitzlich gelten die Randbedingungen

up(0) = o up(1) = ¢

uy : ﬁh — R heil3t ,,Gitterfunktion®.
Alternativ fassen wir u;, als Vektor im RV~! auf:

w, = (up(h), up2h), . .., up(1 = b))’

Elimination der Randwerte aus (8.6a) mittels (8.6b) ergibt ein LGS fiir u;, (den Vektor!)

2 -1 1M w1 [ f+3
-1 2 -1 up(2h) f(2h)
1 -1 2 -1 up(3h) :
7 ST : = :
-1 2 -1 : f(1 = 2h)
-1 20 wa-n] | fA-h+%
Ly up qn

Ly, ist Triagonalmatrix (Spezialfall einer Bandmatrix)
Ly, ist diinn besetzt (O(N) Eintriige statt N?), maximal 3 Eintriige pro Zeile
L;, symmetrisch und positiv definit

Thomas-Verfahren).

Der mehrdimensionale Fall

n 2
—Au(x) == ) a—);‘(x) = f(x) xeQ=(0,1)

u(x) = g(x) x € 6Q

(8.5)

(8.6a)

(8.6b)

Ist in linearer Laufzeit 16sbar mit GauB3-Algorithmus (Heif3t fiir Tridiagonalmatrizen auch

(8.7a)

(8.7b)
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Mit e; kartesischer Einheitsvektor in Richtung i:

1 n
Au(x) = ”n {Z [u(x — he;)) — 2u(x) + u(x + hei)]} + h*R mit [R]| < 1n—2||u|lc4@

Wir nennen
Apu(x) = 1 [ Dnu(x) + Z [u(x — h) + u(x + h)])
i=1

den “diskreten Laplace-Operator”
n = 2: (Zeichnung: ein quadratisches Gitter mit eingezeichneten inneren Punkten an den Schnittstellen
der Striche und Randpunkten)

Q, ={(x,y) € Qlx/h,y/h € 7}
Qi ={(x,y) € Qlx/h,y/h € 7}
mit 4 = 1/N und setze I';, := ﬁh \ €, (Randpunkte)

(N - 1) Gleichungen:
— Apup(x) = f(x) x € Qy (8.8a)

4N Randbedingungen:
u(x) = g(x) xely (8.8b)

LGS bei zeilenweise lexikographischer Anordnung:

4 -1 -1
' : u(h, h) | [ f(h, h) + [2OR+eR0]/z2 ]
B —'1. _411 ; -1 M(Z};,h) fQ2h, h) + g0/
- oA i
-1 . -1 u(h,2h)
_1 _1 _1 )
_1 _1
-1 -1 -1
-1 4 -1
-1 -1 | |
_1 _1 Aﬁ;—/

qn

Ly
,Differenzenstern* (Andere Formulierung fiir das obige)

cor1(xy)  coa(xy)  cri(x,y)
co(%y)  coo(ny)  ero(ny) |m(xy) = Z Z Cij(%,) - un(x + il y + jh)
c1-1(x6,y) co-1(xy) cr-1(x,y) i=-1j=-1

entspricht einer Zeile des LGS.
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In unserem Beispiel:

1
1
ﬁll —411 1 | ,,Fiinfpunktestern*
Neumann-Randbedingungen
(Grafik)
ou ou Ou
- = i—, +—
ov ox 0Oy

Diskretisierung mit entsprechenden Vorwirts- oder Riickwértsdifferenzen
(Zeichnung des Gitters)

Ou _ _Ou _ ulxy)—u(x+hy) + O(h) (rechts)

oy oOx h

% _ % _ Mxy) - Z(x —Y) o) (links)
% _ _‘;_;‘ _ Mxy) — Z(X’y )\ o) (unten)
% _ Z_;‘ _ Mxy) - Z(x’y =, o) (oben)

Allgemeine lineare PDE 2. Ordnung
Die allgemeine lineare PDGL zweiter Ordnung fiir n = 2 lautet:

0u 0u 0u Ou Ou
(X, )’)@ + 2a,(x, )’)Way + ayy(x, y)é)_yz + ax(x, )’)a + ay(x, y)(?_y +alx,yu = f(x,y) (8.9)
Diskretisierung von (fxz gy
_ h? n )/
M(X + h,y + h) - U(X,y + h) +hux(X,y + h) +h72uxx(xay + h) +h€3uxxx(x,y + h) +}21_i;uxxxx(§l)
= u(x,y) +huy(x,y) +5 Uy (X, y) +€uyyy(x, y) +2—44uyyyy(§2)
+hu,(x,y) +h22uxy(x, y) +h7;uxyy(x, y) +%4uxyyy(§3)
+%uxx(xa y) +;Luxxy(x’ y) +%uxxyy(§4)

+%uxxx(xa y) +%Mxxxy(§5)
Analog fiir u(x — h,y — h): Bei allen ungeraden h-Potenzen entsteht ein Minuszeichen.
Addition liefert:

u(x+h,y+h)+u(lx—nh,y—h)
= 2u(x,y) + 1 |1y, (x, ) + 21y(x,3) + i (x, )| + O
u(x,y —h) —2u(x,y) + u(x,y + h)
2
u(x —h,y) —2u(x,y) + u(x + h,y)
2

= 2u(x,y) + I’

+2u,(x,y) + ] +O(h*)
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S Uy (X,y) =ﬁ[—u(x,y +h)+ulx+hy+h)—ulx-nhy) +2u(x,y) —ulx+h,y)
1 -1 1 (8.10)
+u(x—h,y—h)—u(x,y—h)]+O(h2):— -1 2 -1
2h? 1 —1

Mit u(x + h,y — h) und u(x — h,y + h) folgt analog:

Uy (X, y) =2Lh2[—u(x —h,y+h) +u(x,y+h)+u(x—nh,y) —2u(x,y) + u(x + h,y)
R (8.11)
+u(x,y—h) —ux+hy-nl+0ohH)=—| 1 -2 1
212 | 1

Welche wiihlt man? — hingt von den Koeflizienten a,,, a.y, a,, ab!
(8.9) sei als elliptisch vorausgesetzt, d.h.

axx(x, }’) ' ayy(-x’ )’) > a)zcy(x’ )’)

— d,y, dyy, haben gleiches Vorzeichen, 0.B.d.A. sei dies positiv, a.. > 0, ay, > 0. Zusditzlich sei
la,| < min {axx . ayy}

(aus Elliptizitét folgt nur |a,y| < /.y - ayy)
Dann wihle Formel wie folgt:

(a) (8.10) ,rechts oben*“-Formel, falls a,, > 0
(b) (8.11) ,,links oben*“-Formel, falls a,, < 0
Setze a;y = max{ay,, 0}, ay, = min{a,,, 0}. Dann ergibt die Fallunterscheidung:

+

Pu . Fu Fu 1| P Gl Ay ,
axx@ + zaxym + ayya_yz = ﬁ af—x - |axy| 2(|axy| —Qxx — ayy) axx__ |axy| M()C, y) + O(h )
xy Ayy — |ax}’| Ay
Vorzeichen

e Nicht-Diagonalelemente

- a;ySO,—a;WZO
- layl| < min{ay,, a,,} = min{a,,, a,,} — la,| > 0
~———
>0
= alle Nicht-Diagonalelemente nicht negativ.

e Diagonalelement

>0
. —
2(layy| = axx — ayy) = 2(laxy| — min{ay,, ay,} — max{a,,, a,,} <0

<0 <0
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e Betragssumme der Nicht-Diagonalelemente

2
=2

Ayx — |axy|| +2 |ayy - |axy|| + zlaxyl

Axx — |axy|| + 2|ayy|

Fiir das Diagonalelement gilt:

2|ay| — ay, — ayy| = 2| Ay + Ayy = |y |
~—_—— ——

>0 >0
=2|ay,| +2

e~ laty|
= Betragssumme Nebendiagonalelemente = Betrag Hauptdiagonale!
Somit erfiillt die Diskretisierungsmatrix L, die Bedingungen:
(i) Li <0
(1) L >0ftr j+#i

(i) 2 laijl = lagl Vi

J#i

Dann gilt diskretes Maximumsprinzip:

Zeile i
a;ix; + Z aijxj =
j#i
ajj
S X = —— Xj = @;jX; a;; >0
J#i \,_/ J#EL
= >0
la;;l 1 |ail
2.1 e = o 211 = g =1
J#i Jriou i u
N———
und damit
X; = E ;iX; < Za/wmaxxk = maxxk E ;= nl}ilxxk
1
J#EL JEI J;tz
=1
ebenso

Xi = ZCYUX] > mmxk
J#i

= Das Maximum/Minimum wird auf dem Rand angenommen.
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Gleichungen in Erhaltungsform

=V - {k(x,y)Vu} = fin Q
u = g auf 0Q

Hat nicht die Form (8.9) — Produktregel anwenden. Setzt Glattheit von k(x, y) voraus. (Zeichnung)
Idee

Hier fiirn = 1:

dq

L=y

ou
q= —k(X)a ox

u(x + h) —u(x)

(g u)x = k(x + "2) (Zahlenstrahlzeichnung)

I
0400 = + [k LDy 0 )
(g u)(x) (¢ 1)x—h)

N P 2
=5 (k(x) 0x) (x) + O(h?)

Direkte Diskretisierung:

k(x+ g)u(x+h)—(k(x+ g)+k(x— ﬁ))u(x)+k(x— ﬁ)u(x h)]

_%(k(x ) ( ))u(x+h) 206+ ux =)
)

+%(k(x ) ( u(x + h) - 2u(x)+u(x h)

) 2k(x+g)u(x+h)+2k(x—§)u(x—h)—( (x+ %)+ k(x— %)) (uCx + h) + uCx = b))

e

2h?
x+h - x—h
k( 2) k( 2) . (u(x+h)—u(,\‘—h)) —(k’(x)+0(h2))-(u’(x)+0(h2))
1 h ulx+h)—2u(x)+ulx—-h
+ = |k{x+ = +kx—— ( ) = 2ul) + ul )
2 2 2 h?
k(x)+O(h2) )

k(x)g%gm(fﬂ)

= Konsistenzordnung 2 (fiir £ glatt)
Vorteil der diskreten Formel: ist auch fiir nicht glattes k(x) sinnvoll: (Grafik)
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x+4 x+%

0 ou
fa(k(x)a) dx = ff(x) dx

h _h
=3 x=3

ou ou
= (k(X)Ex) ) - (k()(f)a)

x+35

x+k

= ff(x) dx

ok (x + g) (w + O(hz)) - k(x - g) (”(x) - Z(x =, O(hz)) = f()h +O()
@% k(x+ g)u(x+h) - (k(x+ g) +k(x— g))u(x) +k(x— g)u(x—h)] = f(x) + O(h)

(Selbe Formel wie oben) Nennt man Methode der integrierten Finiten-Differenzen oder ,,Finite Volumen
Verfahren*

Fragen

e Methoden héherer Ordnung?

— =mehr als ndchste Nachbarn
— =schwierig in Randnihe

komplex berandete Gebiete?

— angepasste Formeln (Shortley-Weller)
— ,,Finite Elemente Verfahren = nichstes Semester

Effiziente Losung der linearen Gleichungssysteme
Konsistenzordnung > 1 an Neumann-Rand
Globale Konvergenz des FD-Verfahrens?

— max |u(x) — up(x)| < ?
XEQ]I

— was ist, wenn u ¢ C*(Q) ?

9 Konvergenz des Finite Differenzen Verfahrens

9.1 M-Matrizen

Bezeichnungen:

A € R™" mit Elementen a,z mita,f €I ={1,...,n}

I heif3t ,,Indexmenge*

A > B, fallsa,s > b,g Ya,pe€l.(A>B,A <B,A < Bentsprechend)
0 steht fiir Nullmatrix.

Definition 9.1 M-Matrix
A heilit M-Matrix, genau dann wenn
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(1) dge > 0,Ya el
(i) app <0 Va,pel,a+p
(iii) A nicht singulir und A™' > 0.

Definition 9.2  Graph einer Matrix
GA)=,E),ECIxI

(@,B)eE S ap+0

(a,B) € E — a heilit direkt verbunden mit .

a heifit verbunden mit g, falls Kette @ = ag, a4, ..., a; = B existiert mit (@;_j,a;)) € E Yi=1,.

Definition 9.3  Irreduzible Matrizen
Eine Matrix A heif3t irreduzibel, falls jedes @ € I mit jedem 8 € I verbunden ist.

Folgerung: A irreduzibel = Es gibt keine Permuation der Indizes, so dass

Ay Ap ]

T —
PAP—[ 0 Ay

Beispiel: L, aus —Aju;, = f; (mit Grafik) ~» L, ist irreduzibel

Satz 9.4 Gerschgorin Kreise

Sei
B(z,r)={{€Cllz=¢él<rtund B(z,r) ={{ € C ||z - ¢l < r}
(a) Alle Eigenwerte von A liegen in
U B(agas 7o) mit r, = Z |aoz,B|
a€l B+a
Pel
(b) Ist A irreduzibel, so liegen alle EW von A in
) Bl@aa7a) U [ﬂ OB(aner m)]
ael ael
Beweis .

(a) (4,a) Eigenpaar: Au = Au. 0.B.d.A.: ||u||lc = 1.

Dann 3 mindestens ein y € I: |u,| = 1 und damit gilt

Z aygig = Ay, & (A — ay,)u, = Z aypllg
Bel B#y

Z Ayplp

By

|/l - ayy”uyl =

B#y By

< > layel lugl < >yl = 1y
——
<1

A € Blayy, 7y) € || Bldaa, ra) fiir jedes 1 € o(A)

ael

ok

©.1)
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(b) A ist zusitzlich irreduzibel: (a) gilt weiter.

A& | ) Blaarra) = |_) Blaaa:r) U|_) 0Blanas )

ael ael ael

Ac A

Zu zeigen: Ist A ¢ A_ und damit A4 € A_ so gilt sogar

A€ ﬂ 0B(ayq,1y)

ael

(A, u) Eigenpaar, |lullo = 1,y €I, [u,| = 1 wie oben.
Zusitzlich: A ¢ A, dh. [A—a,,|=r,

Also (aus 9.1):
=apl= ) lapllugl = ) laysl =,
B#y B#y

=|ug|=1 fiir alle fel mit a,+#0
Wegen A irreduzibel gibt es mindestens ein 8 # y mit a,z # 0 und damit |ug| = 1.

Da A irreduzibel konnen auf diese Weise alle Indizes a € I erreicht werden und es gilt:

lug| =1, |A—auy|l =1y, Yael A€ m(?B(aw, ry)

ael

Folgerung 9.5
L, sei Matrix aus Diskretisierung von —Au = f in Q mit 5-Punkte-Sern. Dann ist L, reguldr.

Beweis .
L;, irreduzibel — 9.4(b) anwendbar:

innere Randknoten # Ecke Eckknoten

-1 -1 -1
% -1 4 -1 % -1 4 -1 % -1 4 0
-1 0 0

also
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9.1

M-Matrizen

Diagonaldominante Matrizen

Definition 9.6
A € R™" heifit diagonal dominant, falls
(1)
D laggl <lawel  Vael
B#a
Bel

und irreduzibel diagonaldominant, falls
(i1) A irreduzibel
(iii)

Z laosl < lagal Yael

B#a
pel

(iv) Bedingung (i) fiir mindestens ein a € [ gilt.

Bemerkung: L, aus Fiinfpunktestern ist irreduzibel diagonaldominant.

Satz 9.7
Es sei A diagonaldominant oder irreduzibel diagonaldominant und A = D — B, wobei D = diag(A).
Dann ist
o(D'B) < 1

Beweis .

C=D"'B

0 falls @ = B
Cop = a
s —2£  sonst

(a) A sei diagonaldominant

|aaﬁ| |a |
0= leagl = <=

|acm| o0l

B#a

(b) A sei irreduzibel diagonaldominant.

analog: 3 <1 VB € und

r, < 1 fiir mindestens ein «

Aeaay ae|l JBO.m|u|[ oo, rﬁ)]
Bel pel

~—_—

Fallunterscheidung:

(1) Alle rg gleich: rg =r, <1 =1 CB(0,1)
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(i1) nicht alle rg gleich=1 = o

Lemma 9.8
Sei A = D — B und A erfiille die Vorzeichenbedingung der M-Matrix, dann gilt:

A ist M-Matrix © o(D™'B) < 1

Beweis .
,=“Esgilt D > 0, B > 0 wegen Vorzeichenbedingung = C > 0.

I-O)'=8S=U-D'By'=U-D'(D-A)"'=4"'D

Zur Neumannreihe:

(I-0) Z C* = zn]«:v _ey = - o

v=0 v=0

Esgilt C" - Owegeno(C) <1 =8 =Y C".DaSD'=A"'unddaS >0=A"">0.
v=0
, = Sei D™'Bu = Au fiir ein u € R” mit u # 0. Setze

jul = (url, . )" 1Allel = |Aul = D' Bul < D' Blul

lul| = A”'Alul = A™"(D = B)lu| = A™'D(I — D' B)|u|
= A"'Dlu| - A"'DD ' Blu| < A7'D|u| — A" D|A||u]
=(1—|A)A'Dlu|

Angenommen [A] > 1 = |u| <04
Alsod< 1= oD'B) <1 o

Satz 9.9
Ist A diagonaldominant oder irreduzibel diagonaldominant und erfiillt die Vorzeichenbedingung, dann
ist A eine M-Matrix.

Beweis . o o
Add./irr. dd. = Q(D_IB) < 1 = A ist M-Matrix.
Es gilt auch: Ist A M-Matrix, irreduzibel, dann ist A~' > 0. O

Definition 9.10  Restriktion
Sei U, { fu ‘ fu: Q) — IR} der VR der Gitterfunktionen, dann ist die Restriktion

R,: C°(Q) - U,

definiert durch _
(Rpu)(x) = u(x) Yxe

Bemerkung:
Jedes f,,(x) € U, entspricht einem Vektor f, € R**! welcher durch die Wahl einer Anordnung und das
Weglassen der Dirichlet Randwerte entsteht.



Olaf Ippisch: Numerik 1 (27.01.2012) 89 9.1 M-Matrizen

Satz 9.11 Konvergenz

Sei u eine klassische Losung der Poissongleichung mit reinem Dirichlet-Rand und L,u;, = ¢, das
diskrete System, das aus einer FD-Diskretisierung entsteht. L, sei invertierbar und es gelte ||L;1 |o < &k
wobei k unabhiingig von £ ist (Stabilitét). Fiir n;, = L,(Ryu — uy) gelte ||l < Ch? mit C unabhéngig
von & (Konsistenz). Dann gilt:

lu(x) — up(x)) > 0 YxeQ, wennh — 0

und wir nennen das Verfahren konvergent.

Beweis .
Sei e, := Ryu — w, = L, 'n, der Fehler, dann gilt:

||€h||oo||L;;177h||oo < ||LZI||m||Uh||m <kCh" - 0firh — 0
O

Bemerkung: Fiir 2D-Fall (Fiinfpunktestern) haben wir bereits Konsitenz fiir p = 2 bewiesen. Aus Satz
9.9 folgt, dass das zugehorige L, eine M-Matrix ist.

Satz 9.12  Stabilitit fiir M-Matrizen
Sei A € R™" eine M-Matrix und es sei w € R" mit Aw > 1, dann gilt: [|A™! ||l < [[Wlle

Beweis .

YueR": ul < |ulleo -1 < ||ul|loAw

wegen A7 > 0 gilt
A7l < A7 ul < A7 lullowAWw = [ullow

Normdefinition:

Ay A~ u Ul|oo||W
A — sup AT e A s ol
w |l P 1711 v lulle

Satz 9.13  Stabilitiit des 5-Punktsterns
Sei L;, die Matrix aus der Diskretisierung mit dem Fiinfpunktestern. Dann gilt:

-1
Ly, Moo <

oo | =

Beweis Idee.
Satz 9.12 angewandt mit

w(x,y) = x und wj, = Ryw(x,y)
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10 Iterative Losung von linearen Gleichungssystemen

FD fiihrt auf
Ax=b A e RVN x,beRN

A ist

e diinn besetzt
e oft sym. pos. definit
e N sehr grof
IRyt =yl < CH?

2d: h = ﬁ = ||[Rpu — u(h)|| < %

Aufwand direkter Losungsverfahren (LR-Zerlegung)

e A voll besetzt: O(N?)

e A Bandmatrix (mit Grafik zur Erlduterung)
n = N“ Bandbreite
a= % fiir strukturiertes Gitter in d Raumdimensionen
Aufwand:

N N
A(N) = Z n-2n = Z 22 = 2Nn? = 2NN = N2+

i=1 i=1
d=1 a=0 =O(N)
d=2 a=~- =ON?

d=3 a=- =ON7)

W] =N =

10.1 Relaxationsverfahren

Idee: Sukzessives Auflosen

N
. 1
i-te Gl.: Z aijxX; = b; af,-_:ZO X;i = a—” [bl - Z (,l,'jx]']

J=1

Konstruierte Folge x® — x

Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren)

1
xl(_k+1) _ _[bi _ } :a,-jx(.k)] i=1,---
J
aji

J#i
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gedampftes Jacobi-Verfahren:
htl) _ o _ N W e i=1,---,N
X, =(l-w)x +a-~ [b, Zauxj ] we 1]
" J#i
GauB-Seidel (Einzelschritt) Verfahren:
1
(k+1) (k+1) k .
x5 =a—ii[bi—zaijxj+ _Zaijxi')] i=1,---,N
j<i J>i
gedampftes Gaul3-Seidel Verfahren:

1

~(k+1) _ 2 (k+1) E (k) .

Xl. = a—{bl— a,-jxj - a,-jxj ] 1 = 1, N
ii

J<i j>i
(k) ~(k+1) i=1,---,N

(k+1) _ ,
%= Ptk w€ (0, 1]

; 1 -w)x

SOR (successive over relaxation)-Verfahren
e+l W k+1 k i=1,---,N
x5+):(1‘w)x5)+f[”i‘2“f1x§+>‘Z“ifx3)] w€(0.9)
dii <i S ’
gedidmpfte Richardson-Iteration
A== sofp- )
J#i

Matrixschreibweise der Relaxionsverfahren

geddampftes Jacobiverfahren:

X0 =1 = w)a® + D™ (b - (L + U)x™)
= x® — wD™ ' (b - Ax®)
N———

=d® Defekt

SOR-Iteration
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w )
x§k+l) =(1- w)xﬁk) + £ [bi _ Z aijx(k“) _ Zaijx(/-k)] i=1,--- N
dii j<i i ’
o wZ aijx§k+l) + aiixﬁk“) =a;(1 - w)xgk) + w(b,- - Z a,-jx(/.k)] i=1,---,N
j<i i '
& wLx*Y + Dx* = (1 = w)Dx® + w(b — Ux®)

D = (1 - w)(wL + D)"'Dx® + w(wL + D)™ (b - Ux™)+
w(wL + D) '(L + D)xP — w(wL + D) (L + D)x®

=0
= (wL+ D) '[(1 = w)D + w(L + D)]x%+
w(wL + D) (b —(L+ D+ U)x©)

1 — =
(L+1pyt A

1
2D = O L (L + —D)N(b — AxP)
w

Allgemeiner Ansatz fir Iterationsverfahren

Fehler: e® = x — x®

dann gilt: Ae® = A(x — xP) = Ax — Ax® = b — Ax® = g®
Idee:

(1) Lose Ae® = d®

(2) Berechne x = x® + e® = x0 4 A~1(h — AxD)

aber 16se Defektgleichung inexakt:

(1) Lose Mv® = d®P mit M ~ A

(2) Setze x**D = x® 4 y® = x®O 4 pr-1(p — AxP)

M=D Jacobi
M=L+D GauB-Seidel

1
M=L+—D  SOR-Verfahren
w
1
M = —(L+ D) ged. GauB3-Seidel
w

1
M=—1 ged. Richardson-Iteration
w

Konvergenz linearer lterationsverfahren
Fehlerfortpflanzung:
D = x — x®D = x 3O _pl(h — AxD)
~———
=e® - M'Ae®
=(I-M"A)eY
———

=S , Iterationsmatrix*
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o = §k,0)

Satz 10.1
Ein Verfahren der Form x**1 = x® 4+ pM~1(b — Ax) konvergiert unabhingig vom Startwert x® genau
dann wenn o(S) < 1.

Beweis .
,,&" fiir eine zugeordnete Matrixnorm gilt:

eV = 550 = 11e®) < IS 111l

Lemma 5.10: o(S) < 1 dann 4 Norm || ||, mit ||S||s < o(S) + &€ < 1 und damit
iiirolllSllﬁ — 0 also [[e®]|. — 0

,=“Seiw # 0 ein EV von § zum betragsgrofiten EW 4, d.h. |1] = o(S).

Wiihle Startwert ¥ = x —w = @ = x - xO =
Also e® = S*w = A*w wegen Konvergenz folgt |4| < 1 |

Satz 10.2

Sei A = AT > 0 (sym. pos. definit & x"Ax > OVx # 0) und w <
Richardson-Iteration.

2 . .
.oy Dann konvergiert die

Beweis .

A € (A mit 0 < Apin(A) = A < A < -+ Ay = Apax(A)
Srich =1 — WA = 0(Srich) = i | i = 1 — wA;; 4; € 0(A))}
(Grafik zur Erlduterung, wie man das praktisch ,,grafisch 16st*)

2

1 — wAn(A -1
WAna(A) > @S o)

Optimal Konvergenzrate:

/lmin + /lmax

Bemerkung 10.3
Es sei o = o(S). Dann bendtigt man }zﬁ Schritte um den Fehler um den Faktor & zu reduzieren.
we RN zuEW 4, || = o(S)

e® = Sk = |Af'w
also [|le®]] = |1 |Iw
loge
log |4

f=e=>k=
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Richardson: (w = —):

/lmax
/lmin 1 /lmin
S ic = l - = 1 - — A =
e =1=a T T T
loge loge
k(e) = ~ = k(A)|log €|

oe(i-1) " F
Bemerkung 10.4 Aufwand zur Losung der Poisson-Gleichung

L;, 5-Punkte-Stern: Es gilt x(L;) = O(h™2)

d Raumdimensionen, strukturiertes, dquidistantes Gitter: h = N -7. Aufwand fiir eine Iteration: O(N).
= Gesamtaufwand (zur Reduktion des Fehlers um Faktor £): O (l log |N “3)

Relaxation Bandmatrix Nested Diss

d=1 ONN%) O(N) O(N)
d=2 O(N?) O(N?) O(N?)
d=3 O(N3) O(N?) O(N?)

Satz 10.5 Jacobi-Verfahren im s.p.d. Fall
A =AT >0und 2D — A > 0 (s.p.d.) Dann konvergiert die Jacobi-Iteration.

Beweis .
N
o (x,y)= ; X;Yi
e C = CT dann gilt (Raleigh-Quotient):
,C ) ,C
sup &Cx) Amax(C) inf X _ Amin(C)
0 X, X) x#0 x)

Sjac = I — D7'A ist nicht symmetrisch, aber mit LD1% = diag(+/a;) gilt:

0(Sie) = o (DS D) = 0| [ = DFAD ™S

symmetrisch

e Voraussetzung 2D — A positiv definit bedeutet:
(x,2D - A)x) > 0 © 2(x,Dx) — (x,Ax) > 0
(x,Ax) -
(x, Dx)

Damit:

(x,(I - D"2AD"%)x)

Amax(I = D"2AD™7) = sup

20 (x, x)
. {x,D:AD%x)
=1—inf
x#0 (x, x)
A
—1— inf o.An -y

1
x=D2y+0 <y’ Dy>
>0 wg. A, D pos. def.
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Analog fir A,

(x,(I - D"2AD"%)x)
(x, x)

Apin(I = DZAD™?) = inf
XF

=1-su
y20 y,Dy)
N——

<2 nach Vor.
= Q(S Jac) <1 o
Resultat fiir diagonaldominante Matrizen.

Satz 10.6
Sei A diagonaldominant oder irreduzibel diagonal dominant. Dann konvergiert das Gauf3-Seidel

Verfahren.

Beweis .
@)
S=I-(L+D)y'Ae (L+D)S=L+D-A=-U
e DS = —(U + LS)
& S =-D'(U+LS)
Komponentenweise:
1
(Sx)i = (=D U +LS)x) = ——| > ayxj+ > a;i(S.);
( ), aj; ; J ; 7 J

Betrag bilden liefert

1
(Sl < - [Z il + > |aij||<Sx),-|]

> Jj<i

(i1) diagonalominanter Fall, d.h. }’ |a;;| < |a;| Vi . Per Induktion zeige: [(S x);| < |[x]leo:
J#i

i=1:

1
(S x)] < — [Z |ai,~||x,~|]

" lail | &
1
< el 5 Dl <l
dii j>i
——————

<1
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i—1—i,dh |(Sx),l <lxlle Vj<i

|<Sx)|<ﬁ Z|a,,| Jul +Z|a,,| 50,1 < ol 7

Z laijl < Il

ll|

<||x||m <o N
<1
Damit i S 1S xlloo Ilxlloo 1
amit ist ||S||. = sup e < e <
x#0

(iii) irreduzibel diagonaldom. Fall: jetzt gilt Z laij| < lagl, fiir mind. ein i gilt < statt <. Obiger
Beweis liefert sofort ||S || < 1. Fiihre ||S IIOO = 1 zum Widerspruch.

Sei x ein Vektor mit ||S x||cc = 1 und ||x||c = 1. Dann gibt es mindestens einen Index i sodass

E= IS0 < | D laglled + D lagllS 0l | < oo = 1

|a ”| J>i Jj<i

= > lagllxl + > laillS )| = lai

J>i J<i
Dies impliziert:

> layj = laid

J#i
lxjl=1,j>iund |[(Sx);| =1, j<ifirag;#0

= Es ergeben sich weitere Indizes j # i mit |(Sx);| = 1. Wende das Argument rekursiv an.

= Da A irreduzibel werden, so alle j = 1, ..., N erreicht und es gilt fiir alle Zeilen i:

Z |aij| = |aj

J#i

= Widerspruch zu A-irreduzibel diagonaldominant.

10.2 Abstiegsverfahren

Satz 10.7
Essei A = AT > 0. Dann nimmt das Funktional
| T 1
F = Ex Ax—-b"x = E(Ax, x) — (b, x))

sein eindeutiges Minimum in x* = A~'b an. D.h. die Losung des Minimierungsproblems mirllV F(x)
xeR:

stimmt mit der Losung des Gleichungssystems Ax = b iiberein.
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Beweis .
x € RY. Wihle v so, dass x = x* + v

F(x) = %(Ax, x) —«(b,x) = %(A(x* + V), x* +v) = (b, x* + V)

= 1 [(Ax™, x*) + 2(Ax™,v) + (Av,v)] — (b, x*) — (b, V)

2
1 1
= §<Ax*, XY = (b, x*y +{Ax* — b, V) + > (Av,v)
=0 fiir x*=A"'b >0 fiir v£0
=F(x*)
= F(x) > F(x*) fiir alle x # x*
Eindeutigkeit: Ang. 3 zwei Minima, x" # x
—>x =x*+vdhv#0
= Fx)=Fx*)+ % (Av,v) Widerspruch zu x’ Minimum O
~—_——

>0

Eindimensionale Minimierung:
Idee: x®, Suchrichtung p® # 0 finde a® € R so dass

F(x® 4+ a®p®y — min

1
f(a’(k)) — F(x(k) + a/(k)p(k)) — F(x(k)) + a/(k)(Ax(k) - b, p(k)> + 5(a,(k))2<Ap(k),p(k)>
Defekt

—_—
df ®) NN N w _ (b—AxY, p®)
Ia® =(Ax"Y = b, p'”)y + V(AP p")y = 0= " = Ao

Gradientenverfahren: steilster Abstieg
N =2: F: R? - R (Zeichnung)

Idee: p® = —VF(x®)

VF(x®) = Ax® — b

d.h. p® = —-VF(x®) = b — AxP = g®

Gradientenverfahren

Require: A, x=x9, b,
d=b-Ax
normO = ||d||
norm = norm0
while (norm> & norm0) do

q=Ad
_ da)
= 4d
x=x+ad
d=d-aq

norm = ||d||
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end while

Satz 10.8 Konvergenz des Gradientenverfahrens
Sei A = AT > 0 und Ax = b. Definiere das Fehlerfunktional

EQ) =llx =y} = (A(x—y),x =) VyeR"

({x,y)a = (Ax,y) heilit Energieskalarprodukt und ||x|[s = V(Ax, x) Energienorm).
Dann gilt:

(t+1) (1)
E(x )s(l (A))E(x)

1

1 2
oder: [|lx — x™V||, < (1 - —) [l — xOll4

k(A)
Beweis .
E(x(’)) _ E(x(”l)) (e(t),Ae(’)> _ (e(’“),Ae(””)
E(x®) - (e, Ae®)
(e(’),Ae(’)) _ (e(’) _ a/(’)d(t),A(e(’) _ a'(’)d(’)))
- (e, Aey
2a(’)(e(’), Ad(’)) _ (a(’))2<d(’), Ad(’))
- (e, Aey
OP0) 0 40y \2
2 <ffd(t)dd(t)>> <d(t) d(f)> ( (i\dd(t;fld(t;) ) <d(t) 4 Ad(t)>
(d0, A-1d")
(d(t), d(t)>2
= (AdD, dOYA-TdO, 40
3 lla®|*
- (AdD, dDYWA-1dD_ )
Raleigh Quotient:
lIyl? 1
Amin z <(A s < /lmax 2 = >
lIyll™ < (Ay,y) gl Ay >
2
s bie_ .,
/lmaxllyll <{A7y,y < /lmmllyll < Alyyy = Ain
und damit
E(x(t)) B E(X(HI)) _ > /1min _ 1
E(x(t)) - "~ Amax B k(A)
1
o oy < [1 = 0
E(x™) A (x")
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Konjugierte Gradienten Verfahren
Gradientenverfahren N = 2: (Zeichnung)
Idee: Minimierung im Unterraum

©)

B, := span {p W, ,p(’_l)} p“linear unabhingig

Gegeben: x¥ bestimme

1
X0 = X0 4 Z a/(/.t_l)p(j) e xX9 + B,

j=0
sodass
F(x")= min F(y)
yex+B,
Also:
oy~ Lo o ®
F(x7) = §<Ax ,x7) = (b, x7)
1 -1 -1 -1
=7 <A [x(m + Z ay—np(;)] x4 Z a,f”)p(")> _ <b, O Z a,(kf—l)p(k)>
j=0 k=0 k=0
- = (r hy2
<Ax(0) b, x(°)>+2a(’ D(AX® — b, p®y + Z <Ap(f),p(f>>
k=0 Jj=0
-1 a(’ ) <z )
+ ————ApY, p®)
Jj=0 k#j
OF ™ (r )
(l 1)(x(’)) = (Ax© — p, p(’)>+a(’ DeAp®, p0y +Z —*__(Ap®, p<k)>+z —(ApD, py
oa k#i J#EI
t—1 \
= A — b p) + > ol AP P L0 =0 (10.1)
k=0 Cit
= LGS fiir die Koeffizienten a;:
Ca™V = ci = (Ap"™. p?) ri= (b~ Ax”, p?)
Cists.p.d.
=y
-1 1-1 =1 =1
(Cy.y) = yoei = ), ) yivlAp, p?) = <A (Z ykp(")], yip(’)> =AY,y >0
i=0 k=0 ik k=0 j=0

(10.1) konnen wir schreiben als:

<Ax(t)—b,p(i)>:0 Vi=0,---,t—1 (10.2)
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nent man ,,Galerkin-Gleichungen*
Aufwand steigt mit der Anzahl der Suchrichtungen stark an.
Idee: Wihle A-orthogonale Suchrichtungen: (,,konjugierte* Suchrichtungen)

(Ap?.p") =0 VOo<i<j<t-1

Dann gilt:
1—1
(Ax© — b, p@y + Z o(Ap®, p®y
k=0
= <Ax(0) _ b, p(i)> + a,gt—l)<Ap(i),p(i)> =0 i= 0, - 1
also

= gD = (b - Ax©, p)

PSS o 0y 0,---,t—1 (10.3)

Orthogonalisierung der Suchrichtungen mittels Gram-Schmidt:
Suchrichtungen p® werden sukzessive aufgebaut:

PO = -VFx) = b - Ax? = q©

p = -VF() + i BV p'7 sodass (Ap”, pPy =0 Vi<t (10.4)

=0
Zwischenresultat:
span { PO ..., p(’)} = span {d(O),Ad(O), e ,A’d“))} = K,(d?, A) .. Krylovraum*

Induktion tiber #:
t=0:

p© =49 span {p(o)} = span {d(o)} v
t—1—1tdh.

span{p?, -+, p*} = span{d?, - -- A7d V) = K- (@, A)

=1 =1
i -1 j
PP =b-A [x“)) + ) aip )] Y BpY

i=0 =0

e

-2 t—1

=bh—Ax? - Z a,Ap"” + Z,By_l)p(j) —a, 1 Ap"™P

d©) i=0 j=0

€K1 (dD,A)

€K (d,A)
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Bestimmung der ,By_l), i<t
' ~1
0= <Ap(t)’p(l)> =(b- Ax® + Zﬁ;’_l)pm,f\p“))
j=0
-1
= (b—Ax",Ap®) + > 70 (p?, Ap?) Vi<ti-1
J=0 =0 fiir i)
=(b _Ax(t)’Ap(i)> +ﬁ§t+l)<p(i),Ap(i)>
Fall 1:i<t-2
Ap(l) < Span{d(O)’ ot aAAld(O)} = Span{p(O)a ) p(i+1)}
Galerkin: (b — Ax”, p®y =0 firk<t-1= Y =0
Fall 2: i =t — 1 liefert
a1 _ (b— Ax®, Ap“V)
By = (pt=D, Ap(-D)
also:
p¥ =b—AxV + gV ph (10.5)
Konvergenz:
Vk(A) — 1 1
% = xily < 2( \/—K( ) ‘) O -l o~1-
k(A)+1 Vk(A)

Zur Reduktion des Fehlers um den Faktor € benotigt man #(e) = O( Vk(A)|logel) Iterationen. Dies fiihrt
fiir die Diskretisierung der Poisongleichung mit dem Fiinfpunktstern auf die Komplexitéten:

CG Relaxation Bandmatrix Nested Diss
d=2 O(N?) O(N? O(N?) O(N?)
d=3 O(N3) O(N?) O(N?) O(N?)
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