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UBUNG 1 KONVERGENZORDNUNG

In vielen Féllen kann die Konvergenzordnung eines Grenzprozesses

a(h) = a(h — 0),

a(h) —a = O(h%),

nur experimentell bestimmt werden. Dazu werden bei bekanntem Limes « fiir zwei Werte h und h /2
die Fehler a(h) — a und a(h/2) — a berechnet und dann die Ordnung « tiber den formalen Ansatz
a(h) —a = ch® aus der folgenden Formel ermittelt:
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1. Rekapitulieren Sie die Rechtfertigung dieser Formel. Wie kann man vorgehen, wenn kein ex-

akter Limes a bekannt ist?

2. Bestimmen Sie die Konvergenzordnungen fiir die folgenden von Funktionen a(h) und b(h)

abgegriffenen Werte:
h a(h) b(h)
21 7.188270827204928  8.89271737217539
22 7.095485351135761  8.971800326329658
23 7.047858597600531 8.992881146463981
2=4  7.023726226390662 8.998220339291473
25 7.011579000356371 8.999559782988968
276 7.005485409034109 8.999895247704067
Limes a(0) =17.0 b(0) =9.0
UBUNG 2 LOGISTISCHES WACHSTUM
Das Anfangswertproblem
p(to) = po
d
P = ap(t) =bp(t)*  (t>to)

4 Punkte

(mit a, b > 0) wird unter anderen zur Beschreibung eines logistischen Wachstums der Population
einer Spezies innerhalb eines geschlossenen Okosystems verwendet. Dabei strebt die Population stets

gegen den Gleichgewichtswert p(t — o0) = 4= €.

b



1. Zeigen Sie, dass das die Losung des Anfangswertproblems dargestellt werden kann als

_ apo
bpo + (a —bpp) e~alt=to)’

p(t)

2. Bei vielen Spezies ist die Geburtenrate nicht proportional zur PopulationsgrofSe. In vielen Féllen
wird zur Fortpflanzung ein Partner benétigt, der nicht aktiv gesucht, sondern zufillig angetrof-
fen wird. In vielen solchen Fillen kann die Geburtenrate b als proportional zu p? angenommen
werden, wihrend die Todesrate a nach wie vor proportional zu p ist. Daraus ergibt sich die

Differentialgleichung

& p(t) = bp(t)” — ap(t)

Unter welchen Umstdnden muss eine solche Spezies als gefdhrdet eingestuft werden?
4 Punkte

UBUNG 3 LINEARE ANFANGSWERTAUFGABEN

1. Sei A € R"*" eine symmetrisch positiv definite Matrix. Zeigen Sie, dass dann die global ein-
deutige Losung u : R — R" des linearen Anfangswertproblems

u'(t) = Au(t), t>to, u(to) = ug to € R,ug € R"
durch i
ut) = Gt
i=1

mit a; € Rund ¢ € R? dargestellt werden kann.

2. Bestimmen Sie die Losung der AWA

mit x : [0,00) — R2.
4 Punkte

UBUNG 4  hdnum BIBLIOTHEK (PROGRAMMIERAUFGABE)

1. Laden sie sich die hdnum Bibliothek zusammen mit dem Tutorial von der Homepage. Lesen sie
das Tutorial und installieren sie hdnum auf ihrem Computer. Kompilieren die die Beispielpro-
gramme im examples Verzeichnis und machen sich mit der Struktur der Bibliothek bekannt.

2. Betrachte die AWA
1

u'(t) = —200tu(t)?, to:=-3<t<3, wuty) = T

(a) Implementieren Sie die gegebene AWA analog zu der Implementierung des exponentiel-
len Wachstumsgesetzes in der Datei modelproblem.hh (alle hier angegebenen Dateien sind
im examples Verzeichnis der hdnum Bibliothek zu finden).

(b) Schreiben Sie ein Programm, welches Approximationen der analytischen Losung mit Hilfe
des expliziten Euler Verfahrens berechnet (siehe hierzu auch Datei modelproblem.cc). Eine
Implementierung des Verfahrens finden Sie in der Datei expliciteuler.hh. Geben sie den Wert
fiir t = 1 aus (Exakte Losung u(t) = (1 + 100t2)~1).

(c) Visualisieren Sie die Losung u(t) im Intervall [—3, 3] mit Gnuplot (oder einem anderen
Programm).

6 Punkte



