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UBUNG 1 TRICOMI GLEICHUNG

Gegeben sei die Tricomi-Gleichung
E)ZU + y0%u =0
fiir eine skalarwertige Funktion u auf dem Gebiet
Q=[-1,1] x [-1,1].

Untersuchen Sie, von welchem Typ diese PDE ist. Diese nichtlineare Gleichung ist wichtig bei der
Beschreibung eines Objekts, das sich mit der Uberschall-Geschwindigkeit bewegt.

2 Punkte
UBUNG 2 ANALYTISCHE LOSUNGEN DER WARMELEITUNGSGLEICHUNG
Gegeben sei die eindimensionale Warmeleitungsgleichung
Ou — 0*u =0
auf dem Raum-Zeit Gebiet
Dt ={(z,t) eER*’[0<z <1, 0<t<oo}.
1. Zeigen Sie, dass ein zugehoriges Anfangswertproblem mit Startbedingung u(z, t) ‘ 1o = fund

Randbedingung u(0,t) = u(1,t) = 0 fiir f € C*([0,1]) von der Funktion
u(z,t) = Z Foe ™ sinnma
n=1
gelost wird. Hierbei bezeichnet f’n den n-ten Fourier Koeffizient von f. Machen Sie hierfiir den

Separationsansatz u(x,t) = v(z) - w(t).

2. Zeigen Sie, dass die Funktion
1 z2

= 76_ﬂ
Vat
eine Losung der Warmeleitungsgleichung beschreibt.
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UBUNG 3 ENERGIE

1. Gegeben Sei die eindimensionale Warmeleitungsgleichung
O — 0?u =0
auf dem Raum-Zeit Gebiet
Dt={(z,t) eR’0<a<1,0<t<oo}.

(a) Zeigen Sie: Sei u € C2?(D+) eine Losung mit Randbedingung u(0,t) = u(1,t) = 0 und
Anfangsbedingung u(x,0) = f(x), z € (0, 1), dann gilt fiir beliebige ¢; > ¢y > 0:

1 1
/ u?(z,t1)de < / u?(z, to)de.
0 0



(b) Zeigen Sie: Wenn die Losung existiert, dann ist die Losung fiir gegebene Funktion f ein-
deutig.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst: 9;(u?) = 20, (ud,u) — 2(dyu)?.
2. Gegeben Sei die ein-dimensionale Wellengleichung
Otu — 0*u =0
auf dem Raum-Zeit Gebiet
DY ={(z,t) eR*’[0<z <1, 0<t<oo}.
(a) Zeigen Sie: Sei u € C2?(D+) eine Losung mit Randbedingung u(0,t) = u(1,t) = 0 und

Anfangsbedingung u(z,0) = f(x), ut(z,0) = g(z), € (0,1), dann gilt fiir beliebige ¢; >
tog > 0:

1 1
/ ul(z,t1) + ui(x,ty)de = / ul(x,to) + ul(z, to)dz.
0 0
(b) Wie ist es mit der Eindeutigkeit der Losung?

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst: ;[(0;u)? + (0,u)?]/2 — 0,[(0xu)(du)] = 0
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UBUNG 4 DIFFUSIVE-DAMPFUNG

Gegeben Sei die ein-dimensionale Warmeleitungsgleichung
Opu — 0*u =0
auf dem Raum-Zeit Gebiet
Dt={(z,t) eR’0<a<1,0<t<oo}.

In dem Programm, welches Sie im Verzeichnis dune-npde/uebungen/uebung03 des aktuellen dune-npde
Moduls finden, werden die Fourier-Koeffizienten

1 1
ap = Z/f(x) sin 2nx dx by, == 2/f(:n) cos 2mnx dx (N>n>0)
0 0

der Funktion

fiir den Startzeitpunkt ¢y = 0.001 berechnet und ausgegeben. Die Funktion uni formintegration ()
bestimmt die dabei auftretenden Integrale - angeblich bis auf eine vorgegebene Genauigkeit, die tiber
den Parameter accuracy vorgegeben wird.

1. Beschreiben Sie, wie die Funktion uniformintegration () dabei vorgeht. Unter welchen
Umstdnden kann mit der in accuracy vorgegebenen Genauigkeit wirklich der Fehler der Qua-
dratur abgeschitzt werden?

2. Inder Konfigurationsdatei uebung(03.ini kann die Quadraturordnung der lokalen Gauss-Quadratur
vorgegeben werden. Untersuchen Sie die Konvergenz der auftretenden Integrale anhand der
Ausgabe des Programms. Entspricht das Konvergenzverhalten Ihren Erwartungen?

3. Schreiben Sie einen Funktor, welcher die Funktion

N
b
g(x,t) = 50 + Z S ) (an sinn2mx + by, cosn2mx)

n=1

realisiert.



4. Schreiben Sie einen Funktor, um (unter Verwendung der Funktion uniformintegration ())
den Wert von

1
e(t) = / (9(z,1) — £ 1)%da
0

zu berechnen. Wir verédndert sich e(t) im Interval ¢ = 0.001...0.02? Erstellen Sie VTK Dateien
zur Visualisierung im Abstand von At = 0.001 und erkldren Sie ihre Beobachtungen.
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