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UBUNG 1 HOMOGENE DIRICHLET PROBLEME MIT P! ELEMENTEN

Sei 2 = [a,b] C R und Ty ein dquidistantes Gitter tiber Q2 mit Auflésung h = (b—a)/N fir N € N.
Sei
V={ve HY(Q)|v(a) =v(b) = 0}

ein Vektorraum und
Vi ={vn, € COUQ) | Vs e T : vh‘s ePl(s) A wp(a) =vu(b) =0}

ein endlich-dimensionaler Teilraum. Des Weiteren sei die stetige Linearform [ : V' — R und die
Bilinearform

a(u,v) = / Vu - Vodx
Q
gegeben. Die Vektoren v € V und uj, € V), erfiillen
a(u,v) = Il(v), YoeV

und
a(up,vp) = l(vp), Yoy, € V.

1. Zeigen Sie, dass (-, )y = a(-, ) ein Skalarprodukt auf V' induziert.
2. Zeigen Sie, dass u(a + ih) = up(a +ih) furi € 0,..., N.
7 Punkte

UBUNG 2 DAS CROUZEIX-RAVIART ELEMENT

Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet und f € C'(Q). Mit T sei eine konforme Triangulierung
von () gegeben, bestehend aus d-dimensionalen Simplizes. Die Crouzeix-Raviart Interpolation der
Funktion f ist gegeben durch

d
g(z) = Z Zes,i(x)f(cs,i)Xs(x)

seT i=0

wobei fiir einen gegebenen Simplex s die Koordinaten des Schwerpunkts der i-ten Seitenfldche durch
cs,; beschrieben werden und x, die zugehorige charakteristische Funktion beschreibt. Zu einer gege-
benen Nummerierung der Vertizes ay, ..., aq eines Simplex, sei die i-te Flache dadurch festgelegt,
dass sie den Vertex a; nicht enthélt. Die Crouzeix-Raviart Elemente 6, ; sind gegeben durch

1

wobei die Schwerpunkts-Koordinaten \;(z) des Simplex s durch

(x —a;) n;

(akz - ai) sy

)\Z(l‘):].— eR

gegeben sind (mit beliebigem Hilfs-Vertex aj, # a;) und stellen also eine lokale P! Interpolation auf
2 dar.

1. Zeigen Sie, dass die Definition der ); tatsdchlich unabhidngig von der Wahl des Hilfs-Vertex
Qg 75 a; ist.



2. Sei F; die i-te Flache eines Simplex s. Zeigen Sie, dass 6 ; ‘ p = lund 6 ;(a;) =1—d.

3. Zeigen Sie, dass die CR-Elemente beziiglich des Mittelwerts

1

einer Funktion auf der i-ten Seitenfliche F; eines Simplex s, die Eigenschaft o;(6, ;) = di;
erfiillen. Sie diirfen sich hierbei auf den drei-dimensionalen Fall beschrianken.

4. Zeigen Sie, dass g(x) fiir d > 2 im Allgemeinen unstetig ist.
5 Punkte

UBUNG 3 IMPLEMENTIERUNG DES CROUZEIX-RAVIART ELEMENTS

Im Ordner dune-npde/uebungen/uebung07, der aktuellen dune-npde Moduls finden Sie eine etwas
vereinfachte Version des Programms, welches Thnen fiir die praktische Aufgabe der letzten Ubung
zur Verfiigung gestellt wurde. Diese Variante bearbeitet ausschlielich den zwei-dimensionalen Fall
und verwendet ausschliefslich die P;-Basis. Eine sehr einfache Implementierung dieser Basis, welche
der dune-localfunctions Schnittstelle gentigt, finden Sie in der Datei

dune-npde/dune/npde/finiteelement/p12dbasis.hh.

1. Ihre Aufgabe ist es die Crouzeix-Raviart Elemente aus Aufgabe 2 mit der selben Schnittstelle zu
implementieren. Benutzen Sie dazu die Datei cr12dbasis.hh.

2. Verifizieren Sie Thre Implementierung indem Sie die Interpolation auch fiir diese Elemente
durchfiihren. Vergleichen Sie die Konvergenzraten.

3. Beobachten Sie die .vtu Dateien in Paraview. Was kann man iiber die Stetigkeit von Crouzeix-
Raviart Elemente bei der Interpolation sagen?

8 Punkte



