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Ubung 18 Bifurkationen (5 Punkte)

1. Gegeben sei das lineare dynamische System
t=1—x

mit dem reellen Bifurkationsparameter I. Dies ist die Normalform des Leaky-Integrate-and-Fire
Neurons. Entscheiden Sie, ob das System einen Bifurkationspunkt besitzen kann. Skizzieren Sie
das Bifurkationsdiagramm mit Richtungspfeilen.

2. Finden Sie fiir die folgenden eindimensionalen dynamischen Systeme die Bifurkationspunkte und
skizzieren Sie das Bifurkationsdiagramm mit Richtungsfeldern:

Pitchfork-Bifurkation: & =1z — 23,

Transkritische Bifurkation: 4 = Iz — 2.

3. Betrachten Sie das folgende dynamische System:
T=1y
y=1Iz+x— 2>

Bestimmen Sie fiir / = 0 die stationidren Punkte und deren Stabilitat. Skizzieren Sie das Pha-
senportrait des Systems fiir I = 0, I < 0 und I > 0. Ist das System strukturell stabil oder treten
Bifurkationen auf?

Ubung 19 Integrate-and-Fire-Neuron mit Runge-Kutta-Verfahren (10 Punkte)

In den Ubungen haben wir das Leaky Integrate and Fire-Modell

TmOw(t) = —(v(t) —vr) + R-I(1),
V() = Vyesets falls v(t) > Vinresholds
v(0) = v

ausfiihrlich behandelt und mit den Verfahren Forward Euler (FE), Backward Euler (BE) und Crank-
Nicolson (CN) gelost. Zur Bedeutung der Parameter im Modell siehe das erste Ubungsblatt.

Fiir den Fall eines konstanten angelegten Stroms kann eine analytische Losung angegeben werden:

U(t) = Usteady + (UO - Usteady) - €Xp {_t/Tm}



mit der Gleichgewichtslage vsieady = vr + R -1 = vVpest + R - 1. Die Zeit ¢ in der analytischen Losung
lauft ab dem letzten Riicksetz-Zeitpunkt (zu dem ein Spike getriggert wurde) und vy ist der initiale
Potential-Wert zu dieser Zeit. Mit Hilfe der analytischen Losung konnen wir das Konvergenz-Verhalten
numerischer Verfahren analysieren, also wie schnell sich der Fehler |e| = |v —v"| zu einem bestimmten
Zeitpunkt bei Verkleinerung der Zeitschrittweite reduziert.

In der Vorlesung haben Sie (explizite) Runge-Kutta-Verfahren verschiedener Ordnungen kennenge-
lernt, die wir in dieser Aufgabe untersuchen wollen.

1. Implementieren Sie ein explizites Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung (RK4) fiir das Modell
und verwenden Sie die Parameter R = 10, 7, = 10, vy = —65, Uthreshold = —D0 und vyeget =
—65. Der Startwert des Potentials sei v(0) = v = vr,. Der Strom soll konstant sein, I(¢) = Iy = 2.

Auf der Homepage wird Thnen eine Implementierung der Verfahren FE, BE und CN bereitgestellt.
Vergleichen Sie nun fiir diese drei Verfahren und RK4 die Konvergenzrate, in dem Sie den Fehler
zu einem festen Zeitpunkt betrachten (absolute Differenz der analytischen Losung und des nume-
rischen Potentials) und gleichzeitige die Zeitschrittweite s halbieren, z.B. k = 0.1, 0.05, 0.025,
0.0125, 0.00625, 0.003125. Passen Sie auf, dass Sie immer zum selben Zeitpunkt auswerten, den
Messzeitpunkt diirfen Sie aber beliebig wéhlen.

2. Exportieren Sie einen doppelt-logarithmischen Plot , Fehler“ iiber , Zeitschrittweite“, in dem
Sie die Werte aller vier Verfahren eintragen und bewerten Sie, wie die Verfahren den Fehler
reduzieren. Kénnen Sie in den Plots die Konvergenzrate ablesen?

3. Implementieren Sie nun ein (explizites) Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 6 (RK6) und wieder
holen Sie die Schritte aus den Teilaufgaben 1) und 2).



