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LU-Zerlegung: Formulierung
Zu ldsen sei das lineare Gleichungssystem

AX = b 1)

mit einer N x N-Matrix A und entsprechenden Vektoren x und b.
Gaul¥'sche Eliminationsverfahren (Sequentielles Verfahren)

Pivot

(1) for (k = 0; k < N; K ++)
2) for(i—k+1i<N: i+
3) lic = ai/ak; k
4) for((=k+1;j <N;j++)
5) aj = aj — li - ay; i
(6) bi = b — lix - by;

}

k

transformiert das Gleichungssystem (1) in das Gleichungssystem

Ux =d i%g;
mit einer oberen Dreiecksmatrix U.
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LU-Zerlegung: Eigenschaften

Obige Formulierung hat folgende Eigenschaften:
@ Die Matrixelemente a; fiir j > i enthalten die entsprechenden Eintrage
von U, d.h. A wird Gberschrieben.
@ Vektor b wird mit den Elementen von d Uberschrieben.
@ Es wird angenommen, das ay in Zeile (3) immer von Null verschieden ist
(keine Pivotisierung).
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LU-Zerlegung: Ableitung aus Gaul3-Elimination

Die LU-Zerlegung laRt sich aus der Gaul3-Elimination ableiten:

@ Jeder einzelne Transformationsschritt, der fir festes k und i aus den
Zeilen (3) bis (5) besteht, lasst sich als Multiplikation des
Gleichungssystems mit einer Matrix schreiben:

k

Lik = B =1 —lxEi

i —lik

1
(Eik ist die Matrix deren Element e = 1 ist, und die sonst aus lauter

Nullen besteht) von links verstehen, mit I aus Zeile (3) des Gaul3'sche
Eliminationsverfahrens. #
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LU-Zerlegung

@ Somit gilt
|:N—1,N—2 ceees |:N—1,0 ceees |:2,0|:1,0A = (3
=[N an2- -Lnoag----- Lo.0L10b
und wegen (2) gilt

Cnoan 2 - Lnag-ee Lool10A =U. 4)
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LU-Zerlegung: Eigenschaften

@ Es gelten folgende Eigenschaften:
o |:|k |:/ k= | — lixEik — lirg/ Ejrier fOr k 75 i (:> ExEiw = 0) .
e (| - ||kE|k)(| + ||kE|k) = | firk 7& i, d.h. le = |+ likEix .

@ Wegen 2 und der Beziehung (4)

A= 'if,(l) L{é T I:ﬁil,o T I:ﬁil,N—z u=Lu (5)

=:L

@ Wegen 1, was sinngemaR auch fiir L1 - L1 gilt, ist L eine untere
Dreiecksmatrix mit Ly, = ly furi > k und L; = 1.

@ Den Algorithmus zur LU-Zerlegung von A erhalt man durch weglassen
von Zeile (6) im GauR3-Algorithmus oben. Die Matrix L wird im unteren
Dreieck von A gespeichert.
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LU-Zerlegung: Parallele Variante mit zeilenweiser

Aufteilung

Zeilenweise Aufteilung einer N x N-Matrix fur den Fall N = P:

(k. k)

@ Im Schritt k teilt Prozessor Py die Matrixelemente ay , ..., ax n—1 allen

Prozessoren P; mit j > k mit, und diese eliminieren in ihrer Zeile.

@ Parallele Laufzeit:

1
Tp(N) = Yo (ts+t+ twem ) AN 4+ m2y
m=N— 1,. Rest der Broadcast Elimination
Anz. zu eli-
minierender
Zeilen
(N = 1)N (N —1)

2t +

N Id Ntw + N Id N (ts + tp)

2 2

~ Nztf+N2|dNtﬂ+N|dN(ts+th)
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LU-Zerlegung: Analyse der parallelen Variante

@ Sequentielle Laufzeit der LU-Zerlegung:

1
Ts(N) = > m o 2my = "
m=N-1 " Zeilen sind Elim. einer
zu elim. Zeile
oy (N=1) (N(6N —1)+1) §N3tf.

@ Wie man aus (6) sieht, wachst N - Tp = Q(N3IdN) (beachte P = N!)
asymptotisch schneller als Ts = Q(N3).

@ Der Algorithmus ist also nicht kostenoptimal (Effizienz kann fir
P = N — oo nicht konstant gehalten werden).

@ Dies liegt daran, dass Prozessor Py in seinem Broadcast wartet, bis alle
anderen Prozessoren die Pivotzeile erhalten haben.

@ Wir beschreiben nun eine asynchrone Variante, bei der ein Prozessor
sofort losrechnet, sobald er die Pivotzeile erhalten hat. Sy
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LU-Zerlegung: Asynchrone Variante
Programm ( Asynchrone LU-Zerlegung fur P = N)

parallel lu-1

constintN =

process MM[int p e {0 —1}]

{
double A[N]; /I meine Zeile
double rr[2][N]; /I Puffer fur Pivotzeile
double xr;
msgid m;
intj, k;

if (p > 0) m =arecv(M,_1,rr[0]);
for(k =0,k <N -1,k ++)

if (p == k) send(Mp41,A);
if (p > k)
{
while (—success(m)); Il warte auf Pivotzeile
if (p <N —1)asend(Mp;1,rr[k%2]);
if (p >k + 1) m =arecv(My_1,1r[(k + 1)%2]);
r =rr[k%2];
AK] = Alk]/r[K];
forG=k+1;j <N;j++)
Alil = Alll — ALK] - r[il;

}
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LU-Zerlegung: Zeitlicher Ablauf

Wie verhdlt sich der parallele Algorithmus Uber die Zeit?
Zeit

Po IEL:%
IEeEV se_n%

P1 Eliminieren .send
k=0 k=1
recv send recv |, send
p k=0k=0 k=1 k=1
2 Eliminieren ) Eliminieren
k=0 ' k=1
recv .send recv .send
k=0 k=0 k=1 k=1
P3 . . Sy
Eliminieren | Eliminieren Sy
k=0 k=1 g
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LU-Zerlegung: Parallele Laufzeit und Effizienz
@ Nach einer Einlaufzeit von p Nachrichtenlibertragungen ist die Pipeline
gefullt, und alle Prozessoren sind standig mit eliminieren beschéftigt.
Somit erhalt man folgende Laufzeit (N = P, immer noch!):

1

Tp(N) = (N —21)(ts +tn +twN)+ 2mt;  + t = 8
p(N) ( )(ts + th w)mgl( f s ) ®)

Einlaufzeit - Elim. Aufsetzzeit

(Rech-

nen+send

parallel)

(N-1)

N

~ Nt + N2ty + N(2ts +tn).
@ Den Faktor IdN von (6) sind wir somit los. Fir die Effizienz erhalten wir
Ts(N) IN3t
E(N,P) = = = 9
(N.P) NTp(N,P) ~ N3t + N3ty + N2(2ts + ty) ©
2 1

§ 14+ b 2ttt
+ t + Nt;

3 q
k Schritten idle bleibt. Verhindern lasst sich dies durch mehr Zeilen pr |i=
Prozessor (grobere Granularitat).
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LU-Zerlegung: Der FallN > P

LU-Zerlegung fur den Fall N > P:

@ Programm 0.1 von oben l&sst sich leicht auf den Fall N >> P erweitern. Dazu
werden die Zeilen zyklisch auf die Prozessoren O, ..., P — 1 verteilt. Die aktuelle
Pivotzeile erhalt ein Prozessor vom Vorganger im Ring.

@ Die parallele Laufzeit ist

Te(N.P) = (P-D)+t+wN)+ > (

m
N—-1 \P/
m=N—
Einlaufzeit der

Pipeline Zeilen pro
Prozessor

m2t + ts) -

3

N® 2
= thf + Nts + P(ts 4+ th) + NPty

und somit hat man die Effizienz

I
1+ s 4

2
N2 £t

E(N,P) =
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LU-Zerlegung: Der FallN > P

@ Wegen der zeilenweisen Aufteilung gilt jedoch in der Regel, dass einige
Prozessoren eine Zeile mehr haben als andere.

@ Eine noch bessere Lastverteilung erzielt man durch eine
zweidimensionale Verteilung der Matrix. Dazu nehmen wir an, dass die
Aufteilung der Zeilen- und Spaltenindexmenge

|=J=1{0,...,N—1}

durch die Abbildungen p und g fur | und q und v fir J vorgenommen wird.
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LU-Zerlegung: Allgemeine Aufteilung
@ Die nachfolgende Implementierung wird vereinfacht, wenn wir zusétzlich noch
annehmen, dass die Datenverteilung folgende Monotoniebedingung erfllt:
Istis < i und p(i1) = p(iz) sogelte pu(in) < wu(iz)
istjy <jzund q(j1) = q(j2) sogelte v(j1) <v(j2)

@ Damit entspricht einem Intervall von globalen Indizes [imin, N — 1] C | eine Anzahl
von Intervallen lokaler Indizes in verschiedenen Prozessoren, die wie folgt
berechnet werden kdnnen:

Setze
i(p,k) = {meN|Jieli>k:p(i)=p A ui)=m}
und
Lo mini(p,k) falls T(p,k) # 0
ibegin(p, k) { N sonst
: B maxi(p,k) fallsT(p,k) # 0
lend(p, k) = { 0 sonst.
@ Dann kann man eine Schleife
for(i=k;i<N;i++)... ‘n
ersetzen durch lokale Schleifen in den Prozessoren p der Gestalt iGiE
for (i = ibegin(p,k); i <iend(p,K);i++)... 4
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LU-Zerlegung: Allgemeine Aufteilung

Analog verféahrt man mit den Spaltenindizes:

Setze

J@,k) = {neN|3Jjej,j>k:q()=qA v()=n}
und

S inJ(q.k) falls J(q,k
jbegin(q,k) = {fl\'l“n (a.k) fals 3a.k) £

: maxJ(q,k) falls J(q,k
jend(q.k) = {0 (a,k) SOnst.(q )#0

Damit kénnen wir zur Implementierung der LU-Zerlegung fir eine allgemeine
Datenaufteilung schreiten.
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LU-Zerlegung: Algorithmus mit allg. Aufteilung

’Iirracl;glrazmm ( Synchrone LU-Zerlegung mit allg. Datenaufteilung)
u-
constintN = ..., VP =...;
process Mfint (p, q) € {0, ..., VP — 1} x {0,..., VP —1}]
{
double AN /+/P][N/+/P], r[N/~P]., c[N/P];
inti, j, k;
for(k =0,k < N — 1;k ++)
{
I = p(k);J = v(k); Il'lokale Indizes
Il verteile Pivotzeile:
if (p == p(k))
II'ich habe Pivotzeile
for( = Jbegln(q k):j < jend(a, k);j + +)
1l kopiere Segment der Pivotzeile
Sende r an aIIe Prozessoren (x,9) Vx #p
}
else recv(l‘lp(k),q,r);
Il verteile Pivotspalte:
if (@ == q(k))
{ Il lch habe Teil von Spalte k
for (i = ibegin(p, k + 1);i < iend(p, k + 1);i + +)
clil = AllP] = A[]P1/rL;
Sende c an alle Prozessoren (p, y) Vy # q
}
else recv(l‘lp’q(k), c);
/I Elimination:
for (i = ibegin(p, k + 1);i < iend(p, k + 1);i + +)
for ( = jbegin(q, k +1);j < jend(q, k + 1);j + +)
) AlilI] = ALIG] — cfi] - rlil;

}
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LU-Zerlegung: Analyse |

@ Analysieren wir diese Implementierung (synchrone Variante):

Te(N,P) = m_X:ljl(ts+th+twf)|df2+(ﬁ)22tf:

_ Broadcast
Pivotzeile/-spalte

N3
7

NZ
t + 7 IdvPty + N Id VP 2(ts + tn).

wWIN

1
@ MitW = 2N, d.h. N = (%)3 gilt

W 32/3, 1 3Y32(ts + th)
Te(W,P) = 5 f \F(th)3 +W |d\f7(2tf)3
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LU-Zerlegung: Analyse Il

@ Die Isoeffizienzfunktion erhalten wir aus PTp(W,P) — W < KW:

2 32/3¢
VPW S IdVPT—Y = KW
(2'[f)§
3 ot3
W =P2(ldvVP)*-—"
— (IdVP) 40K

also
W € O(P¥?(1d vVP)?).

@ Programm 0.2 kann man auch in einer asynchronen Variante realisieren.
Dadurch kénnen die Kommunikationsanteile wieder effektiv hinter der Rechnung
versteckt werden.
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LU-Zerlegung: Pivotisierung

@ Die LU-Faktorisierung allgemeiner, invertierbarer Matrizen erfordert Pivotisierung
und ist auch aus Grunden der Minimierung von Rundungsfehlern sinnvoll.

@ Man spricht von voller Pivotisierung, wenn das Pivotelement im Schritt k aus
allen (N — k)? verbleibenden Matrixelementen ausgewdhlt werden kann, bzw. von
teilweiser Pivotisierung (engl. ,partial pivoting“), falls das Pivotelement nur aus
einem Teil der Elemente ausgewahlt werden darf. Ublich ist z.B. das maximale
Zeilen- oder Spaltenpivot, d.h. man wéhlt ay, i > k, mit |ax| > |am| Vm > K.

@ Die Implementierung der LU-Zerlegung muss nun die Wahl des neuen
Pivotelements bei der Elimination beriicksichtigen. Dazu hat man zwei
Maoglichkeiten:

> Explizites Vertauschen von Zeilen und/oder Spalten: Hier lauft der Rest des Algorithmus dann
unverandert (bei Zeilenvertauschungen muss auch die rechte Seite permutiert werden).

> Man bewegt die eigentlichen Daten nicht, sondern merkt sich nur die Vertauschung von Indizes (in
einem Integer-Array, das alte Indizes in neue umrechnet.
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LU-Zerlegung: Pivotisierung

@ Die parallelen Versionen besitzen unterschiedliche Eignung fur Pivotisierung.
Folgende Punkte sind fir die parallele LU-Zerlegung mit teilweiser Pivotisierung
zu bedenken:

> |st der Bereich in dem das Pivotelement gesucht wird in einem einzigen Prozessor
(z.B. zeilenweise Aufteilung mit maximalem Zeilenpivot) gespeichert, so ist die Suche sequentiell
durchzufuhren. Im anderen Fall kann auch sie parallelisiert werden.

> Allerdings erfordert diese parallele Suche nach dem Pivotelement natirlich Kommunikation (und
somit Synchronisation), die das Pipelining in der asynchronen Variante unméglich macht.

> Permutieren der Indizes ist schneller als explizites Vertauschen, insbesondere, wenn das
Vertauschen den Datenaustausch zwischen Prozessoren erfordert. Allerdings kann dadurch eine
gute Lastverteilung zerstort werden, falls zufallig die Pivotelemente immer im gleichen Prozessor
liegen.

@ Einen recht guten Kompromiss stellt die zeilenweise zyklische Aufteilung mit
maximalem Zeilenpivot und explizitem Vertauschen dar, denn:

> Pivotsuche in der Zeile k ist zwar sequentiell, braucht aber nur O(N — k) Operationen (gegeniiber
O((N — k)?/P) fiir die Elimination); ausserdem wird das Pipelining nicht gestort.

> explizites Vertauschen erfordert nur Kommunikation des Index der Pivotspalte, aber keinen
Austausch von Matrixelementen zwischen Prozessoren. Der Pivotspaltenindex wird mit der
Pivotzeile geschickt.

> Lastverteilung wird von der Pivotisierung nicht beeinflusst.
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LU-Zerlegung: Losen der Dreieckssysteme

@ Wir nehmen an, die Matrix A sei in A = LU faktorisiert wie oben beschrieben, und
wenden uns nun der Lésung eines Systems der Form

LUX =b (10)

zu. Dies geschieht in zwei Schritten:

Ly = b (12)
Ux = . (12)
@ Betrachten wir kurz den sequentiellen Algorithmus:
/Ly = b:
for(k =0; k < N;k ++){
Yk = by; l =1
for(i=k+1;i <N;i++)
bi = b — akyx;
}
IUx =y:
fork=N—-1;k >0,k — =) {
Xk = Yk /8kk

for(i=0;i <k;i++)
Yi =Yi — @QikXk;

}

S

@ Dies ist eine spaltenorientierte Version, denn nach Berechnung von yy bzw. xiGEE
wird sofort die rechte Seite fur alle Indizes i > k bzw. i < k modifiziert. 4
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LU-Zerlegung: Parallelisierung

@ Die Parallelisierung wird sich nattrlich an der Datenverteilung der LU-Zerlegung
orientieren miissen (falls man ein Umkopieren vermeiden will, was wegen O(N?)
Daten und O(N?) Operationen sinnvoll erscheint). Betrachten wir hierzu eine
zweidimensionale blockweise Aufteilung der Matrix:

Yoo

@ Die Abschnitte von b sind tber Prozessorzeilen kopiert und die Abschnitte von'y
sind Uber Prozessorspalten kopiert. Offensichtlich kdnnen nach Berechnung von
yk nur die Prozessoren der Spalte q(k) mit der Modifikation von b beschaftigt
werden. Entsprechend kdnnen bei der Auflésung von Ux =y nur die
Prozessoren (x, q(k)) zu einer Zeit beschéftigt werden. Bei einer zeilenweise ig..
Aufteilung (Q = 1) sind somit immer alle Prozessoren beschéftigt.
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LU-Zerlegung: Parallelisierung bei allg. Aufteilung

Proegramm (Auflésen von LUx = b bei allgemeiner Datenaufteilung)

para!l lu-solve
constintN = .
constint VP =
process Mfint (p, q) c {0,...,vP -1} x{0,..., VP —1}]
{
double A[N /+/P]IN //P];
double b[N /v/P]; [N/ V/P];
inti, j, k, I, K;

Il Lése Ly = b, speicherey in x.

/' b spaltenweise verteilt auf Diagonalprozessoren.
if (o0 == q) sende b an alle (p, *);

for(k =0k < N;k + +)

{
| = p(k)iK = v(k);
if(q(k) == q) /I nur die haben was zu tun
if(k >0 A q(k) #a(k — 1)) 1l brauche aktuelle b
‘ recv(My q(k—1) )
if (p(k) ==
{ /I habe Diagonalelement
X[K] = b[I]; Il speicherey in x!
sende x[K] an alle (x, q);
else recv(l‘lp(k x[k])
for (i = |beg|n(p, k + 1);i < iend(p, k + 1);i + +)
il = bli] — AlIK] - xIK];
if(k <N—1 A gk +1) #q(k))
send(l‘lpyq(k+1), b);
}

}
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LU-Zerlegung: Parallelisierung

Programm (Auflt')sen von LUx = b bei allgemeiner Datenaufteilung cont.)

paralléf’lu-solve cont.

{
/./' .y steht in x; x ist spaltenverteilt und zeilenkopiert. Fiir Ux = y wollen wir y in b speichern Es ist also x
in b umzukopieren, wobei b zeilenverteilt und spaltenkopiert sein soll.
for (i = 0;i < N/~/P;i++) Il léschen
bfi] = 0;
for( =0/ <N—1j++)
if@(@) =a A p@i) =p) Il einer muss es sein
b[u()] = x[v()];
summiere b tber alle (p, =), Resultatin (p, p);
Il Auflésen von Ux = y (y ist in b gespeichert)
if (p == q) sende b and alle (p, *);
fork =N — 1,k > 0k — —)
{
I = u(k)iK = v(k);
i{f (a(k) == a)
itk <N—1 A q(k) #a(k +1))
. recv(My q(k+1): b):
I{f (p(k) == p)
x[K] = b[I]/AN[K];
sende x[K] an alle (x, q);
}
else.recy(l'lp.(k),q(k)., x[K.]); )
for (i = ibegin(p, 0);i < iend(p, 0);i + +)
bli] = b[i] — A[i][K] - x[K];
if(k >0 A q(k) #a(k — 1))
send(l‘lpﬁq(k_l), b);
}
}
}
}
’
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LU-Zerlegung: Parallelisierung

@ Da zu einer Zeit immer nur v/P Prozessoren beschaftigt sind, kann der
Algorithmus nicht kostenoptimal sein. Das Gesamtverfahren aus
LU-Zerlegung und Aufldsen der Dreieckssysteme kann aber immer noch
isoeffizient skaliert werden, da die sequentielle Komplexitat des
Auflosens nur O(N?) gegeniiber O(N?) fiir die Faktorisierung ist.

@ Muss man ein Gleichungssystem fir viele rechte Seiten Iésen, sollte man
ein rechteckiges Prozessorfeld P x Q mit P > Q verwenden, oder im
Extremfall Q = 1 wahlen. Falls Pivotisierung erforderlich ist, war das ja
ohnehin eine sinnvolle Konfiguration.
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