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Problemstellung: Beispiel
Ein kontinuierliches Problem und seine Diskretisierung:
@ Beispiel: Eine dinne, quadratische Metallplatte sei an allen Seiten
eingespannt.
@ Die zeitlich konstante Temperaturverteilung am Rand der Metallplatte sei

bekannt.
@ Welche Temperatur herrscht an jedem inneren Punkt der Metallplatte,
wenn sich ein stationarer Zustand eingestellt hat?
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Problemstellung: kontinuierlich

@ Dieser Warmeleitungsvorgang kann mit einem mathematischen Modell
(naherungsweise) beschrieben werden.

@ Die Metallplatte wird durch ein Gebiet Q c R? beschrieben.
@ Gesucht ist die Temperaturverteilung T (x,y) fur alle (x,y) € Q.
@ Die Temperatur T (x,y) fir (x,y) auf dem Rand 9 sei bekannt.

@ |st die Metallplatte homogen (Uberall gleiche Warmeleitfahigkeit), so wird
die Temperatur im Inneren durch die partielle Differentialgleichung

02T 9T

beschrieben.
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Problemstellung: diskret

@ Im Rechner kann man die Temperatur nicht an jedem Punkt (x,y) € Q
(Uberabzéahlbar viele) bestimmen, sondern nur an einigen ausgewabhlten.

@ Dazu sei speziell Q = [0, 1]? gewahlt.

@ Mittels dem Parameter h = 1/N, fur ein N € N, wahlen wir speziell die
Punkte (x;,y;) = (ih,jh), faralle 0 <i,j <N.

@ Man bezeichnet diese Menge von Punkten auch als regelmassiges,
aquidistantes Gitter

J

4D |- |- D D

GlLE & Die Punkte am Rand wurden dabei

o 4 mit anderen Symbolen (Quadrate)
i ] gekennzeichnet als die im Inneren

b o (Kreise).
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Diskretisierung |

Wie bestimmt man nun die Temperatur T;; am Punkt (x;,y;)?
@ Eine gangige Methode, das Verfahren der ,Finiten Differenzen*

@ Idee: Die Temperatur am Punkt (x;,y;) durch die Werte an den vier
Nachbarpunkten ausgedruckt wird:

Tic1j+ Tigej +Tijo1+ Tijga

Tij= ) (2)
= Ticgj+Tigj — 4T+ Tij—a +Tijza =0 3)
far1 <i,j <N -1
@ An der Form (3) erkennt man, dass alle (N — 1)2 Gleichungen fiir
1 <i,j < N —1 zusammen ein lineares Gleichungssystem ergeben:
AT =b 4
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Diskretisierung Il

@ Dabei entspricht G(A) genau dem oben gezeichneten Gitter, wenn man
die Randpunkte (Quadrate) weglasst. Die rechte Seite b von (3) ist nicht
etwa Null, sondern enthalt die Temperaturwerte am Rand!

@ Die so berechneten Temperaturwerte T; ; an den Punkten (x;, y;) sind
nicht identisch mit der Lésung T (i, yi) der partiellen Differentialgleichung
(2). Vielmehr gilt

[Tij = T (%, 1)l < O(h?) (%)

@ Diesen Fehler bezeichnet man als ,Diskretisierungsfehler. Eine
VergréRerung von N entspricht somit einer genaueren
Temperaturberechnung.
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lterationsverfahren |

@ Wir wollen nun das Gleichungssystem (4) ,,iterativ“ I6sen. Dazu geben wir
uns einen beliebigen Wert der Temperatur T% an jedem Punkt
1<i,j <N —1vor (die Temperatur am Rand ist ja bekannt).

@ Ausgehend von dieser Naherungslosung wollen wir nun eine verbesserte
Lésung berechnen. Dazu benutzen wir die Vorschrift (2) und setzen

T+ T+ T+ T

T_n_+l
4

furalle1<i,j<N-1. (6)

@ Offensichtlich kénnen die verbesserten Werte Tn+1 fur alle Indizes (i, ])
gleichzeitig berechnet werden, da sie nur von den alten Werten T
abhangen.
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lterationsverfahren I

@ Man kann tatséachlich zeigen, dass

nli_>moo Tir:lj = Ti,j (7)

gilt.

@ Den Fehler [T — Ti;| in der n-ten Naherungslosung bezeichnet man als
Hlterationsfehler*.

@ Wie grol3 ist nun dieser Iterationsfehler? Man bendétigt ja ein Kriterium bis
zu welchem n man rechnen muss.
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lterationsverfahren il

@ Dazu betrachtet man, wie gut die Werte T/"; die Gleichung (3) erfillen, d.h. wir
setzen
E" = 1< s Ty + Ty — 4T + T+ Tl
@ Ublicherweise verwendet man diesen Fehler nur relativ, d.h. man iteriert so lange
bis
E" < E°
gilt, also der Anfangsfehler E° um den Reduktionsfaktor ¢ reduziert wurde.
@ Dies fiihrt uns zu dem sequentiellen Verfahren:
wahle N, ¢;
wahle TS;
E® = maxq<ij<n-1 |Ti071,j + Tiil,j - 4Ti(,)j + Ti(,)jfl + Ti(,)j+1 ;
n=0;
while (E" > ¢E?)
{
for(1 <i,j <N-1)
T+l T T T T
1] ’
BM = maxyqjen—1 [T + T — 4T + T, + T i

n=n+1;
}
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lterationsverfahren IV

@ Kompakter kbénnen wir dies alles mit Vektoren schreiben. Zu l6sen ist das
Gleichungssystem (4), also AT = b. Die Naherungswerte Ti'jj
entsprechen jeweils Vektoren T".

@ Formal berechnet sich T"t! als
T =T" 4+ Db - AT")

mit der Diagonalmatrix D = diag(A). Dies bezeichnet man als
Jacobiverfahren.

@ Der Fehler E" ergibt sich aus
E"=]b-A-T",

wobei || - || die Maximumnorm eines Vektors ist.
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Parallelisierung |

@ Der Algorithmus erlaubt wieder eine datenparallele Formulierung.

@ Die (N + 1)? Gitterpunkte werden dazu durch Partitionierung der
Indexmenge | = {0,...,N} auf ein VP x v/P-Prozessorfeld aufgeteilt.

@ Die Partitionierung geschieht dabei blockweise:

f nicht
ol

5] 5
Progessor
b I W A
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Parallelisierung Il

@ Prozessor (p, q) berechnet somit die Werte Ti’jj“ mit
(i,J) € {start(p),...,end(p)} x {start(q),...,end(q)}.
@ Um dies zu tun, benétigt er jedoch auch Werte Ti’,‘j aus den
Nachbarprozessoren mit
(i,j) € {start(p) — 1,...,end(p) + 1} x {start(q) — 1,...,end(q) + 1}.
@ Dies sind die Knoten, die in der Abbildung oben mit Quadraten
gekennzeichnet sind!

@ Jeder Prozessor speichert also zuséatzlich zu den ihm zugewiesenen
Gitterpunkten noch eine zusatzliche Schicht von Gitterpunkten.
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Parallelisierung Il

@ Der parallele Algorithmus besteht somit aus folgenden Schritten:

Startwerte Ti?j sind allen Prozessoren bekannt.

while (E" > ¢E?)

{
berechne Ti'fj+l far (i,j) € {start(p),...,end(p)} x {start(q),...,end(q)};
tausche Randwerte (Quadrate) mit Nachbarn aus;
Berechne E" auf (i,j) € {start(p),...,end(p)} x {start(q),...,end(q)};
Bilde globales Maximum;
n=n+1,

}

@ Im Austauschschritt tauschen zwei benachbarte Prozessoren Werte aus:

Faat o0 o0 o0 o0 Faat
EE) EE) EE) EE) EE) EE)

H—H— —= B—H—H
AN S iy
GS =
() (P.a+1) "
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Parallelisierung IV

@ FUr diesen Austauschschritt verwendet man entweder asynchrone
Kommunikation oder synchrone Kommunikation mit Farbung.

@ Wir berechnen die Skalierbarkeit einer Iteration:

W
W = Ts(N)=N?p =N=,/—
top
To(N,P) = ( N >2t +(t ittt N)4+(t Fty+t)IdP
P 5 \/5 op S h W\/ﬁ S h W
globale
Berechnung Randaustausch Komm.: Max.
fur E"
W \/ 4t
Tp(W,P) = \F \/VL (ts +th +tw) IdP + 4(ts + ty)
To(W,P) = PTp—W =

4t
= VWVP—X 4+ PIdP(ts + th + tw) + P4(ts + tn)

Vior
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Parallelisierung V

@ Asymptotisch erhalten wir die Isoeffizienzfunktion W = O(P Id P) aus
dem zweiten Term, obwohl der erste Term fur praktische Werte von N
dominant sein wird. Der Algorithmus ist nahezu optimal skalierbar.

@ Aufgrund der blockweisen Aufteilung hat man einen

Oberflache-zu-Volumen Effekt: o / ( ) @. In drei
2 3 1/3
Raumdimensionen erhalt man (5%3)" / (5%5) = %5
@ Fur gleiches N und P ist also die Effizienz etwas schlechter als in zwei
Dimensionen.
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Mehrgitterverfahren |

@ Fragen wir uns nach der Gesamteffizienz eines Verfahrens, so ist die

Zahl der Operationen entscheidend.

@ Dabei ist
Ts(N) =IT(N)-Tir(N)

@ Wieviele Iterationen nun tatséachlich auszufiihren sind, hangt neben N

natlrlich von dem benutzen Verfahren ab.
@ Dazu erhalt man die folgenden Klassifikationen:

Jacobi, GauB-Seidel : IT(N) = O(

SOR mit wept 1 IT(N) = O(

konjugierte Gradienten (CG) : IT(N) = O(
hierarchische Basis d=2: IT(N) = O(
Mehrgitterverfahren : 1T (N) = O(

@ Die Zeit fur eine Iteration Tt (N) ist dabei fiir alle Verfahren in O

vergleichbarer Konstante ( liegt im Bereich von 1 bis 5).
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Mehrgitterverfahren Il

@ Wir sehen also, daR3 z.B. das Mehrgitterverfahren sehr viel schneller ist,
als das Jacobi-Verfahren.

@ Auch die Parallelisierung des Jacobi-Verfahrens hilft da nicht, denn es
gelten:

O Nd+2
TP,Jacobi(NaP) = g

und Tsma(N) = O(N?)

@ Eine Verdopplung von N hat also eine Vervierfachung des Aufwandes
des parallelisierten Jacobi- Verfahrens im Vergleich zum
sequenti el | en Mehrgitterverfahren zur Folge!

@ Das fuhrt uns auf ein grundsétzliches Gebot der parallelen
Programmierung:

Parallelisiere den besten sequentiellen
Algorithmus, wenn irgend mdglich!
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Mehrgitterverfahren Il

@ Betrachten wir noch einmal die Diskretisierung der Laplacegleichung
AT =0.
@ Diese ergibt das lineare Gleichungssystem

AX =b

@ Dabei wird der Vektor b durch die Dirichlet-Randwerte bestimmt. Sei nun
eine Naherung der Losung durch x' gegeben. Setze dazu den
Iterationsfehler . _

e'=x-x'
@ Aufgrund der Linearitat von A kénnen wir folgern:
Ae' = Ax —Ax'=b — Ax' =: d'
~~
b

@ Dabei nennen wir d' den Def ekt .
@ Eine gute Naherung fiir ' berechnet man durch das Lésen von

Mvi =d' also vi=M"'d is._

GS=

@ Dabei sei M leichter zu I6sen, als A (in O(N) Schritten, wenn x € RN )! p
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Mehrgitterverfahren 1V
@ Fur spezielle M bekommen wir bereits bekannte Iterationsverfahren :

M =1 — Richardson
M = diag(A) — Jacobi
M =L(A) — Gaul-Seidel

@ Wir erhalten lineare lterationsverfahren der Form
X =x' 4+ wM (b — Ax')

@ Dabei stellt das w € [0, 1] einen Dampfungsfaktor dar.
@ Fur den Fehler e'*+! = x — x'*1 gilt:

et = (1 —wMtA)e

@ Dabei bezeichnen wir die Iterationsmatrix | — wM ~1A mit S.

@ Es liegt genau dann Konvergenz (limj_, el = 0) vor , wenn der
betragsgréRte Eigenwert von S echt(!) kleiner als Eins ist.
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Glattungseigenschatt |

@ |Ist die Matrix A symmetrisch und positiv definit, so hat sie nur reelle,
positive Eigenwerte \¢ zu Eigenvektoren zy.

@ Die Richardson-Iteration
X' =x" + w(b — AX')
fuhrt wegen M = | auf die Fehlerfortpfanzung
et = (I —wA)e

@ Nun setzen wir den Dampfungsfaktor w = 12 und betrachten
e' = z(VK).
@ Dann erhalten wir

. 1 Ak Ak i
el+1_<|_A>Z =7y — —7 —(1—)9'
)\max k K >\max “ )\max
(l B )\k) _ 0 A = /-\max S
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Glattungseigenschatt Il

@ Im Fall kleiner Eigenwerte haben wir also eine schlechte Dampfung des
Fehlers ( sie liegt in der GréRenordnung von 1 - O (h?)).

@ Dieses Verhalten ist fir die Jacobi und Gaul3-Seidel Iterationsverfahren
qualitativ identisch.

@ Zu kleinen Eigenwerten gehdren aber langwellige Eigenfunktionen.
@ Diese langwelligen Fehler werden also nur sehr schlecht gedampft.

@ Anschaulich betrachtet bieten die Iterationsverfahren nur eine lokale
Glattung des Fehlers, auf dem sie arbeiten, denn sie ermitteln neue
Iterationswerte ja nur aus Werten in einer lokalen Nachbarschaft.

@ Schnelle Oszillationen kdnnen werden schnell herausgeglattet, wahrend
langwellige Fehler die lokalen Glattungen weitgehend unveréndert
Uberstehen.
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Glattungseigenschatt Il
Zur Veranschaulichung betrachen wir folgendes Beispiel:

Die Laplacegleichung —Au = f wird mittels eines Funf-Punkte-Sterns auf
einem strukturierten Gitter diskretisiert. Die zugehdrigen Eigenfunktionen
sind sin(vmx) sin(uzy), wobei 1 < v und u < h=* — 1 gelten. Wir setzen
h = 2 und den Initialisierungsfehler auf

e’ = sin(37x) sin(27y) + sin(127x) sin(12ry) + sin(31xx) sin(317y).

Mit w = A— erhalt man die Dampfungfaktoren ( pro Iteration ) fur die
Richardson lteration durch 0.984, 0.691 und O fiir die einzelnen
Eigenfunktionen. Die untenstehenden Graphen zeigen den
Initialisierungsfehler und den Fehler nach einer bzw. funf Iterationen.

,H ‘( i i
“', (T IM"(IV
\ l] WNL
i

;n)n
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Glattungseigenschatft 1V

@ Daher kommt man auf die Idee, diese langwelligen Fehler auf groberen
Gittern darzustellen, nachdem die schnellen Ozillationen herausgeglattet

worden sind.

@ Auf diesen groberen Gittern ist dann der Aufwand, um die Fehlerkurve zu
glatten, geringer.

@ Weil die Kurve nach der Vorglattung einigermaf3en glatt ist, ist diese
Restriktion auf weniger Gitterpunkte gut mdglich.
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Gitterhierarchie |
@ Man erstellt also eine ganze Folge von Gittern verschiedener Feinheit.
@ Glattet zunachst auf dem feinsten die kurzwelligen Fehlerfunktionen
heraus.
@ Geht dann auf das nachst grobere Gitter Gber usw. .
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Gitterhierarchie |l
@ Entsprechend erhédlt man eine ganze Folge linearer Systeme

Ax = by,

da ja die Anzahl der Gitterpunkte N und damit die Lange von x auf
gréberen Gittern schwindet.

@ Naturlich will man nach dieser Restriktion wieder auf das urspriingliche
feine Gitter zuriickkehren.

@ Dazu fuhrt man eine Grobgitterkorrektur durch.

@ Nehmen wir dazu an, wir seinen auf Gitterstufe |, betrachten also das
LGS

Ax = b

@ Auf dieser Stufe ist eine Iterierte x| mit Fehler e/ gegeben, also die

Fehlergleichung _ _
Ae|' =b - A|X|I

Nehmen wir an, x,i ist Ergebnis von v, Jacobi, Gau3-Seidel oder
ahnlichen Iterationen.

@ Dann ist e} verhaltnismaRig glatt und somit auch gut auf einem grober
Gitter darstellbar, das heif3t, er kann von einem gréberen Gitter gut auiéii
das feinere interpoliert werden.
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Gitterhierarchie Il
@ Sei dazu v,_; der Fehler auf dem gréberen Gitter.
@ Dann ist in guter Naherung
e,i ~ Pvi_1

@ Dabei ist P, eine Interpolationsmatrix ( Prolongation ), die eine linerare
Interpolation ausfuhrt und so aus dem Grobgittervektor einen
Feingittervektor macht.

Ny
GEE
pw
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Zweigitter- und Mehrgitterverfahren |

@ Durch Kombination der obigen Gleichungen erhélt man die Gleichung fur
Vi1 durch _
RAP\v|_1 = R|(b| — A|X|I)

@ Dabeiist RIAP, =: Aj_; € RN-1xN-1 ynd R, ist die Restriktionsmatrix, fir
die man z.B. R; = P nimmt.
@ Ein sogenanntes Zweigitterverfahren besteht nun aus den beiden
Schritten:
@ 1 Jacobi-lterationen ( auf Stufe |) _
© Grobgitterkorrektur x ™ = x| + PIA L Ri(b — Ax/)
@ Die rekursive Anwendung fuhrt auf die Mehrgitterverfahren.
mgc(l, xi, by)
{
if (1==0) xo = Ay *bo;
else {
vq Iterationen Eingitterverfahren auf Ajx; = by; //Vorglattung
d—1 = Ri(b — Axi);
Vi1 =0;
for(g=1,..., v)
mge(l —1,vi—1,di—1);
Xi =X + Pvi_g;
v, lterationen Eingitterverfahren auf Ajx; = by; //Nachglattung islh
}
}
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Zweigitter- und Mehrgitterverfahren Il

@ Esistausreichend, v = 1,11 = 1,1, = 0 zu setzen, damit die Iterationszahl O(1)
ist.

@ Der einmalige Durchlauf von Stufe | bis Stufe 0 und zurick heif3t V-Zyklus:
bezeichnet.

1 PR Vs g——@ V1

2
L Rg! o,

L X! .,

o ®

0 ® exakt

@ Aufwand fiir zweidimensionales strukturiertes Gitter: N ist Anzahl der
Gitterpunkte in einer Zeile auf der feinsten Stufe, und C := top:

CN? CN?
Tir(N) = CN + 3 +ﬁ + ...+ G(No)
Stufel N~ ~——
Stufe I-1 Grobgitter
1 1 4
=CN*(1+ 7 + == +...) +G(No) = ~CN; + G(No) o
: 16 3 Gs=
4 "

3
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Parallelisierung |
Zur Datenverteilung in der Gitterhierarchie auf die einzelnen Prozessoren ist
zu bertcksichtigen:
@ In der Grobgitterkorrektur muf3 geprift werden, ob zur Berechnung der
Knotenwerte im Grobgitter Kommunikation erforderlich ist.
@ Wie verféahrt man mit den grobsten Gittern, in denen pro
Dimensionsrichtung die Anzahl der Unbekannten kleiner als die Anzahl
der Prozessoren wird?

overlap "

FATTT T
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Parallelisierung Il

@ Zur lllustrierung des Verfahrens betrachten wir den eindimensionalen Fall. Die
Verteilung im héherdimensionalen Fall erfolgt entsprechend dem Tensorprodukt (

schachbrettartig ).

@ Die Prozessorgrenzen werden gewahlt bei p - % + ¢, also die Knoten, die auf dem
Rand zwischen zwei Prozessoren liegen, noch dem ,vorderen “zugeteilt.

@ Zu bemerken ist, daR der Defekt, der in der Grobgitterkorrektur restringiert wird,
nur auf den eigenen Knoten berechnet werden kann, nicht aber im Overlap!

@ Um dem Problem der schwindenden Anzahl von Knoten in den grdbsten Gittern
zu begegnen, nutzt man sukzessive weniger Prozessoren. Sei dazu a := Id P und
wieder C := top. Auf Stufe 0 wird nur ein Prozessor beschaftigt, erst auf Stufe a

sind alle beschéftigt.

Stufe

a+rl
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Parallelisierung Il

Stufe Knoten Prozessoren Aufwand

! N =2'""Na P =P T = 2'-2CNo

a+l Nar1 = 2Na Par1 =P T = 2CNp

a Na Pa=P T =CNg

2 N2 = 4N0 Pz = 4P0 T = % CNO

1 N; = 2No P. = 2P, T = =% —CN
0 No Po=1 G(No) = E CNo

@ Betrachten wir den Gesamtaufwand: Von Stufe 0 bis Stufe a ist %
konstant, also wachst Tp wie Id P. Daher bekommen wir

Tp =IdP - CNp

@ In den hdheren Stufen bekommen wir

N 1 1 N,
Te=C-5 (1+2+4+ > 2C 5

@ Den Gesamtaufwand bildet dann die Summe der beiden Teilaufwéande Shm
@ Nicht berucksichtigt ist dabei die Kommunikation zwischen den iﬁ;a
Prozessoren.
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Parallelisierung IV
Wie wirkt sich der Einsatz des Mehrgitterverfahrens auf die Anzahl der
auszufuihrenden Iterationsschritte aus?
@ Aufgezeichnet wird die Anzahl der eingesetzten Prozessoren gegen die
Wabhl der Gitterfeinheit, die verwendet wurde.
@ Es wurde eine Reduktion des Fehlers auf 10~ durchgefiihrt.

PN 5|6 | 7]8
1 |10
4 |10 | 10

16 | 11 | 12 | 12

64 | 13 | 12 | 12 | 12

@ Die Tabelle zeigt die entsprechenden Iterationzeiten in Sekunden fir 2D
(Faktor 4 Gitterwachstum):

PI] 5 6 7 8

1 |339

4 [ 095|356

16 | 0.32 | 1.00 | 3.74 igg;
64 | 0.15 | 0.34 | 1.03 | 3.85 p

Stefan Lang (IWR) Simulation auf Hochstleistungsrechnern WS 11/12 33/34



Die wichtigsten Erkenntnisse

@ Jacobiverfahren ist eines der simpelsten Iterationsverfahren zur Lésung
von linearen Gleichungssystemen.

@ Bei festem Reduktionsfaktor ¢ bendtigt man eine bestimmte Zahl von
Iterationen IT um diese Fehlerreduktion zu erreichen.

@ IT ist unabhéangig von der Wahl des Startwertes, hangt aber unmittelbar
von der Wahl des Verfahrens (z.B. Jacobiverfahren) und der Gitterweite h
(also N) ab.

@ Beim Jacobiverfahren gilt IT = O(h~2). Bei einer Halbierung der
Gitterweite h benétigt man die vierfache Zahl von Iterationen, um die
Fehlerreduktion e zu erreichen. Da eine Iteration auch viermal mehr
kostet, ist der Aufwand um den Faktor 16 gestiegen!

@ Es gibt eine Reihe von besseren Iterationsverfahren bei denen
z.B.IT =0(h71), IT = O(log(h—1)) oder gar IT = O(1) gilt
(CG-Verfahren, hierarchische Basis, Mehrgitterverfahren).

@ Asymptotisch (h — o) ist natirlich jedes dieser Verfahren einem
parallelen naiven Verfahren tGberlegen.

@ Man sollte deshalb unbedingt Verfahren optimaler sequentieller
Komplexitat parallelisieren, insbesondere weil man auf dem i
Parallelrechner grof3e Probleme (h klein) I6sen mdchte.
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