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1 Einfiihrung
Die numerische Losung des symmetrischen Eigenwertproblems
Ax = Xx, AT = A X Eigenwert von A, x £ 0 & Eigenvektor von A

ist aufgrund einiger besonderer Eigenschaften symmetrischer Matrizen (bspw. Schur-Zerlegung)
deutlich glinstiger, als bei beliebigen Matrizen. Zuallererst wird man sich jedoch fragen, warum
man denn nicht, wie meist in der Linearen Algebra tiblich, die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms bestimmt. Doch dieses Verfahren ist auBerst schlecht konditioniert, hierzu ein Beispiel:

1.0.1 Beispiel zur Nulistellenberechnung

Sei xa(z) das charakteristische Polynom einer symmetrischen Matrix A € R2%2% mit:
xXa(2) = (z—-20)(z—-19)...(z—1) = z*° - 210z* + ... + 20!

Ist der Vorfaktor von z'° nun geringfiigig gestort um +2723, so exisistieren bereits jetzt nicht
mehr nur reelle Nullstellen.

Doch zuerst einige grundlegenden Eigenschaften symmetrischer Matrizen.



2 Zur Erinnnerung

2.1 Definition

Eine Matrix Q@ € R™" heilst orthogonal, wenn gilt
Q ist invertierbar und Q7 = Q7!
Diese Bedingung ist aquivalent zu folgenden Aussagen:

e Q'Q = QQT =1 das heiBt die Spalten- und Zeilenvektoren sind paarweise orthonormal
zueinander

e ||Qx||> = ||x||» Damit folgt auch, dass orthogonale Aquivalenztransformationen normerhal-
tend sind, was wiederrum zur Folge hat, dass diese auch numerisch stabil sind.

2.2 Definition

Eine Matrix A € R™" heit symmetrisch, wenn A = A’

2.3 Bemerkung

Fiir ' gelten folgende Rechenregeln:
Seien hierzu A, B beliebige reelle Matrizen, ¢ € R, so gilt:

e (A+B) =AT + BT

o (AT =cAT
o (AT =A
e (AB)" =BTAT

(AHT = (A1)~

2.4 Definition

Die naturlich Matrizennorm ist definiert durch:

| Ax||
|A == sup ———= sup |[|Ax]|
x€KM{0} x| lIx||=1,x€K"

2.5 Bemerkung

Orthogonale Aquivalenztransformationen sind strukturerhaltend. Beweis Sei A € R™" eine
symmetrische Matrix, B € C™" eine zu A ahnliche Matrix und existiere eine orthogonale Matrix
Q, so dass gilt
B=QTAQ
Dann folgt:
BT =(TTAT)T =TTAN(TT)" =TTAT =B
Also folgt aus AT = A= BT =B



3 Eigenschaften symmetrischer Matrizen

3.1 Reelle Eigenwerte

Symmetrische Matrizen besitzen ausschliellich reelle Eigenwerte.
Beweis: Der Einfachheit halber zeigen wir dies sogar fiir hermitesche Matrizen A € C™". Sei
hierzu A Eigenwert von A mit zugehorigem Eigenvektor x. Dann folgt:

MxPx = x"ax = x"Ax = xPAPx = (Ax)"x = (Wx)Fx = x"ax

Also ist \ reell.

3.2 Symmetrische Schur-Zerlegung

Sei A € R™" symmetrisch, dann existiert eine orthogonale Matrix Q, so dass gilt:
QTAQ = N =diag(\y, . .., An)

Beweis: Durch vollstandige Induktion.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist dies offensichtlich, betrachte: Ax = Ax wobei A € R¥!
Induktionsbehauptung: Die Behauptung gelte fiir alle symmetrischen A € R("=Dx(n-1)
Induktionsschritt: z.Z.: Die Behauptung gilt auch fiir alle symmetrischen A € R™"

Sei A1 ein (reeller!) Eigenwert von A und sei x € R” ein Einheitsvektor bzgl der 2-Norm?, so dass
gilt Ax = A1 x. Wahlen wir nun eine Householder-Matrix P, € R™" mit PlTx = e, dann folgt:

P/ APie; = P/ Ax = P[ Ax = AP/ x = \ey
. Nun sind aber orthogonale Aquivalenztransformationen strukturerhaltend:

A1 O
= P/ AP, =
=[5 |
mit A,_; € R™Dx("=1) Nach Induktionsvorraussetzung gibt es nun eine orthogonale Matrix
Qp_1 € RO=x(n-1) "s5 dass gilt:

AN 0 -+ 0
T AQ, s = O ?3 | O

00 - A
10

Definiert man nun Q = Pl[ 0 Q
n—1

], so ist Q eine orthogonale nxn-Matrix und es gilt:

rar |10 Jorap[1 0
wx=[5 g, 7 .|

Die 2-Norm fiir Vektoren ist folgendermaBen definiert: [|x||» := /X7, [xi[?



AN O - 0

1o A O 10 10 A - 0
N 0 QZI——]. 0 Anfl 0 anl B

0 0 - X\,

Damit folgt auch, dass jede symmetrische Matrix A € R™" n linear unabhangige, zueinander
orthogonale Eigenvektoren besitzt (da Householder-Matrizen orthogonal sind).



4 Kondition des symmetrischen Eigenwertproblems

Es ist bereits bekannt, dass die Losung des Eigenwertproblems lber die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms schlecht konditioniert ist. Doch kann es liberhaupt eine bessere Losung
geben? Doch zuallererst wird folgender niitzlicher Hilfssatz bewiesen.

4.1 Hilfssatz

Seien A, B € R™" beliebige Matrizen und || - || eine natiirliche Matrizennorm. Dann gilt fiir jeden
Eigenwert X von A, der nicht zugleich auch Eigenwert von B ist, die Beziehung

IOV = B)"(A-B)|| > 1
Beweis: Ist x Eigenvektor zum Eigenwert A von A, so folgt aus der Identitat:
Ax=Xx < Ax—Bx=A—-Bx< (A—B)x= (Al —B)x
Ist X kein Eigenwert von B, so ist (Al — B) nichtsingular, damit gilt:
(M —=B) Y A-B)x=x

und damit:

I — B)Hyl(!A —B v — By ra- By

1 < supyern\joy

4.2 Satz von Gershgorin

Sei A € R™" und X ein beliebiger Eigenwert von A. Dann gilt:

n

XEU/C/ZO{ZERS |z — a;] < Z laij|}
i=1 i=1

J=1j#i
Damit nun zurlick zum Beweis des Satzes von Gershgorin:

Beweis Sei A ein Eigenwert von A, D = diag(a;;) und sei O.B.dA. X #dVi=1,..., n Damit
gilt:

n

HS 1
-1 — ..
1< I = D)7 (A= D)l = max_ ol MEN

J=14#i

Damit lassen sich also nun sehr einfach Intervalle angeben, in welchen die Eigenwerte liegen.



4.3 Satz von Bauer und Fike

Sei A € R™" symmetrisch und £ € R™", sowie X\ ein Eigenwert von A 4 E. Dann existiert ein
Eigenwert A € o(A) mit
A=Al < E]2

Beweis: Ist A € 0(A) so folgt die Behauptung sofort.
Ist X ¢ o(A) und x der zu X\ gehorige Eigenvektor, so gilt:

Ex=(A+E—-Ax= (A —A)x

= (M —-A)rEx=x

Sei nun @ die nach dem Satz von Schur existierende, orthogonale Matrix, so dass: QT AQ = A.
Dann folgt mit Hilfe des Hilfssatzes (4.1.1):

L< [V = A)TE| = RO = A)THQTE( < IRQIIQT I = A)THIIE]
= k(Q)||E|l max [X — A7t = 1[|E|| max |X—A|™?
€T (A) Xeo(A)

= Behauptung

4.4 Satz von Wielandt-Hoffmann

Seien A, E € R™" symmetrisch, ):1 > ... > >\A,7 und Ay > ... > X\, die Eigenwerte von A bzw.
A+ E. Dann ist:

ZO\/ - X))’ < |El?
i=1
Hierbei bezeichnet || - ||+ die Frobeniusnorm.

Der Beweis hierzu ist sehr kompliziert und wiirde den Rahmen dieses Vortrags deutlich sprengen.
Der Beweis hierzu findet sich im Buch von Wilkinson (1965), Seite 104-108.



5 Iterative Methoden

5.1 Potenz Methode

Gegeben sei eine symmetrische Matrix A € R™" und ein bzgl. der 2-Norm normierter Vektor
q®® € R", dann lasst sich durch folgenden Algorithmus der betragsmiRig groBte Eigenwert und
der dazugehorige Eigenvektor iterativ bestimmen:

for k=1,2,... do
200 = Aglk—D)
gk = 2/ 209
AW = [gR]T Ag(k)
end for

Die sogar fir andere diagonalisierbare Matrizen anwendbare Potenzmethode lasst sich auch
auf symmetrische Matrizen anwenden. Seien hierzu die Eigenwerte betragsmalig geordnet, also:
IA1] > [X2] > ... > |\,|. Damit dieses Verfahren konvergiert muss A; einfach und betragsmaRig
einfach sein. Je besser A\; separiert ist, um so besser konvergiert dieses Verfahren. Im Vergleich

k

zum allgemein gultigen Verfahren, welches eine Konvergenzgeschwindigkeit von % hat, konver-
2k

giert dieses fiir symmetrische Matrizen sogar mit einer Konvergenzgeschwindigkeit von %

wie im folgenden bewiesen wird.

5.1.1 Theorem

Sei A € R™" symmetrisch und

QTAQ = diag(\y, . . ., An)
wobei Q = [q1, ..., g,] orthogonal sei und |A;1| > [Xa| > ... > |\,|. Seien die Vektoren g

festgelegt durch obigen Algorithmus und 6, € [0, /2] sei definiert durch
cos(6x) = |q ¢|

Ist cos(6p) # 0 so gilt

>\ 2k
|sin(6x)| > tan(6) | ==
A1
sowie o
A
N — X > A — A, tan(6p)? >\_2
1

Beweis: Nach Definition des Algorithmus ist (%) ein Vielfaches von A¥g(®) und daher gilt:

qlTAk q(O) )

: 9 2:1_ T (k) 2:1_
|S|n( k)| (ql q ) ||Akq(0)||2

Nun lasst sich ¢(© mit Hilfe der ¢y, .. ., qn, die ja eine Basis bilden, darstellen, also

g% =a,q; + ...+ anq,



Daraus folgt:

da g; orthonormal zueinander

0# cos(Bo) = |g{ ¢V = |¢] avqr + ... + q] anqy| = |ay |
sowie auch:
1=1(g"qO = |(arqi 4+ ... 4+ angn) " a1q1 + ... + apqn| = 2>+ ... a2
und:
Akq(o) = al>\’{q1 + 32>\’2‘q2 + ...+ a,,kﬁq,, , da die g1, ..., g, die Eigenvektoren von A sind.
Damit gilt nun:

n 2
[C/IZ a,-A,-kq,-J 52

gl Ak (0) :
. q i=1 a
|S|n(9k)|2:1—(W) 1-— ;=1 ——
2 B Z 2202k
kel £ it
i=1 2 =1
24 2k 242k
Z ai >\i Z a/ >\f n 2k
= < =2 1 a2(>\/) ()
" n — 2k 2 i\
T aCoag W
i=1
B af pa i )\1 - af >\1

Da tan(fp) = Yo"

GO folgt:

a% (}\_1) = tan(@o) ()\_1)

[Akq(o)]TAqu(o) 27 ) 12>\2k+1
[Akq@]T Akg(©) - Y7, aZhzk

Betrachten wir nun A(K):

AW — []T Agt) —

und somit:

S S| [N

AR | = /:}7 B /:1r7 _|=2 _
a?n\ a?n a?n

wg.(*) n >\ 2k 2k
< -\, 2(—’) < A1 — M\, tan(6 2( )
1=l Z o] =P Adltan(eo)? |

Probleme konnen bei diesem Algorithmus theoretisch bei einer ungiinstigen Wahl von ¢(©
auftreten, denn wahlt man ¢(© orthogonal zu x;, also dem zu \; gehorigen Eigenvektor, so
ergibt z(¥ k endlich null. Dies ist aber nur von theoretischer Bedeutung, in der Praxis konvergiert
dieses Verfahren auf Grund von Rundungsfehlern trotzdem.
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5.2 Inverse lteration

Durch eine einfache Modifizierung der Potenz-Methode kommt man auf die Inverse Iteration.
Ein storendes Merkmal der Potenzmethode ist, dass sich hierbei nur der betragsmaliig grolte
Eigenwert berechnen lasst. Berechnet man nun aber A=! und wendet darauf die Potenzmethode an,
so bekommt man = L wobei A, der betragsméRig kleinste Eigenwert von A ist. Durch Verschiebung
der Eigenwerte der Matrix A um einen Schatzwert X fiir einen Eigenwert von A, also A — X/
kann man nun des Weiteren alle Eigenwerte berechnen, wenn fiir den zu berechnenden Eigenwert
A gllt

1 1
I\ —M |>\ -l

Demzufolge lautet der Algorithmus:
for k=1,2,... do
7 = (A — XI)~tgtk—1)
q(k) — Z(k)/”Z(k)“
A = [gRT (A= AI)"Tq®
end for

5.3 Rayleigh Quotient Iteration

Diese Iterationsmethode baut auf der Inversen lteration auf. Und zwar wird hier einfach der
Rayleigh Quotient A = r(x) := & AX als shift-Operator verwendet. Fiir den Rayleigh-Quotienten
gilt:

5.3.1 Bemerkung

Der kleinste (groBte) Eigenwert Amin (Amax) einer reellen, symmetrischen Matrix A ist das
Minimum (Maximum) des Rayleigh-Quotienten r(x).

Dieses Minimum (Maximum) nimmt der Rayleigh-Quotient fiir jeden zum kleinsten (groften)
Eigenwert gehorigen Eigenvektor xmin (Xmax) an, fiir alle reellen, symmetrischen Vektoren x gilt:

>\min = r(Xmin) < f(X) < r(Xmax) = >\ma><

Der Beweis hierzu ist offensichtlich, sobald x als Linearkombination der Eigenvektoren und Ax
tiber die Eigenvektoren und Eigenwerte dargestellt wird.

Daher ist der Rayleigh-Quotient eine besonders gute Naherung zum Eigenwert. Daraus folgt
der Algorithmus:
q® gegeben, mit ||, =1
u® = r(g®)
repeat
if A— p/ singular then
Lose (A— p®1)gktD) =0, |g*k*+V||, = 1 nach gtV
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stop
else
2D = (A — p)=1gHk)
q(k+1) — Z(k-l—l)/HZ(k—i-l)H2
end if
until stop

Natdrlich ist der zusatzliche Aufwand, jedes Mal eine Matrix zu invertieren sehr grols. Daher
lohnt sich diese Methode nur dann, wenn die symmetrische Matrix bereits auf Tridiagonalform
gebracht wurde, dass heilst abgesehen von der Haupt- und deren Nebendiagonalen sind nur Nullen
in der Matrix enthalten.

5.4 Orthogonale Iteration

Eine Verallgemeinerung der Potenzmethode zur gleichzeitigen Berechnung mehrerer Eigenwerte
ist die orthogonale Iteration. Sei r € IN mit 1 < r < n und Qg eine gegebene nxr Matrix mit
orthonormalen Spalten, so konnen durch folgenden Algorithmus r Eigenwerte naherungsweise
bestimmt werden:

for k=1,2,...do

Zi = AQy—1
QRk = Zk
end for

Aufgrund der besseren Konvergenzgeschwindigkeit von symmetrischen Matrizen bei der Potenz-
methode, wird auch hier eine bessere Konvergenz als im allgemeinen Fall erreicht. Dies gilt auch
fur die nun folgenden QR-Iteration.

5.5 QR-Iteration

Betrachtet man nun die orthogonale Iterationsmethode und sei r = n, so ergibt sich die QR-
[teration.

for k=1,2,...do

Zi = AQy—1
QrRk = Zx
end for

Die QR-Iteration ist auf diese Weise allerdings noch nicht sonderlich effizient, kann allerdings
beispielsweise schon allein dadurch verbessert werden, in dem man Qg zuerst auf Tridiagonalform
bringt.
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