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1 Einleitung

Zur Losung der Gleichung A - x = b konnen entweder direkte oder iterative Verfahren
verwendet werden. In direkten Verfahren wird die Gleichung in endlich vielen Schritten
bis auf Rundungsfehler exakt gelost. Ein iteratives Verfahren generiert in jedem Schritt ein
neues x , das mit jedem Schritt ndher an die exakte Losung heranriickt. Wie viele Schritte
fiir eine bestimmte Genauigkeit benotigt werden ist u.a ein Mafistab fiir die Qualitit des
Verfahrens. Ist die Matrix A sehr grofS und diinn besetzt, so sind iterative Verfahren aufgrund
des geringeren Rechen- und Speicheraufwandes die bessere Wahl.

Wird die Matrix A in D + L + R mit D = diag(aag), R = (asp) @ < B,L = (anp) a > B
aufgespalten, so entsteht im Falle D regular folgendes Iterationsverfahren:

x'=-DYL+Rx'"'+D'p

Dies ist das sog. Jacobi Verfahren. Ein weiteres wichtiges Verfahren ist das Gaufs-Seidel

Verfahren:
x'=—(D+L) 'R '+ (D+L)"p

Es stellt sich nun die Frage, wann ein solches Verfahren konvergiert. Eine Antwort hierauf
liefert der folgende Satz.

Satz 1. Die durch
x'=Bxt+b

erzeugten Iterierten x' € R,t = 1,2... konvergieren genau dann fiir jeden Startwert x° gegen die
Losung x € R der Fixpunktgleichung, wenn

p(B) <1
p(B) bezeichnet den Spektralradius der Matrix.

Die Eigenschaften der Iterationsmatrix B hdngen offensichtlich von der Ausgangsmatrix A
ab. Wir wollen nun die Eigenschaften solcher Verfahren bei der Anwendung auf M-Matrizen
untersuchen.

2 M-Matrizen

2.1 Vorbemerkungen der linearen Algebra
Zundchst einige Hilfssdtze und Definitionen, die in den nidchsten Kapiteln benétigt werden:
Hilfssatz 1. Fiir eine Matrix A € K™ qilt, falls A > 0:

1. p(A) € 6(A)

2. A = p(A) hat einen positiven Eigenvektor x

3. p(B) > p(A) fiiralle B> A

Man beachte, dass die Ordnungsrelation > fiir jedes Element definiertist: A > B © a,3 > b
turallea, p € 1.
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Hilfssatz 2. Fiir eine Matrix A € K™, A > 0 gilt:
pA)<1le ZAV = (1-A)?
v=0

Definition 1. Sei A € K™ eine Matrix. Als Graph G(A) der Matrix wird folgende Menge bezeichnet:
G(A) ={(a,p) € IxXI:au5 # 0}

Definition 2. Eine Matrix A € K™ heifdt irreduzibel, wenn in G(A) jedes a € I mit jedem B € I

verbunden ist. Andernfalls heifSt sie reduzibel.

Diese Formulierung ist sehr niitzlich, da sie am Rechner leicht tiberpriift werden kann.
Eine andere Formulierung der Irreduzibilitdt, die wir spéater noch brauchen werden, liefert
die folgende Bemerkung:

Bemerkung 1. Eine Matrix A € K™ ist genau dann reduzibel, wenn man die Indizes so anordnen
kann, dass A die Blockgestalt
A= (An A12)

0 Axp
wobei Av1, Ay nichtleere quadratische Blocke sind.
Definition 3. Eine Matrix A € K™ heifit stark diagonaldominant, wenn:

|a0a] > Z |aaﬂ|Va el

pel
B#a

Definition 4. Eine Matrix A € K™ heifit schwach diagonaldominant, wenn:

|a0al = Z |aaﬁ|\la el

pel
p#a

Definition 5. Eine Matrix A € K™ heif3t irreduzibel diagonaldominant, falls A irreduzibel, schwach
diagonaldominant ist und aufSerdem gilt:

|a00] > Z |aaﬁ| fiir mindestens eina € I

pel
B#a

Definition 6. Sei A € K™ eine Matrix und fiir y € I sei
G, = 1{p € I : y mit B im Matrixgraphen G(A) verbunden}. A heif$t im wesentlichen diagonaldomi-
nant, wenn A schwach diagonaldominant ist und fiir alle y € I gilt:

|20al > Z |aaﬁ|filr mindestens ein a € G,

pel
B#a

Hilfssatz 3. Fiir eine Matrix B € K™ gilt, falls |B| < A € KM
p(B) < p(A)
Hilfssatz 4. Fiir eine Matrix A € K™ gelten die Implikationen:

stark diagonaldominant = irreduzibel diagonaldominant = im wesentlichen diagonaldominant
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2.2 Kiriterien fiir M-Matrizen

Definition 7. Eine Matrix A € R™ heifit M-Matrix, falls

1. age > Ofiirallea €1
2. aqp <0 fiir alle a #
3. A requlir und A7 > 0

Die ersten zwei Kriterien dieser Definition sind leicht nach zu priifen. Da Matrizeninversion
jedoch ein numerisch recht aufwéandiger Prozess ist, werden wir nach anderen Kriterien
suchen, um die Regularitdt von A und Positivitit von A7! fest zu stellen. Einen ersten Schritt
in diese Richtung tut der folgende Satz.

Satz 2. A € R™ erfiille: a,g < 0 fiirallea # B. D = ding(a,, : a € I) bezeichne die Diagonale von A.
Dann sind die folgenden Aussagen idquivalent:

1. A reguliir und A=t > 0
2.0, >0,M:=1-D'"A >0, p(M) <1
Im Fall 1 oder 2 ist A eine M-Matrix. Umgekehrt gilt fiir jede M-Matrix Aussage 2.

Beweis. =:
s > 0: Seis” die y € I entsprechende Spalte von A. Da A™'A =1

= A™'s’ = ¢’ (Einheitsvektor)
Daa.g < 0ist, gilt, falls a,, <0:a” <0
> AW <0=e <04
= a4, >0
M=1-D"'A>0:Daa,, >0= D >0und regular.
=2A =D'"A=A"1=A"D>0

M =1 - A’ hat die Diagonaleintrage M,, = 1 — 1 = 0. Die restlichen Eintrage sind
Maﬁ =0- a;;aaﬁ >0
>M=0

p(M) < 1: Nach Hilfssatz 1 existiert zu A := p(M) ein positiver Eigenvektor x > 0:
Mx=Ax & (1-A"'Dx=A"'DAx
& (A'D-A"DA)x =x
e A1 -ADx=x
Da sowohl A”! > 0 als auch x > Ogilt:
1-A20=0<pM)=A<1

(=
Aus Hilfssatz 2 folgt
1-M)"120
=0 < (1 _ M)—lD—l — (D—lA)—lD—l — A—lDD—l — A—l
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Man kann den Satz sogar noch ein wenig verschéarfen:

Satz 3. Fiir eine Matrix A € R™ gelte: a,5 < 0 fiir alle o # B. D bezeichne die Diagonale der Matrix,
M =1 - D 'A. Dann sind die folgenden Aussagen iiquivalent:

1. Avrequlir und A7 >0
2. 4 >0, M >0, p(M) <1, M irreduzibel

Beweis. =:
Wiare A reduzibel, so gdbe es eine Blockstruktur wie in Bemerkung 1:
_[An An
A= ( 0 Azz)

Wobei die inverse Matrix C := A™! folgende Struktur hétte:

c= (A;} —A;ffng;%)
0 A,

wobei Cy; = 0, was im Widerspruch steht zu A™' > 0. Also ist A irreduzibel. Da sich M und A
nur auf ihrer Diagonalen unterscheiden gilt: G(A) = G(M), somit ist auch M irreduzibel.

=:

Aus dem Beweis von Satz 2 enthnehmen wir:

ATl = (i M")D™!
v=0

DaY  M'undD'>0=A"1>0 m

Satz 4. Die Matrix A € K™ sei stark diagonaldominant, im wesentlichen diagonaldominant oder
irreduzibel diagonaldominant. Dann gilt:

pM) <1

fiir die Jacobi Iterationsmatrix M = 1 — D™'A, wobei D die Diagonale von A ist. Gilt auflerdem
Aao > 0 und a,g < 0Va # B, so0 ist A eine M-Matrix.

Beweis. Fiir stark diagonaldominante Matrizen ist D offensichtlich reguldr. Dies gilt auch
tiir irreduzibel diagonaldominante Matrizen, da in jeder Spalte ein Eintrag aufserhalb der
Diagonale ungleich 0 ist. Bei im wesentlichen diagonaldominanten Matrizen ldsst sich fiir
jedes a,, ein B € G, finden, sodass auch hier D regulér ist.
Wir definieren nun eine neue Matrix M’ := M| mit den Elementen M/, = 0 fiir alle « =  und
M;ﬁ = |aap/aqql fiir a # B. Nach Hilfssatz 3 gilt p(M) < p(M’) weshalb es reicht p(M’) <1 zu
zeigen.
DaM >0 = A := pM) € o(M’) und es gibt einen zugehorigen positiven normierten
Eigenvektor x : |[x]|l = 1.
Sei a ein Index mit x, =1

= A= Ax, = (M'x),
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= [Z |aaﬁ|xﬁ] 18] < [Z |aaﬁ|] 18ae] <1

B+a p*a

Hier wurde benutzt, dass M/, = 0 um die Summe zu reduzieren, ||x|| = 1 schafft die erste
Umgleichung, die schwache Diagonaldominanz die zweite.

FallsA <1 = p(M') < 1.

FallsA =1=x, =1fiiralley € G,

Da stark diagonaldominant = irreduzibel diagonaldominant = im wesentlichen diagonaldo-
minant (Hilfssatz 4) gibt es einen Index y € G, mit |a,, > )¢, |45, so dass wegen x, = x; = 1

tury, p € G, gilt:
A=Ax, = [Z |a),5|xﬁ] /lay,| = [Z] /lay,| <1

B#y B#y

Wenden wir Satz 2 auf diesen Satz an, so erhalten wir:

Satz 5. Eine Matrix A € R™ erfiille a,, > 0 und a5 <0V a # B und sei irreduzibel diagonaldomi-
nant. Dann ist A eine M-Matrix mit A~ > 0.

Wir haben nun also mehrere Kriterien, die am Rechner leicht zu iiberpriifen sind, gewonnen
um fest zu stellen, ob eine gegebene Matrix A eine M-Matrix ist. Fiir einen spateren Beweis
benotigen wir aber noch folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 5. Sei A € R™ eine M-Matrix und fiir B € R gelte: B > A sowie by < 0 fiir alle o # B.
Dann ist auch B eine M-Matrix und es gilt

0<Bl<Al

Beweis. Da B > A gilt by, > a,, fiir alle @ € I. Somit sind die Elemente der Inversen
Diagonalmatrix von B 1/b,, < 1/a,,. Es gilt also

0<D;' <D
sowie, da M,, =0
0<Mp<M
Da p(A) < 1 gilt nach Hilfssatz 2
Y M =(-Mm)
v=0
Da Mg durch M majorisiert wird, gilt:
Z My, konvergiert
v=0

und erneute Anwendung von Hilfssatz 2 ergibt

ZM; =(1-Mp)" o p(Ms) <1
=0
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3 Reguldre Aufspaltungen

Die Aufspaltung A = W — R einer Matrix induziert das Iterationsverfahren Waxi*! = Rxt + b
falls W regular ist.

Definition 8. Die Matrix W € R beschreibt eine requlire Aufspaltung von A € R™, falls
W requliir, W' >0, W= A

Die Iterationsmatrix des induzierten Iterationsverfahrens ist M = W~'R, zudem wird
durch die Definition impliziert: M > 0 fiir reguldre Aufspaltungen. Mit Hilfe dieser Bedingung
lasst sich die Definition etwas abschwéchen:

Definition 9. Die Matrix W € R beschreibt eine schwach reguliire Aufspaltung von A € R, falls
W requlir, W' >0, M= W 'R >0

Die Konvergenzeigenschaften eines solchen induzierten Iterationsverfahrens fiir M-
Matrizen werden im folgenden Satz deutlich.

Satz 6. Die Matrix A € R™ sei eine M-Matrix. W beschreibe eine schwach regulire Aufspaltung
von A. Dann konvergiert das induzierte Iterationsverfahren und es gilt:

p(AT'R)

p(M) = p(W™'R) = T+ p(A R

<1

Beweis. Mit C := A™IR reicht es, die Gleichheit fiir o(W™'R) = p(C)/(1 + p(C)) zu zeigen. Da
M > 0 gilt:
0<M=W'R
e [A7TW]TATTWM = [A'TW]IATIR
=[ATA+R] A IR=[1+C]'C
Wir verwenden nun wieder Hilfssatz 1: Zu A = p(M) € o(M) gehort wegen M > 0 ein positiver

Eigenvektor x.
> Ax=Mx=(1+0)'Cx

S Ax+ ACx = Cx

Angenommen A =1=x=0%.
A
1-A
Falls C > 0 = 4; > 0also 0 < A = p(M) < 1. Daher zeigen wir nun, dass C > 0:
DaM > 0und W >0 gilt

= Cx=

X

1 0< (X M)W
2. Wl=(1-MA'1<A
3. YA M1 -M) =1—-M"
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Einsetzen von zwei in eins liefert:

m—1

Z M] 1 - M)A~

v=0

0<

Kombination mit der dritten Gleichung ergibt:
0<(1I-MMAT<A'=0<M"Al <A™

M ist also beschrankt = A = p(M) < 1. Da A = 1 jedoch zum Widerspruch fiithrt, muss
A = p(M) < 1 gelten. Dies impliziert unter Verwendung von Hilfssatz 2:

C=A"'"R=[W1-M]'R
= (1-M)'WR = [ZMV)M>O

Nun zu p(M) = p(C)/(1 - p(C)):

Die Gleichung
A
Cx = T~
bedeutet, dass
A ist Eigenwert von M & u = 1 /1 1 ist Eigenwert von C
Da p = 4= monoton mit A wéchst, ist |u| = y maximal fiir A = p(M) € o(M). Da C > 0 liefert
H1lfssatz 1 dass der grofite Eigenwert gleich dem Spektralradius ist.
pM)
= p(C) =
PO =T
_ p©)

O

Der folgende Satz erlaubt einen Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeiten zweier
reguldrer Aufspaltungen.

Satz 7. Fiir die Matrix A € R gelte A > 0. Durch Wy und W, seien zwei requliire Aufspaltungen
gegeben. Wenn Wy und W, in der Form

AW <W,

vergleichbar sind, lassen sich auch die zugehérigen Konvergenzraten vergleichen:
0<p(M) < p) <1
wobei M; := Wz._lRl', Ri=W;,—-A
Beweis. Die Matrizen B := A™'R; und C := AR, erfiillen 0 < B < C und damit nach Hilfssatz
3: 0 < p(B) < p(C). Anwendung von Satz 6 liefert:
pB) _ p(©

L+p(B) ~ 1+ p(C)

0< p(M,) = = p(M;) < 1
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4 Anwendungen

4.1 Blockweise Iterationsverfahren

Sowohl das Jacobi- als auch das Gauf3-Seidel-Verfahren konnen in einer Blockversion durch-
gefiihrt werden:

Definition 10. Fiir eine Matrix A € R™ sei eine Zerlequng der Indexmenge I in disjunkte, nichtleere
Teilmengen gegeben: I = | J,cp I, wobei B die Indexmenge der Blocke ist. Mit D wird nun die
Blockdiagonale der Matrix bezeichnet:

D = blockdiag(A) = blockdiag(A™* : x € B)

Dabei sind A** die Diagonalblécke der Matrix. Das blockweise Jacobi-Verfahren wird durch die
Iteration mit
W=D,R=D-A

beschrieben.

Bemerkung 2. Offenbar ist dieses Verfahren genau dann wohldefiniert, wenn D regulir ist, in diesem
Fall also, wenn
A" requlir fiir alle x € B

Definition 11. Fiir eine Matrix A € R sei eine Zerlequng der Indexmenge I in disjunkte, nichtleere
Teilmengen gegeben: I = |J,cp L, wobei B die Indexmenge der Blocke ist. Mit D wird nun die
Blockdiagonale der Matrix bezeichnet:

D := blockdiag(A) = blockdiag(A*"* : x € B)

Dabei sind A** die Diagonalblicke der Matrix. Mit L := A*? fiir x > ¢ wird eine strikte untere
Blockdreiecksmatrix, mit R' := A*? fiir k < ¢ eine strikte obere Blockdreiecksmatrix definiert. Das
blockweise Jacobi-Verfahren wird durch die Iteration mit

W:=D-L,R =R
beschrieben.

Bemerkung 3. Auch dieses Verfahren ist genau dann wohldefiniert, wenn D regulir ist, denn dann
ist auch
D - L = A reguliir fiir alle x > ¢

Da bei den blockweisen Verfahren in jedem Schritt Gleichungssysteme zu 16sen sind, haben
sie einen hoheren Rechenaufwand (Faktor 1,4). Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden
konvergieren sie jedoch schneller als die punktweisen Verfahren, da sich die Ausgangsmatrix
A und die Aufspaltungsmatrix W weniger unterscheiden.
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4.2 Konvergenz fiir M-Matrizen

Wir wollen nun die Konvergenzeigenschaften des Jacobi- und des Gauf3-Seidel-Verfahrens
fiir M-Matrizen untersuchen.

Satz 8. Sei A € R eine M-Matrix. Dann konvergiert sowohl das punktweise als auch das blockweise
Jacobi-Verfahren, wobei letzteres schneller konvergiert:

p(]VIBlockJaC) < p(M]aC) <1
Ist D die Diagonale DPkt bzw. D*lock von A, so gilt:
D beschreibt eine requlire Aufspaltung

Beweis. Da A eine M-Matrix ist, gilt
D>0

Nach Hilfssatz 5 ist D eine M-Matrix und somit D~! > 0.Daraus folgt: D beschreibt eine
reguldre Aufspaltung. Da DP > DYk folgt mit Satz 7

0< p(MBlock]aC) < p(M]aC) <1
O

Satz 9. Sei A € R™ eine M-Matrix. Dann konvergiert sowohl das punktweise als auch das blockweise
Gaufs-Seidel-Verfahren, wobei letzteres schneller konvergiert:

p(MBZOCkGS) < p(MGS) <1

Ist D die Diagonale DP* bzw. D" von A und L die untere Dreiecks- bzw. Blockdreiecksmatrix, die
Durch A = D + L + R entsteht, so gilt:

D — L beschreibt eine requlire Aufspaltung

Beweis. Da A eine M-Matrix ist, gilt
D>0

und L < 0. Nach Hilfssatz 5 ist D — L eine M-Matrix und somit (D — L)™' > 0.Daraus folgt:
D - L beschreibt eine reguldre Aufspaltung. Somit ist D — L eine reguldre Aufspaltung. Da
(D = Ly® > (D — L)% folgt mit Satz 7

0< p(MBlockGS) < p(MGS) <1
O

Nachdem nun die Konvergenz fiir block-und punktweise Jacobi- und Gauf3-Seidel-
Verfahren gezeigt ist, liefert der folgende Satz noch einen Vergleich der beiden Verfahren.

Satz 10. Fiir eine M-Matrix A € R™ gilt:
1. p(M®®) < p(M*) < 1
2. p(MPBIkGS) < p(MBlocklacy < 1
Beweis. Fiir die beiden Aufspaltungen gilt im punktweisen wie im blockweisen Fall:
W =D-L<D=Ww"

Satz 8,9 (Konvergenz der Verfahren) und 7 (Ungleichung) liefern dann die Aussage des
Satzes. O
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