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Kapitel 1

Einleitung

Um Gleichungssysteme mit iterativen Verfahren zu losen, ist eine Diskretisierung
des Problems nétig. Je feiner diese Diskretisierung ist, desto geringer ist der In-
formationsverlust und desto genauer die gendherte Losung. Allerdings steigt der
Rechenaufwand mit der Anzahl der Diskretisierungspunkte.

Beim Mehrgitterverfahren werden Gitter (Diskretisierungen) unterschiedlicher Schritt-
weiten verwendet. Mit Hilfe eines Vorglitters, z.B. der Jacobiiteration oder dem
Gauss-Seidel Verfahren, wird zunéchst auf einem feinen Gitter eine Ndherungslosung
berechnet. Deren Fehler ist glatt genug, um ihn ohne groflen Informationsverlust
auf einem groberem Gitter als Losung eines Gleichungssystems darzustellen. Die
Losung dieses Grobgitterproblems wird zuriick auf das feine Gitter interpoliert um
die urspriingliche Naherungslésung zu verbessern.

Wir werden exemplarisch die Glattungseigenschaften des Jacobiverfahrens unter-
suchen und uns detaillierter mit dem Mehrgitterverfahren beschéftigen.



Kapitel 2

Das Mehrgitterverfahren fiir
lineare Probleme

2.1 Dampfungseigenschaften des Jacobiverfahrens

Zu 16sen sei ein Gleichungssystem Au = f.
Ein allgemeines Iterationsverfahren zur Losung solcher Probleme hat die Form

ut) = My + Nf. (2.1)

Hier sind die Matrizen M und N so zu wihlen, dass die Folge v, v = 0,1,...,
bei gegebenem Startvektor u(?) gegen die Losung u = A~! f konvergiert.
Sei der Fehler nach der v-ten Iteration definiert durch e = u — «(). Dann ist
Gleichung (2.1) #quivalent zu e = Me® bzw. e@*+V = M*+1e® M heifit die
[terationsmatrix des Verfahrens.
Zur Erinnerung:
Das Verfahren (2.1) konvergiert genau dann, wenn der Spektralradius der Iterati-
onsmatrix kleiner eins ist, also wenn gilt spr(M) < 1.
Das geddampfte Jacobiiterationsverfahren hat die Form

"t = (I —wDVA)u® + DD f (2.2)
mit M = B~'Cund N = B, B=1Dund C = 1[(1-w)D4w(L+U)], wobei 0 <
w < 1 und fiir eine n x n-Matrix A gilt: A = D—L—U mit D = diag(ay1, .. ., any)
und strikten oberen bzw. unteren Dreiecksmatrizen L und U. Wir betrachten nun
ein Beispiel, um die Glattungseigenschaft des Jacobiverfahrens zu untersuchen:
Das eindimensionale Dirichlet-Randwertproblem (Poisson-Gleichung):

u'(z) = f(x), furxzeQ=(0,1)
u(z) = g(z), furxz e {0,1}
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Zur Diskretisierung des Problems verwenden wir ein Gitter 2, mit Schrittweite
h = T und Gitterpunkten z; = jh, j = 0,1,...,n + 1. Eine Diskretisierung der
zweiten Ableitung am Punkt z; ist dann gegeben durch

h=2u(zj_1 — 2u(z;) + u(z;_1)] = v’ (z;) + O(h?).

Lasst man den Diskretisierungsparameter h weg, erhélt man ein Gleichungssystem
der Form Au = f. Das Eigenwertproblem der zugehorigen Iterationsmatrix M ist
gegeben durch M (w)v* = pv*. Die Eigenvektoren sind

vP = (sin(kmhj)), k=1,...,n
und die Eigenwerte sind
pr =1 —w(l —cos(kmh)), k=1,...,n.

Fir 0 < w < 1 gilt spr(M(w)) < 1, d.h. das Jacobiverfahren konvergiert. Aller-
dings gilt z.B. fiir w = 1 wegen spr(M (1)) = 1 — swh? + O(h*), dass die Konver-
genz mit kleiner werdender Schrittweite h schlechter wird. Wir verwenden hier das
Jacobiverfahren aber zur Fehlergldttung und werden daher im Folgenden diese Ei-
genschaft untersuchen. Dazu definieren wir zunéchst hoch- bzw. niedrigfrequente
Eigenvektoren, welche wiederum hoch- bzw. niedrigfrequente Fehleranteile definie-
ren. Seien also

e niedrigfrequent (NF): % mit 1 <k < 2
e hochfrequent (HF): v* mit 2 < k < n.

Nun definieren wir den Glattungsfaktor p als den grofiten Wert, bei dem HF Feh-
leranteile durch Iteration noch verkleinert werden. Hier gilt:

= max{|u| , g <k <n}=mar{l-w, |l —w(l —cos(n)|} < mar{l—w,|1 — 2w|}.

D.h. den optimalen Glattungsfaktor u = % erhalten wir fiir w* = %
Wenden wir v-mal das geddmpfte Jacobiverfahren mit w = w* auf den Startfehler
e® an, erhalten wir e® = M (w*)*e?). Fiir die einzelnen Fehlerkomponenten gilt

(”) = pp(w*)e;, ©) Daher bewirken wenige [terationsschritte eine starke Dampfung
der HF Anteile: ‘ek ’ << ‘e,io)‘ Obwohl also der globale Fehler durch die Itera-

tion grofler wird, wird der Fehler schnell gegliattet und dies unabhéngig von der
Schrittweite h.

Eine weitere Definition der Glattungseigenschaft eines iterativen Verfahrens stammt
von Hackbusch. Sei M die Iterationsmatrix eines Gliattungsverfahrens, s.d. e®) =



M7e®, Sei A, der Diskretisierungsoperator. Dann ist der Glittungsfaktor definiert
durch
p(v) = | An M| /[ An]].

Die Iterationsmatrix heifit dann gléttend, falls es eine Funktion n(v) gibt, s.d. fiir
geniigend grofles v gilt:
[AMY || < n(v)/h%,

mit @ > 0 und n(v) — 0 fiir v — oco. Bei unserem Beispiel ist @ = 2 und n(v) = v/
(I/—l— 1)(1/—&—1)‘

2.2 Das Zweigitterverfahren

Nach einigen Iterationsschritten erhélt man eine Naherungslosung y,, deren Fehler
€n = up — uy glatt ist. Wir konnen é, daher auf einem groberen Gitter approxi-
mieren. Dazu miissen wir €, als Losung eines Gleichungssystems auf dem groben
Gitter Qg ausdriicken. Dessen linke und rechte Seite werden wir nun definieren.
Das Residuum 7y, ist definiert durch r, = f, — Apuy,. Da uy, glatt ist, ist es auch
das Residuum. Durch Umformungen erkennt man, dass die urspriingliche Glei-
chung A,up, = f, und die Residuumsgleichung Ayé;, = 1), dquivalent sind. Da aber
ép, und ry, glatt sind, kann man die Residuumsgleichung auf einem groberem Gitter
mit Schrittweite H = 2h darstellen. Dazu definieren wir ry als die Ubertragung
des Feingitterresiduums auf das grobe Gitter durch einen geeigneten Restriktions-
operator I}, s.d. rg = I}'r,. Wir erhalten

Apéy =rp,

wobei Ay den gleichen Diskretisierungsoperator darstellt wie Aj, nur beziiglich
des groben Gitters Q2. Haben wir ey auf dem groben Gitter berechnet, konnen
wir ég mit einem Prologationsoperator 1% auf das feine Gitter iibertragen. I%éy
stellt eine Naherung des Fehlers ¢, dar. Mit dieser Naherung verbessern wir nun
die urspriingliche Approximation y:

AR = iy, + Ihép.
Diese Verbesserung wird Grobgitterkorrektur genannt. Sie verringert, im Gegen-
satz zur Glattungsiteration, die niedrigfrequenten Fehleranteile.
Da die Interpolation von ¢z HF Komponenten auf das feine Gitter iibertragen
kann, wird in der Praxis noch eine Nachglattung mit v, Iterationsschritten vorge-
nomimen.
Eine Zusammenfassung des Zweigitterverfahrens (ZGV) liefert der folgende Al-
gorithmus. Die Iteration ug) =M ug_l) + N f, wird hier abgekiirzt zu ug) =



Sh(u](zlil)a fh)

Algorithmus 1 (ZGV)
Zu losen: Apup, = fn

1. Vorglattung auf dem feinem Gitter: ug) = Sh(ug_l), o), l=1,...,1n
2. Berechnung des Residuums: r;, = f;, — Ahuéyl)

3. Restriktion des Residuums: rg = I}7ry,

4. Losen des Grobgitterproblems ey = (Ag) 'ry
. . (n+1) (1) h
5. Grobgitterkorrektur: u, =, "+ Igen

6. Nachglittung auf dem feinem Gitter: ug) = S(u,(f_l), fo)yl=v1+2,...,01+
Vy —I— 1

Um eine vorgegebene Fehlertoleranz zu erreichen, wird das Zweigitterverfahren
iterativ angewendet. Die Iterationmatrix des Verfahren ist dann

Mzay = Sy (I, — I (Am) I A)S),

mit der identischen Abbildung I}, und den Iterationmatrizen der Glattung S,. Eine
Herleitung der Iterationsmatrix des Mehrgitterverfahrens findet sich im néchsten

Abschnitt.

Wir werden nun die Approximationseigenschaft definieren, die angibt, wie gut
die Grobgitterlosung die Feingitterlosung annéhert. Eine Abschétzung liefert

1A = TR AL || < cah™

D.h. die Differenz zwischen uj, = A, i, und Ihuy = IL A TE £, wird gemessen.
Die Konstante c4 ist ein Maf fiir die Schwachbesetztheit der Matrix A.
Zusammen mit der oben definierten Glattungseigenschaft konnen wir nun die Kon-
vergenz des Zweigitterverfahrens beweisen. Wir setzen dazu v, = 0. Dann gilt

[ Mzav|| = (In — I} Az I A) S|
= (A" = T AL LD ARSiH|
< (A = IHAG L[| An) S|
S CAT/(Vl)7

wobei cyn(vy) < 1 fiir geniigend grofies v.
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2.3 Das Mehrgitterverfahren

Da beim Zweigitterverfahren die Grobgittergleichung Apyey = fy die gleiche
Struktur hat wie die Ausgangsgleichung Aju, = f3, liegt es nahe, ey selbst durch
Néherung auf einem groberem Gitter zu berechnen. Wendet man hierzu das Zwei-
gitterverfahren rekursiv an und 16st die entsprechende Residuumsgleichung nur auf
dem grobsten Gitter, spricht man vom Mehrgitterverfahren. Man geht dabei wie
folgt vor.

Zunéchst fiihren wir eine Gitterfolge 2, mit Schrittweite hj; und Stufenindex
k=1,2,...,Lein, s.d. hy_; = 2hy. Sei n; die Anzahl der inneren Gitterpunkte.
Zu jedem Stufenindex k definieren wir ein Gleichungssystem Apu;, = fr mit einer
ny X np Matrix A und Vektoren uy; und f. Der Ubergang zwischen zweil Stufen
geschieht durch zwei lineare Abbildungen, dem Restriktionsoperator I ,’j_l und dem
Prolongationsoperator I} . Eine Glittungsiteration sei u; = Sk(ufl, fr). Algo-
rithmus 2 stellt das Mehrgitterverfahren (MGV) dar.

Algorithmus 2 (MGV) Zu l6sen: Agur = f
1. Falls k =1, lose Apur = fi
2. Vorglattung auf dem feinem Gitter: u,(f) = Sk(u,(ffl), fe),l=1,...,1n
3. Berechnung des Residuums: r, = fr — Aku,(:l)
4. Restriktion des Residuums: 7,1 = I,’j_lrk
5. Setze up_1 =0

6. Rufe das Verfahren v mal auf, um A;_jui_1 = fr_1 zu losen

7. Grobgitterkorrektur: u,(:lﬂ) = u,(:l) + IF jupy
8. Nachglédttung auf dem feinem Gitter: u,(f) = S(ug_l), fe), l=11+2,...,1+
125) —I— 1

Der Wert ~y gibt hier an, wie viele Iterationsschritte des Mehrgitterverfahrens an-
gewendet werden, um die Grobgittergleichung zu 16sen. Da das Verfahren schnell
konvergiert, wird in der Praxis v = 1 oder 7 = 2 verwendet. Im Fall v = 1 spricht
man von einem V-ZyKklus, fiir v = 2 von einem W-Zyklus (siehe Abbildung). Die
Konvergenzrate entspricht in etwa der des verwendeten Zweigitterverfahrens. Der
Aufwand ist aber geringer, da die Inverse A, ' auf dem grébsten Gitter berechnet
wird.



Die Iterationmatrix des Mehrgitterverfahrens ist gegeben durch
My =0, fiurk=2,...,L:
My, = 52 (Ix — ]l]:—l(jk—l - Mlzfl)AI;fllllls_lAwS;ch'

Herleitung: Sei e,(co) der Fehler zu Beginn der k-ten Iteration. Nach v, Vorglattungs-

schritten erhalten wir e, = S}* e,(CO) und das Residuum r, = Age,. Auf dem groben
Gitter wird der Fehler dargestellt durch die Gleichung e;_; = A,;_lll,lj_lrk. Die

Néherung an e;_; nach v Mehrgitterzyklen M, sei v,(gz)l. Dann gilt

0
Ck—1 — Ul(j—)l = M (ex—1 — UIE:—)l'

Nach Algorithmus 2 setzten wir v,(co_)l = 0 und erhalten e;_; — U](:)

A
1 = My ex

bzw. v,(;’_)l = (Iy—1 — M}_,)ej—1. Daraus folgt

UI(J)l = (Ik—l_Mlzq)ek—l = (Ik—l_MlZfl)Al;flljl]j_lrk = (]k—l_Mqu)Al:ljl]:_lAk@k'

Die Grobgitterkorrektur lautet dann u}'™" = u}* + I ,’;”_11),5:7_)1 bzw. et = ¢ —

I 115—17115;7_)1- Ersetzen wir v,@l durch obige Gleichung, erhalten wir

€Zl+l = (I, — (I_y — M]Z_I)A,;EIIS*lAk)ek.

Mit den Iterationsmatrizen der Vor- und Nachgldttung erhdlt man die Matrix Mj.



Kapitel 3

Das Mehrgitterverfahren fiir
nicht-lineare Probleme

Gegeben sei das nicht-lineare Problem A(u) = f und eine Diskretisierung Ay (uy) =
fr- Nach Vorgldattung erhalten wir eine Naherungslosung wy. Der Fehler ey ist
definiert durch Ag(ag + ex) = fi. Die Residuumsgleichung Ay (ex) = fr macht hier
keinen Sinn. Stattdessen schreiben wir die Definition des Fehlers um zu

Ak<7:6k + ek) — Ak(ﬂ,k) =Tk (31)

fiir 7, := fr — Ax(tx). Um Gleichung (3.1) auf dem néichst gréberen Gitter auszu-
driicken definieren wir 4y_; := I,f’lﬂk + ex_1 und ersetzen Ag(.) durch Ag_1(.), U
durch I,’j’lﬂk und 7 durch I,f’lrk = I,’j’l(fk — Ag(ug)). Wir erhalten

Ap_1(tip—1) = IF7V(fr — Ap(n)) + Ay (IF ). (3.2)
Oder mit 7_]5—1 = Ak_l(j;:_lﬂk) - Illj_lAk(’lNLk)
Ap (i) = IF o+ 787 (3.3)

Gleichung (3.3) ohne T,i“’l entspricht der urspriingliche Gleichung, dargestellt auf
dem groben Gitter. T,f’l wird als Residuumskorrektur bezeichnet.
U1 kann nicht direkt auf das feinere Gitter interpoliert werden, da wegen 1 :=
I ,lj_lﬂk + ex_1 nicht nur Fehler der Korrektur e;_;, sondern Fehler der ganzen
Losung iibertragen wiirden. Deshalb wird folgende Form der Grobgitterkorrektur
verwendet: A

U = ﬂk + I]l:fl@lk—l - I;:ilﬂk)
Algorithmus 3 fasst das Mehrgitterverfahren fiir nicht-lineare Probleme zusamm-
men.

Algorithmus 3
Zu losen: Ay(ug) = fi



. Falls k = 1, 1ose Ag(ug,) = fr

. Vorglattung auf dem feinem Gitter: u,(f) = Sk(u,(ffl), fe),l=1...,1n

. Berechnung des Residuums: r, = f, — Aku,(:l)

. Restriktion des Residuums: r,_; = I,]:_lrk

. Setze uj_; = f,f’luzl

. Setze fr_1 = rp_1 + Ap_1(up-1)

. Rufe das Verfahren « mal auf, um Ay_;(ugp_1) = fr_1 zu losen

. Grobgitterkorrektur: u{" ™ = w4 IF  (up_y — IF )

. Nachglattung auf dem feinem Gitter: ug) = S(ug_l), fe), l=114+2,...

I/Q—l—l
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Kapitel 4

Das vollstindige
Mehrgitterverfahren

Verwendet man das Mehrgitterverfahren bereits, um einen geeigneten Startwert
fiir das Problem auf dem feinsten Gitter zu finden, spricht man vom vollstéindigen
Mehrgitterverfahren (VMGYV). Dabei wird folgender Maflen vorgegangen: Zunéchst
wird auf einem groben Gitter 0, die Gleichung Aju; = f; bzw. A;(u;) = f; geldst
und die Losung auf das néchst feinere Gitter prolongiert. Dort wird das Mehr-
gitterverfahren zum l6sen der Gleichung A, w11 = fiy1 baw. A (wg1) = fia
angewendet und wieder prolongiert. Dies wird wiederholt, bis das feinste Gitter
2y, erreicht ist und mit der gewonnenen Naherung u;, wird das Mehrgitterverfah-
ren begonnen.

Algorithmus 4 (VMGYV)
Zu losen: Ap(ur) = f1

1. Berechne u;
2. Falls [ < L interpoliere auf das néchst feinere Gitter: u;.1 = fll+1ul
3. Wende das MGV auf A;yq(u41) = fi41 an

4. Falls | +1 < L setze [ = [+ 1 und gehe zu 2.
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