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1 Motivation

Galerkin-Verfahren sind numerische Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen und eine Vari-
ante der Methode der gewichteten Residuen. Ausgehend von der variationellen Formulierung der An-
fangswertaufgabe wird eine Niherungslosung auf einem endlich dimensionalen Ansatzraum gesucht.
Die Niherungslosung ist die Orthogonalprojektion (beziiglich des L2-Skalarprodukts) der Losungsfunktion
auf den Ansatzraum.

Galerkin-Verfahren spielen eine wichtige Rolle bei der Losung von partiellen DGL. Sie haben den
Vorteil, dass der Diskretisierungsfehler sich in einen Verfahrensfehler und in einen Quadraturfehler
separieren lassen. Aus den dG(r)-Verfahren ergeben sich Einschrittverfahren beliebig hoher Ordnung
(O(R"*+1)), die (zumindest prinzipiell) auch zur Integration steifer Probleme geeignet sind und nur
Funktionsauswertungen auf der rechten Seite erfordern.

2 Verfahrensprinzip

2.1 Variationelle Formulierung

Es werden im Folgenden Anfangswertaufgaben der Form
u' = f(tvu)v t> to, u(tO) = Up (0)
betrachtet. Die integrale Formulierung der AWA
[ -stwpa=o veecm'
I

u(to) = U

mit I = [to,tp + T ist dquivalent zur differentiellen Formulierung. Sie soll erfiillt sein fiir beliebige
Testfunktionen ¢, man nennt sie deshalb “variationelle“ Formulierung.

Beweis:
((0) = (1)): klar
((1) = (0)): Wiihle die Testfunktion als Dirac-Funktion ¢ = d.(¢; ), so dass

/(u’ — fi(s,u))0c(t;8)ds  —  wl(t) — fi(t,u(t)) (e = 0)

I

2.2 “Unstetige* Ansatzfunktionen

Die Testfunktonen ¢ miissen nicht stetig sein, wir teilen hierfiir das Lésungsintervall I = [tg, to + T
auf in eine endliche Zerlegung:

to<ti1 <..<tn=tog+T, I,= (tn—htn]
mit

hn =tn —tp-1, h = 122%)% hn

und definieren den Raum stiickweise glatter Funktionen:

V(I)={v:T—R:0(t) € Rd,vun ceCI1)4n=1,.,N}



Gesucht ist nun eine Funktion u € V(I), die folgende Eigenschaften erfiillt:

2

/ <u'—f<t,u>,go>dt+([u]n_l,so:_n}=o Ve e V() (2)

u(to) = uo = ug

mit den Schreibweisen:
of =limg, v, v, =limgg, v, [V, =v —v,  fiirv e V().

Sinn dieser Formulierung ist es, dass bei der Diskretisierung auch die Ansatzfunktionen unstetig sein
diirfen, die Losungsfunktion u ist aber nach wie vor stetig. Wir zeigen, dass (2) dquivalent zu (1) ist:

Beweis:

(1) = (2):

u sei Losung der AWA. Es gilt u € CY(I)¢, also [u],, = 0 Vn = 1,..., N und damit ist (2) zu (1)
identisch.

(2) = (1):

a) u sei Losung von (2) und u sei stetig. Dann gilt [u], =0 VYn=1,...,N.
Es bleibt zu zeigen, dass u stetig differenzierbar ist.

Wihle dafiir ¢ so, dass ¢ = 0 auf allen Intervallen I; # I,,. Es folgt

[ W=t =0 v
I,
und damit
uiln = f(t7u\1")
Das gleiche gilt fiir alle anderen Teilintervalle von I. Es folgt

u = f(t,u)

Aus der Stetigkeit von f(t,u) folgt, dass u stetig differenzierbar auf I ist:

3 / (W — f(t,u), )t = / (o — f(t,u), g)dt

u ist auch Losung von (1).

b) Sei u Lésung von (2) und unstetig. Wihle ¢ (t) so, dass ¢, =1 und ¢(t) = 0 (e — 0). Daraus
folgt [u], = 0. Ein solches ¢ kann man wéhlen fiir alle n > 1. Das ist ein Widerspruch zur Unstetigkeit
von u. g

Die Losung u von (2) ist also immer stetig. Nebenbei ergibt sich noch, dass uj = ug fiir n = 0.

2.3 Diskretisierung

Zur numerischen Behandlung ist es notwendig, eine Diskretisierung einzufiihren.
Die Galerkin-Methode restringiert Gleichung (1) auf einen geeigneten endlich dimensionalen Ansatzraum
und bestimmt auf diesem eine Ndherungslosung U der AWA.



Hierfiir wihlen wir eine Basis {¢1, @2, ..., 0n} des (ebenfalls endlich dimensionalen) Testraums und
bestimmen U so, dass das Residuum
R:=U"- f(t,U)

beziiglich des L?(I)?-Skalarprodukts orthogonal zu allen Testfunktionen ist.
Wir wéhlen als Test- und Ansatzraum den Raum der stiickweise glatten Polynomfunktionen vom

Grad <r: )
SII) = {p € V(I) : p(to) € RY, ¢y1, € Po(ln)hn=1,...,N} C V()

und erhalten damit die sogenannten dG(r)-Verfahren.
Gesucht ist eine Funktion U € S,(:)(I ) mit
Uy =uo
und
>
{

n=1

/ (U’f(t,U»so)dH([U]nmo:l)}—o Ve e SO (3).

In

Durch die Restriktion auf endlich dimensionale Ansatzréiume ist die Genauigkeit der Losung U beschrinkt.

Nach spétestens m = dim (S,(LT) (1 )) ”Orthogonalisierungen” ist die maximale Genauigkeit erreicht. U

ist dann beziiglich aller Basisvektoren von S ,(LT) (I) optimiert. Die Niaherungslosung U ist die orthogo-
nale Projektion der exakten, kontinuierlichen Lésung u auf den Testraum. Sie muss selbst nicht stetig
sein.

Wegen der zugelassenen Unstetigkeit der Testfunktionen kann der Galerkin-Ansatz (2) auch als sukzes-
sives Zeitschrittverfahren geschrieben werden. Man wihlt dafiir ¢ = 0 fiir alle Teilintervalle I; # I,
und erhiélt so die lokale Galerkin-Gleichung:

/( Lo dt+ (U, o0 ) = /(f(t,U) @) dt+ (U, 1,00 1) Vo€ Pr(l,) (4)
In I

n

2.4 Beispiele: dG(0)-Verfahren und Petrov-Galerkin-Verfahren
Beispiel 1: dG(0)-Verfahren

Wiéhle r =0 und d = 1.
Die lokale Galerkin-Gleichung reduziert sich dann zu

/ U’1dt+Un+_11_/ ft,U)1dt+ U,
I
mit der konstanten Testfunktion ¢ = 1.

/U’dt+U+1—/ f&,U)dt+U,_,
I,

u, -Ur,+U", /f(t,U)dt+U;_1
In



Wegen Uy, € Py(I,,) gilt: U =U,"_, =U,;.
Mit U, :=U,; folgt:

U, :/ £ U dt+ Uy
I,
Bei Approximation des Integrals mit der Boxregel erhélt man das implizite Euler-Verfahren:
Up=Up-1+hy f(t, Un)

Wihlt man die Teilintervalle I,, = [t,,—1, t,,) rechts offen und setzt U,, := U;Lfl erhélt man das explizite
Euler-Verfahren.

Beispiel 2: Petrow-Galerkin-Verfahren

Es gibt Variationen des Galerkin-Verfahrens, bei denen Test- und Ansatzraum nicht identisch sind, zum
Beispiel die sogenannten Petrov-Galerkin-Verfahren (siehe Beispiel 2), bei denen die Ansatzfunktionen
U stetig, die Testfunktionen aber unstetig sind. Die Testfunktionen miissen notwendigerweise unstetig
gewahlt werde, wenn das Galerkin-Verfahren ein sukzessives Zeitschrittverfahren liefern soll.

Auf dem Intervall I, sei ¢ € Py(I,,) und Uy, € Pi(I,,).

Zusitzlich soll die Ndherungsfunktion U auf dem Gesamtintervall I stetig sein, d.h. U, = U,f.

Die lokale Galerkin-Gleichung reduziert sich zu

| = sevya=o
In
mit linearen Ansatzfunktionen:

t—tn_1
U(t)=Up_1+ T”(Un —Un-1)
n
Ansatzraum und Testraum sind hier von unterschiedlichem Grad. Die Losung U ist trotzdem eindeutig,
aber nur, weil der Ansatzraum durch die zusétzlichen “Anfangswerte* auf jedem I,, eines Freiheits-
grades beraubt wird.

3 dG(r)-Verfahren

Wir betrachten ab jetzt Galerkin-Verfahren, bei denen sowohl die Testfunktionen, als auch die Ansatz-

funktionen aus dem Raum S,(LT) (I) der stiickweisen Polynomfunktionen stammen, sogenannte dG(r)-
Verfahren.

3.1 dG(r)-Verfahren fiir nicht steife AWA

Satz: f(t,x) sei Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten L. Fiir jedes r > 0 gibt es eine Kon-
stante A > 0, so dass die Galerkin-Gleichung (3) unter der Bedingung h < A/L eine eindeutige Losung

U € S\(I) besitzt.

Beweis: Sei U bis zum Zeitpunkt ¢, berechnet. Zur Bestimmung von U|;, interpretiert man Gleichung
(4) als Fixpunktgleichung mit Fixpunkt U fiir alle ¢. Wir zeigen, dass dadurch eine Fixpunktabbildung
g: P.I, — P,.I, definiert ist (U, _, ist fest).

Seien hierfiir U,V € P,(I,,) beliebig und U = g(U), V = g(V).



Uber mehrere Abschitzungen unter Verwendung der L-Stetigkeit (s. [1]) von f(t,U) und der Sobolevschen
Ungleichung (siehe unten) erhélt man:

1 ~ -
sup W2 < 2 { 32202 sup W72 + 21, sup [ 7 up [ 71}

n n

und daraus R
sup [V < 5L, sup [ 7]

n

mit W:=U -V = g(U) — g(V) und W := U — V und einer festen Konstanten ~ > 0.

Aus der letzten Abschiitzung ergibt sich die Schrittweitenbedingung h,, < v/L. Aus der L-Stetigkeit
von ¢(-) und dieser Bedingung folgt, dass g(-) eine Kontraktion ist. Damit ist die Galerkin-Gleichung
nach dem Banachschen Fixpunktsatz eindeutig l6sbar. O

Hilfssatz: Diskrete Sobolevsche Ungleichung (Beweis: s.[1]
Sei ¢ € P,(Iy,). Dann gilt:

sup o] < ( / 12— tus)d + [0 |2)72

mit einer von der Intervalllinge h, unabhingigen Konstanten « > 0.

3.2 dG(r)-Verfahren fiir steife AWA
Satz: f(t,x) sei L-stetig und strikt monoton, d.h.
1f(t,2) = f(ty)ll < Ll -yl

—(f(t,x)—f(t,y),ac—y)Z'ny—yHQ, tEI, %yERd
mit einer Konstanten v > 0 Die Galerkin-Gleichung (3) besitzt dann unabhéingig von der Schrittweite

eine eindeutige Losung U € S,(LT) (I), die mit dem Newton-Verfahren berechnet werden kann.
Fiir r=0 und r=1 reicht v > 0 aus.

Beweis: Die lokale Galerkin-Gleichung

/I (U/ - f(tv U)’SD) dt + (Uvj—lﬁ(p:—l) = (U;—17(p:—1) VLP € PT(IN)

ist dquivalent zu einer nichtlinearen Gleichung g(U) = F' mit Fjj;, =0 und F, ; = U, .
Nach Hilfssatz: Monotone Gleichungen (siehe unten) ist diese Gleichung eindeutig l3sbar, wenn g strikt
monoton ist.

Die Monotonie von g muss gezeigt werden.

Fiir zwei Funktionen U,V € P.(I,,) und ihre Differenz W := U — V gilt:

(9(U) —g(V), W) = /1 (W' = f(t,U) + f(&,V), W) dt + W, ||*.

KA

Mit (W', W) = £ L||W|> und der Monotonieeigenschaft von f(t,-) ergibt sich

(g(U) — g(V). W) 2/1 (td

Rty IWIZ + AW} dt + Wy |

1 _ 1
= IV + IR+ [ WP
I,

>y |U-V|?



Der letzte Schritt ergibt sich aus der Aquivalenz der Normen auf P.(I,). O

Hilfssatz: Monotone Gleichungen (Beweis: s. [1])
Die nichtlineare Gleichung g : R? — R? sei L-stetig und strikt monoton.
Dann besitzt die Gleichung

g(x)=c

fiir jede rechte Seite ¢ € R? eine eindeutig bestimmte Losung 2 € RY.

4 Galerkin-Orthogonalitéit:

Wir definieren die Semi-Linearform (linear beziiglich des zweiten Arguments ¢)

N N
AW = [ OV = W), @)+ S (Whonoi )+ OV 45)
n=1"In n=2
Die kontinuierliche Losung u von (2) erfiillt die Gleichung
A ) = (wo.5) Vo€ S (i)
Der Galerkin-Ansatz (2) ist dann dquivalent zur Bestimmung eines U € S }(LT)(I ) mit den Eigenschaften
AU;¢) = (o 63) Vo e S0 (i)
Die Anfangsbedingung ist hier implizit.
Aus (i) — (4i) ergibt sich die Galerkin-Orthogonalitét:
Alusp) = AU ) =0 Vo e 5,7(1)

In Projektion auf den Testraum ist u zu U identisch.

5 A priori - Fehleranalyse

5.1 Beispiel fiir dG(0)-Verfahren

Wir betrachten die AWA:
u'(t)=f(t), telI=][0,1], u(0)=0

Das dG(0)-Verfahren nimmt angewendet auf die AWA die Gestalt

U, =U;_, :/ f®)dt+U,
I,

an.
Die exakte Losung erfiillt diesselbe Gleichung

Up = / f(t) dt+Un—17
I,

so dass der Fehler e = u — U zu den Zeitpunkten ¢, verschwindet.
In den Zwischenpunkten t € I,, gilt:
tn
Jo
t

< hy, sup |u/]

n




und global:
< By s !
SItplel < max {hy b}lﬂplu I}
Zusétzlich zu diesem reinen Verfahrensfehler kommt noch der Quadraturfehler dazu, der bei der
néherungsweisen Berechnung des Integrals entsteht.

Wertet man die rechte Seite der AWA mit der Box-Regel aus betrigt er wie beim impliziten Euler-
Verfahren:

1
< = "
suple] < 5T, max, {Jn supu”[}

Der Fehler héingt linear von der Zeit T' ab, was bei groflen Intervallen ein Nachteil ist. Bei Auswertung
mit einer Quadraturformel 2. Ordnung, z.B. der Mittelpunktsregel dagegen:

1
en = €p—1+ 2% hif”(Cn)

Der Faktor T kann hier durch die hohere Potenz von h,, kompensiert werden.
Ein Vorteil der dG-Verfahren ist es, dass der reine Verfahrensfehler und der Quadraturfehler getrennt
sind:

1
< ! . 2 "
supllell < | max, {hn sup u'| + 57 Thi, sup | £7]}

5.2 A priori Fehler
Satz: Fiir das dG(r)-Verfahren gilt bei geeigneten Schrittweiten h < A/L die a priori Fehlerabschiitzung

< r+1 (r+1)
suplell < K max {h,™ sup [lu™ 1}

mit einer exponentiell von L und T abhingigen Konstanten K = K(L,T).

Beweis: Ziel ist es eine Abschéitzung fiir sup; |[|e/|? zu finden.
Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt.

1. Der exakten Losung u wird eine (lokal) eindeutige Approximierende U € S}(Lr) (I) zugeordnet
durch die Vorschrift:

U, =u(ty), / (U—-u)qdt=0 Yge Pr_1(I,)4, n=1,..,N.

n

Im Interpolationssatz (Beweis: siehe unten) wird gezeigt, dass diese Approximierende eindeutig
ist und die Abschétzung

sup [lu — U] < erhy, sup [utY)|
I

n

gilt.

2. Wir trennen den Fehler e := u — U auf in & := « — U und n := U — U, die getrennt abgeschéitzt
werden. Es gilt dann e =& + 7.

3. a) Die Abschiitzung von é ist durch den Interpolationssatz schon gegeben.
b) Abschétzung von 7 mit Hilfe der Sobolevschen Ungleichung.

4. Kombination der Abschétzungen aus 1. und 3.



zu 3 b)
Wir benutzen die diskrete Sobolevsche Ungleichung:
Sei n € P.(I,). Dann gilt:

sl < w2 { [ PG~ tueaya + o2}
n I

mit einer von der Intervalllinge h, unabhingigen Konstanten « > 0.
Um diese Abschiitzung nutzen zu kénnen, brauchen wir wiederum Abschiitzungen von ||/ ||?(t—t,_1) dt
und von ||n;, ||2.

Abschitzung von ||n; ||*:

Fiir die Approximierende U gilt:

/ (O @) dt + (U} 1 0) = — / (@, dt + (T ¢7)

n n

= —/ (u, ") dt + (un, @)

In

= \/I (U/, 50) dt + (un—h 50;7,‘_71)

- / (F(tw), @) b+ (st ). (i)

In

Erklirung der Schritte: 1. partielle Integration, 2. Ausnutzen, dass U = u in Projektion auf den
Testraum P,_1(I,,)? (es gilt ¢’ € P,_1(I,)? ), 3. nochmalige partielle Integration, 4. u’ = f(t,u).

Subtraktion der Gleichungen (4) fiir U und (ii) ergibt:

/ (@) dt + (7)ot ) = / ((tu) — FLT), @) dt+ (o0t )) (0,

ITL In

Wihlt man ¢ := n erhilt man:

/ (o ) dt + [l || = / (F(tow) — F(LU) ) dt+ (g ).

n n

Mit (n/,n) = %% In||?, Integration iiber I,,, Beachtung der L-Stetigkeit von f, der Abschitzung (a,b) <
[|al| ||b]| fiir das euklidische Skalarprodukt und der Ungleichung ab < fa? + $b? ergibt sich:

1, _. 1 1, 1
gl =l g |l = L/In lellnll dt + S lmn—y 17 + 5 I 1

und damit 1
[ [l < 2L/1 llellflnll dt + §||77;1H2

Nach rekursiver Anwendung;:

17, 1 < 2LZ/I lellllnll de (i)
v=1 v



unter Beachtung von [|n, || = U (to) — Ulto)|| = ||u(to) — u(to)|| = 0.

Abschitzung von ||n'||?(t — tn,_1) dt:
Wir setzen ¢ :=n'(t —tp—1 € Pr—1(Ip—1) in (i) ein:

/\WW@—mqwuz/Xﬂmw—fmUwﬂa—MAMt
I, I,

SLAH%MW%%Wﬂﬁ

sz;([wau—wmﬁwﬁ);([n7ﬂFu—uhnd05

:j/WW@—%ANﬁSﬁ(/Hﬂ%n¢%oﬁ)
I, I

Einsetzen der Abschitzungen ||n; || und ||n||?(t — t,—1) dt in die Sobolevsche Ungleichung und Be-
nutzen der Integralabschitzung [, |[le||?(t — tp—1) dt < hysup; |le]|? ergibt:

n
Sup Inl* < x> L2, sup le]l> +2x°L Y hy, sup [lefflin] (v).
n n v=1 v

zu 4.) Kombination von (i) und (iv) ergibt:
sup [le]|* = sup [|e + n[|* < sup [|e[|* + sup|n]|* + sup |[&]| sup [|n]
I, I, I, I, I In
< 12 2 2112 2
< sup|lef|” +sup [[n]" + sup [|e]|” + sup [|n]]

n n n n

= 2sup llel® + 2sup In]l>

n n v=1 v

2 n
<2 (clhgﬂ sup ||ur+1||> +2 (ﬁQLzhn sup |le||? + 2/<;2LZ h, sup e|||77||>

n

2 n
<2 (thZJr1 sup [Ju" ||> +2 <K2L2hn sup |le||? + K%L Z h, (sup |le]|? + sup |77|2)>
I, I, I,

v=1

Mit n=e—e=[nl* < [l + [le]* + 2ell[le]l < 2lle]* + 2le]|*:

10



sup |le||? < 2¢2h2 2 sup ||u" |2 + 262 L2y, sup ||e||?
n
+262LY " hy(3sup [e]* + 2sup [|é]|?)
= I, I,

< 2¢5h2 2 sup ||u" % 4 262 L2 Ry, sup ||e]|?

n n

n
D> hy sup Jul

v=1

+ 2K°L Z h,3sup |le||* + 4x%Lc?
v=1 I

n n
< 8k%L Z h, sup ||e||? + 6x*Lc3 Z h273 sup ||u T |2
v=1 I, v=1 1,

wobei 0.B.d.A. k2L > 1 und Lh,, <1 angenommen wurde.
Wendet man auf

n—1 n
Sup llel|? < o8K%L Z hy sup llel|? + 6K L3 Z B2 s sup [|ulm+1)||2
" v=1 v v=1 v

mit 0 = (1 — 8x%Lh,,)~! das diskrete Gronwallsche Lemma an (unter der Voraussetzung 8x2Lh,, < 1,
woraus sich die Bedingung o := 1/(5x)? > h,, L ergibt), folgt:

n—1 n
. 2 2 27 2 2r43 (r+1) 12
sup |le]|* < exp 08k“Lh, | 6k“Lc he' ™ sup ||u
o [lell (E IE o [ |

v=1 v=1

Das impliziert die behauptete Fehlerabschétzung:

< r—+1 (r+1) )
sup el < K ma {157 sup ol

O

Ausschlaggebend fiir die a priori Fehlerabschiitzung ist der Fehler u — U der Approximationsfunktion.
Die Zuordnung der Approximationsfunktion und die Abschéitzung des Fehlers, sind durch den Inter-
polationssatz gegeben.

Satz: Interpolationssatz
Einer Funktion v € C"*1(I,,) wird durch die Vorschrift

U, =ul(ty), / U—u)gdt=0 Vqe P_i(I,)?,

" In
eindeutig eine Interpolierende U € P,(I,,) zugeordnet. Fiir diese gilt die Fehlerabschitzung

sup([lu — Ul < erhy ™ sup [lu™|
I

n n

mit einer von h unabhingigen Interpolationskonstanten ¢y = ¢;(r).

Beweis: -
(i) Existenz und Eindeutigkeit von U:

11



Auf dem Intervall I, hat man ein LGS mit r + 1 Gleichungen (einschlielich der Anfangsbedingung)
zu 7 + 1 Variablen. Es existiert eine eindeutige Losung, da das zugehorige homogene LGS

I

n

fiir p € P.(I,) nur die Nulllssung p = 0 besitzt.

Das folgt z.B. aus folgender Argumentation:

Wir nehmen an, es gilt p # 0.

Seien {7, i = 1,...,m} die ungeraden Nullstellen von p im Inneren von I,,. Dann gilt:

m ) m—+m* )
/I7Lp(t)Z]_j[1(tTi)dt/17Lp(t) ];[1 (t—73)%dt >0,

wobei rechts alle Nullstellen von p ausgeklammert wurden. Der erste Teil kann nur dann grofler 0 sein,
wenn [[;~, (¢t — 7;) mindestens vom Grad r ist (sonst Widerspruch zu (x)). p hat also mindestens 7 + 1
Nullstellen = p ist Nullpolynom. Widerspruch zur Anahme.

(ii) Beweis der Abschitzung: B
Mit dem gleichen Argument wie in (i) erhélt man, dass é(t) = u(t)—U(t) € C"*1(I,) in I,, mindestens
r + 1 Nullstellen besitzt:

m m+m™

/é(t)H(t—Ti)dt:/ &) [ (t—m)2dt>0

In i=1 In i=1

= m > r. Mit U, = u(t,) folgt m > r + 1, d.h. die Fehlerfunktion & hat auf I,, mindestens 7 + 1
Nullstellen.
Betrachtet man nun das Nullpolynom p = 0 als Polynom-Interpolierende in P,.(I,,) von € in diesen

Punkten, erhdlt man aus der Fehlerabschitzung der Polynominterpolation (unter Beachtung von
plr+l) = 0):

. _ et T w7 ¥ .
e(t)—p(t) - mg(t_ﬂ)— Wzl;([)(t—’rl)

fiir ein € € I,, die gesuchte Abschitzung von u — U:

(T+1)H'

sup [|e]| <
I

n

AT sup ||u
GRS
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