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1. Beschreibung des Extrapolationsverfahrens und Beispiele

Erinnerung an Extrapolation in Numerik 0:

Ein numerischer Prozess liefere fiir alle Werte eines Parameters A€R fur 2>0 einen Wert
a(h) .

Gesucht: a(0)=lima(h)

h—0
Also: Zu hy>h,>..>h,>0 bestimmt man ein Interpolationspolynom P vom Grad m,

sodass P(h,)=a(h,),i=1,2,... und berechnet a(0)~P(0) .

Ubertragung auf Numerik 1:

Definition: Sei ein Anfangswertproblem fir n gewohnliche Differentialgleichungen gegeben:

y'=f(y),y(0)=y, ;yistdie Losung des AWP. (1.1)

Definition: Man definiert ein Einschrittverfahren zur numerischen Losung von (1.1.) wie folgt:

nk+1:nk+h¢(’7k’ Nis1s h), No:=Yo

wobei @ Verfahrensfunktion und 4 Schrittweite.

Dann ist der Extrapolationsansatz:

* zu einer gegebenen Grundschrittweite H und einer ganzzahligen Folge F := {n;} definiert

. . -—H .
man Schrittweiten #:=— i=1 2, ...

(wiederholtes Verringern der Schrittweiten fiir Diskretisierung — man erhélt eine Folge von

Approximationen (n (H ;h;)} )



* Seinun 4(h) ein numerisches Verfahren (4>0 Schrittweite).

Dann nimmt man an, dass A(h) eine asymptotische Entwicklung in h der Form
A(h)=ao+a h+ah’*+..+a, h" '+0(h")

besitzt.

(Beweis spiter exemplarisch fiir ein Verfahren.)
« Auswertung von 4 fiir die Schrittweiten #,>h,>...>%,>0

— - Interpolation: Bilden von Interpolationspolynom P, sodass 4 (4,)=P(h,)
i=12 ..

- Extrapolation: Auswertung an i = 0, also P (0)~a, .

Beispiel: Extrapolation des expliziten Eulers

Expliziter Euler: Mg =nc+h f(n;)

. . . L h h h
zwei Schritte mit halber Schrittweite: 7+~ f('h)"‘; f(r]k+5 S ()
Extrapolation: - 4(h)=n,+h f(n;)

AB)=n L )+ r ot ()

- lineares Interpolationspolynom: P (h)=P,+P h

Interpolationsbedingungen: P (h)=Py+P h=A(h) )
h h
P(E):Po"‘PlE 1)

L PO)=P=2A2)—4()  (wegen21-1)



—2n,+h £ (n)+h f (045 (0)=(n,+h £ (n,)

=n,+h f(flﬁgf(nk))

(entspricht Runge-Kutta der Ordnung 2)

Im Fall einer asymptotischen Entwicklung der Form
A(h)=ay+a b’ +a,h”*+..+a,_F""+0(h’) ,wobei ¥y>0

gilt fiir die Interpolationspolynome T:

« falls y,;=y J: Extrapolation kann mit Aitken-Neville-Algorithmus berechnet werden:

Extrapolationsschema: Ty
T21 T22
T31 T32 T33
mit T,:=n(H k) i=1 2 .. (erste Spalte)
.. .—T.
und T, =T, it (1.2)
)
(75 +1)

e falls ¥,#Y/ :(1.2.)ersetzen durch:

Ti k—l_Ti—lk—l =
T =T, ot P > Yo
(n)

(1)

—1

In diesem Fall wird meist aus 6konomischen Griinden nur ein Extrapolationsschritt

durchgefiihrt.



Weitere Beispiele:

Steife Differentialgleichungen:

Definition*: Eine Differentialgleichung heif3t szeif, falls die Fehlerausbreitung nicht durch einen

Term mit Lipschitz-Konstante beschrieben werden kann.
Also: Fiir zwei Losungen eines DGL-Systems gilt: [lu (£)—v (#)[[<[lu (0)—v (0)I|

was Kontraktion unabhingig von der Lipschitz-Konstante L bedeutet.

Darstellung eines steifen Systems: »'=f(y,z), y(0)=y,

(1.3.)(a)
€z'=g(y,z),z(0)=z, , O<exl
linear: a'=f (x)a+t f.(x)b+c(x,¢)
(1.3.)(b)
eb'=g (x)a+g.(x)b+d(x,¢)
Beispiel: Impliziter Euler
Impliziter Euler: Ny =n,+hf(n.,)
Sei das implizite Euler-Verfahren in der Form y,— v, =hf(y,.z,)
n>1 (14)
e(Zn_anl):hg(yn) Zn)
gegeben.
Satz 1:
Angenommen, die Losung (y(x), z(x)) von (1.3.)(a) ist glatt.
h - 1
Unter den Bedingungen ||(I—(E)gz(x)) ”:'K[_ng(X))_l“Sm , y=1 ., 0<x<x

und [la (x,)[|+[16 (x| < Konst.*([la (x | +][6(x))I) fir 0<x;<x,<X

besitzt (1.4.) fiir 22 1 eine asymptotische Entwicklung der Form:



—-n

yn=y(xn)+ha1(xn)+h2az(xn)+~-~+hNaN(xn)+0(hN“)+h€2fz(0)gz(0)l(l—ggz(O)) v

+0 (h*€?)

—n

z,=z(x,)+hb, (xn)—i-hzbz(xn)+...+hNbN(xn)+0(hN“)+he(]—égz(O)) v+O(he)

wobei Xx,=nxh | a,(x),b,(x) glatt (d.h. Ihre Ableitungen sind bis zu einem gewissen Grad

unabhingig von € )und a,(0)=0(€’),b,(0)=0(¢),i=1,2,... ,

V=5gz(0)72[gy(0)y"(0)+gz(0)z”(0)]+0(€) :

Bewels:
1. Schritt:

Zunichst betrachtet man  ¥,=y,—h(a,(x,)+«,)
(1.5.)
z,=z,—h(b,(x,)+B,) mit a,(0)+x,=0 , b,(0)+B,=0 .

Die Folgen (9,112} konnen betrachtet werden als numerische Losung eines neuen Verfahrens
(1.6.)

mit Verfahrensfunktionen
@, (y,z,h)=f(y+h(a,(x,)+,), z+h(b,(x,)+B,)—a,(x,)—a,(x, )~ (e,~x, ) und

ll?ln(y’ z,h)=g(y+h(a, (xn)+(xn)’ z+h(b, (xn)+ﬁn))_€(bl<xn)_bl (xnfl))_e(ﬁn_ﬁnfl) .

Ziel: glatte Funktionen &, (x),b,(x) und F olgen {ee, ], (B, finden, sodass das neue Verfahren

genauer ist; wobei: a'1(x):fy(x)al(x)+fz(x)b1(x)+%y"(x) und

Eb'1(X):gy(X)al(X)Jrgz(X)bl(x)Jre%Z”(X) und die Folgen («,},{B,} als

Losungen von &, —«, =h f (x)&,+hf (x,)B,
(1.7.)
€(B,—B,_1)= hgy(xn) «,+hg.(x,)B, betrachtet werden kdnnen.



Dann betrachtet man (1.7.) ndher: Approximation mit konstanten Koeffizienten:

A

&n_&n—lzhfy(o)&n_l_hfz(o) n’&OZO(O H E(Bn_Bn—l):hgy(O)&n+hgz(O)B;1’EOZBO (18)
Im folgenden zeigt man: «,=&,+0(he®) , B,=B,+0(e) , (1.9)
indem man (1.8.) schreibt als:  &,—&,_,=h f,(x,)&,+h f.(x,)B,+ 1 u, ,

€(B,—B,_))=hg,(x,)&+hg (x,)B+hC, , n=1,

—n

§||<Cn(l+é) € ,wegen:

wobei ||

1

Bo=1-2 g (0)+0(n) B=l(1-"g.(0) +O(c)]B, . &=cAle)B, ,mit

A(e)=1.(0)g.(0)"'+O(€) (was die Losung von (1.8.) ist, wenn man dies in der Form

=(I-h1.'J)" 1 0) , J(x):(fy(X) fz(x;

0 €/

é\(I’l
B,

&nfl . .
B schreibt, mit /.=
n—1

J=J(0) )und Bo=—€lgz(0)_2[gy(0)y"(0)+gz(0)2"(0)]+0(€2) (aus rekursiver

2
Berechnung der  o,”B,"®,"B,"... in der von h unabhingigen Darstellung
o=, (€)=, + o, e+, €2 +... , By=B,(€)=B,+B, €+B, €’ +... )und der ersten

Bedingung in der Formulierung des Satzes.

<p<l

N | —

2
Wegen {21 ,gilt [l lIc,|1<C5p fir

Dann folgt (1.9.) aus dem zweiten Teil dieses Konvergenzlemmas (ohne Beweis):

Sei ein Einschrittverfahren y,—y, ,=h®,(y,,z,,h)
(1.10.)

€<Zn_zn71):hllln(yn,zn:h> n=1

b

und die gestorte Version 3,— 3, ,=h® (9,,2,, h)+hu,, 3,=y,
(1.11.)
e(z,—2, )=h¥Y, (D, 2, h+hC, 2=z, .

Seien die Inkrementfunktionen @, und ¥, gleichmiBig Lipschitz-stetig und sei

oY - 1
I—y—"(y,2,0)) |l<—— fir y>1
I(I—y e (v,2.,0)) | Ty Yy

Dann erfiillt die Differenz der Losungen von (1.10.) und (1.11.) die folgende Schitzung fiir



nh<Konst. und 22 1

1. Falls |y, |<M,||C |I<M |, dann gilt fir eine Konstante C ||y,— 7, /ISCMh |
(1.12.)
e, I<C Mk

-1

2.Falls |y, |I<Mp", € ||<Mp" mit (1+é) <p<l1 ,danngilt |ly,—¥lI<KCMK |
(1.13.)

lz,=2,]I<C M h(h+p") .
Da der lokale Fehler von (1.6.) gleich O(/’) ist, folgt mit dem ersten Teil des eben genannten
Konvergenzlemmas: ¥,=y(x,)+0(h’),z,=z(x,)+O0(h?

Daraus ergibt sich zusammen mit (1.9.) die Behauptung fiir N = 1.

2.Schritt:

Sei .\i}n:j}n_hz(aZ(xn)_{—O(nz) s

v A

2,=2,—h*(by(x,)+B,”) numerische Lésung eines Einschrittverfahrens der Form (1.6.).

Der lokale Fehlerist O(h*) , falls a@,(x),b,(x) glatte Losungen einer Differentialgleichung

(1.3.)(b) sind mit c¢(x,€),d(x,€) gegeben durch

1 rrs 1 rr 1 1
c:_gy _Eal +5fyya12+fyza1bl+§fzzb12 ’
(1.14.)
1 1 1 1
dI—EEZ”'—ESbI"+5gyya12+gyza1bﬁzgzzblz und die Folgen {«,’},(B,’] einer

Differentialgleichung (1.7.) geniigen mit zusétzlichen Inhomogenititen %y,,hd, , wobei
Vo= S o520, (5,) 0, et + 3 £ () (2B, (x,)+ 8,8,
+f,2(x,)(a, (x,)B, +b,(x,)x,' +,'B,) (mit «,', B, gleich «,.B, ausdem ersten
Schrit) und 8,= €., (x,)(24,(x, )+, ), +3 g (x,)(2b, (x,)+5,"),

+gyz(xn)(al(xn)3nl _'—bl(xn)O(nl_'—O(n1 Bnl) .



Da wegen (1.9) gilt «,'=0(€%) , ﬁ1:0(e(1+%)7’1)+0(€2) , (1.15.)

n

folgt mit (1.5.), dass y,,6,=0(€’)
Wie im ersten Schritt betrachtet man Folgen {&,’},(8,>] . die (1.8.) geniigen.
Unter der Bedingung &,=€ 4(€)B, legt man &,,B, so fest, dass die Losung von (1.3.)(b) mit
(1.14.) glatt ist. Da die Inhomogenitit d (0,e)=0(€) geniigt, erhilt man
B, =0(€), xy=0(€") .
Aus dem obengenannten Konvergenzlemma folgt: «,”=&, +0 (€°), B,’=B,’+0(€’) , was
(1.15.) liefert fur {e,’],{B,’]
Der erste Teil des Konvergenzlemmas liefert wiederum y,=y(x,)+0(h%), % =z(x,)+O (') ,

was die Behauptung fiir N = 2 ergibt.

Weitere Schritte:

Diese funktionieren analog zum zweiten Schritt und so folgt die Behauptung per Induktion.

]

Die Stabilititsfunktion des impliziten Eulers ist R(z)=(1—z)"
und es gilt: |R(iy)|<1, R(x0)=0 — L-Stabilitt
Die lineare Stabilitétstheorie (Testproblem y'=Ay;z=Ah€C ) erzeugt ein

Extrapolationstableau mit rationalen Funktionen: ~ R,,(z)

1
und es gilt: R, (z)~ PR
z




und R, (0)=0 (erwiinscht)

Implementation: zu Iosen ist: Ny —N—h f (n)=0,k=1,2,...
mit: vereinfachte Newton-Iteration: (I—hA)n,.,'=n+hf(n,.,),i=0,1,...
mit A=/ (v , m'i=n,, fly)i=y'—Ay
(hierbei muss die Ableitung von f'nicht in jedem Schritt berechnet werden, sondern wird

ersetzt durch die Konstante A)

Nicht-steife Differentialgleichungen:

Hierzu findet sich oben bereits ein Beispiel, nimlich der explizite Euler.

Semi — implizite Verfahren:

implizite Diskretisierungsverfahren verlangen mehrere Iterationen pro Diskretisierungsschritt

— semi — implizit: eine Iteration pro Diskretisierungsschritt

Beispiel:

Semi — implizites Euler -Verfahren: n,.,:=(I—hA) '(n,+hf(n))=n,+h(I-hA4)" f(n,)



2. Ordnungs- und Schrittweitenkontrolle

Zunichst gilt fiir den Diskretisierungsfehler: €,:=|t,—y(H)||

Die gleichzeitige Ordnungs- und Schrittweitenkontrolle basiert auf dem subdiagonalen Fehler —
Kriterium: €k+1,k::||Tk+l,k_Tk+l,k+1||<epS s (2.1.)
wobei eps vorgeschriebene Toleranz ist und €;.,, eine Schitzung von €;,,, unter der

Bedingung €41 41 <€y x

14 Tk l,k_Tk,k Tk l,k_Tk,k
Auferdem gilt: Tk+1,k+1_Tk+1,k:Tk+1,k++7y_—rk+l,k:+7y
(7,1 1 (1) _1

(”o)y (no)y

Schrittweitenschatzung:
Fiir festes k und Schrittweite H ist die optimale, auf (2.1.) basierende Schrittweite:

] —
1 (_EPS b . _|yk+1, fallsa,(0)=0
H,: H(—EHL/{) , wobei P V. fallsa,(0)£0

Sei e;,, die Anzahl der Funktionsauswertungen zur Berechnung von T,

Ordnungssteuerung:

- e,
. .. . . k+1 .
Bestimme k& in jedem Zeitschritt so, dass = min
Hy  i<ksk,. Hy

(fiir ein gewisses k,, )und

verwende Tz, 1m ndchsten Schritt.
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