Kapitel 3

Diskretisierungsverfahren

3.1 Elliptische Differentialgleichung

Wir beschrénken uns auf elliptische Randwertaufgaben.
Gesucht ist eine Funktion u (z,y) in  C R?, welche die allgemeine partielle
Differentialgleichung 2. Ordnung 16st:

0u 0u 0%u ou ou
A-—+2B C-—+4+D-—+F-—+Fu=G 3.1
Ox? + 0xdy + Oy? + ox + dy o (3-1)
Die Koeffzienten A, B,...,G konnen stiickweise stetige Funktionen von x

und y sein. Die Giiltigkeit der Differentialgleichung sei auf eine Grundgebiet
2 beschrankt. Ein Beispiel eines solchen Gebietes zeigt Abbildung 3.1. Der
Gebietsrand wird mit I" bezeichnet, zudem ist der dufsere Normalenvektor n
eingezeichnet.

Definition 3.1 (Typeinteilung) Fine partielle Differentialgleichung 2. Ord-
nung mit A% + B? + C? # 0 heifit in einem Gebiet )

o clliptisch, falls AC — B? >0

Gamma

Abbildung 3.1: Grundgebiet €2, Rand I’
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18 KAPITEL 3. DISKRETISIERUNGSVERFAHREN

e parabolisch, falls AC — B* =0
e hyperbolisch, falls AC — B? < 0
V(z,y) € Q.

Sind A, B und C Koeffizientenfunktionen so ist die Einteilung einer Gleichung
nicht immer eindeutig. Der Verlauf der Koeffizientenfunktionen bestimmt den
Typ der Differentialgleichung, der Typ ist innerhalb von €2 eventuell nicht
eindeutig bestimmt. Man spricht dann von Typenwechsel.

Beispiel 3.1 (Repriasentanten elliptischer Differentialgleichungen)

Pu  O*u
“Au=—(55+55)= Laplace-Gler !
u (83:2 + 8y2) 0 (Laplace-Gleichung) (1)

—Au = f(z,y) (Poisson-Gleichung) (2)
—Au+p(z,y)u=f(z,y) (Helmholtz-Gleichung) (3)

Randbedingungen fiir elliptische Differentialgleichungen:

u = auf I'p C 02 Dirichlet
0
H_ ~v auf I'y C 02 Neumann
on
ou
8—+Oz~u:ﬁaufFCC69 Cauchy
n

v, 7, e und [ sind gegebene Funktionen, die i.d.R. {iber die Bogenlénge des
Randes definiert werden.

Die Beispiele (1)-(3) treten bei Problemen des Elektromagnetismus, der
Astronomie und der Stromungslehre auf. Die Losung von (2) beschreibt die
stationdre Temperaturverteilung in einem homogenen Medium.

Beispiel 3.2 (Akustik im Auto-Inneren) Problem: In der Fahrgastzelle
eines Autos kénnen wdihrend des Fahrens unangenehme Gerdusche auftre-
ten, welche die Autohersteller minimieren wollen. Wir wollen die stehenden
Wellen und die Eigenfrequenzen im Autoinneren berechnen.

Sei v = v (x1,29,t) die Druckdifferenz zu einem gewissen Normaldruck.
|v| ist dann die Lautstirke. Die zeitliche Entwicklung von v wird beschrieben
durch die Wellengleichung (hyperbolisch):

0%
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Ll |

Abbildung 3.2: Gebiet 2

Ezistieren Losungen mit Frequenz w > 0, so liefert der Ansatz: v (v1,x2,t) =
ety (z1,29) in (3.2) eingesetzt mit X := w? > 0:

Au+du = 0 inQ (3.3)
Vu-n1 = 0 auf 0Q (= kein Energieverlust; Winde akustisch hart )

(8.3) ist ein elliptisches Randwertproblem. Es ist nicht eindeutig lGsbar:
1. triviale Losung: v =0 in €

2. 3N >0 mit Au= I (A:=—-A).

FEigenwerte sind quadratische Eigenwertfrequenzen des Autoinnenraums.

Lésung in Form der Druckdifferenz u zum Eigenwert A\ = 2,5915. In Ohrndhe
des Fahrers |u| =~ 0,02, auf dem Riicksitz |u| ~ 0,05 = Frequenz w = v/
wird am Ricksitz starker wahrgenommen.

3.2 Methode der Finiten Differenzen

Idee: Ersetze die Differentialquotienten durch Differenzenquotienten.
Sei Q = (0,1)” nach aufen offen und seien Vi, j € [0, N] (z;,5:) € Q dquidi-
stante Stiitzstellen mit h = x; 11 — x; = Yir1 — Y.

Wir suchen Approximationen u; ; von u (z;,y;). Diese Approximationen nen-
nen wir diskrete Gitterfunktionen. Diese konnen dann mittels linearer Inter-
polation kontinuierlich fortgesetzt werden.

Taylorentwicklung um (z;, y;):

ou h? 0%u
u(zig1,y;) = w(zg,y;) + 9 (w5,95) - h + > 92 (z5,y;) + O (h3)

ou h? 0w



20 KAPITEL 3. DISKRETISIERUNGSVERFAHREN

0/ Randbedingungen

o

O O O O O O
O e e @€ @ O
O @ e @ @ O
O @€ e ©¢ ¢ O
O @€ e ©¢ ¢ O
O O O O

X
Abbildung 3.3: Gitterpunkte
Addition und Umformen fithrt auf:
0u 1
) (@i,y;) = 2 (u (zis1,95) — 2u (i, 95) + u (@1, ;) + O (h)
Analog fiir die y-Richtung:
0%u 1

8—y2 (@i, y;) = ) (w (s, yj41) — 2u (24, y5) + u (25, y;-1)) + O (h)

Das ergibt die Finite-Differenzen-Approximation fiir den Laplace-Operator:

1
Au (SL’Z', yj) ~ — (ui+1,j + Ui—1,5 + Ui, j+1 + Ui j—1 — 4um) VZ,j € [1, N — 1] C N.

2
Setzen wir f;; = f (x;,y;), miissen wir folgende Differenzengleichung 1sen:
Uiprj + Ui + Uij1 + Ui —du; = hPfi;  fir (z,y;) € Q
wi; = 0fir (z;,y;) € 00
Der sogenannte Finite-Differenzen-Stern des Laplace in 2D:

1
1 41
1

Wie sieht der FD-Stern in 3D aus? Wir konnen das Problem in Matrix-
Schreibweise formulieren, indem wir die w;; lexikographisch anordnen. Sei
U 1= Uj, j, fk = fi,j mit k=1 - N—i—j

FD-Approximation

Au=f

Apup, = fr mit der Systemmatrix
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—4 1
Ay I
AT a 1 4 1 fo
Ah:ﬁ o ;Ag = und f), = :
'. .- 2

mit Einheitsmatrix I € RWV-Dx(NV-1)

Bemerkung 3.1 Die Matrixz A; hat nur wenige Nicht-Null-Elemente und
heif$t schwach besetzt. Solche Gleichungen kann man effizient losen.

Die klassische Analyse von Differentialgleichungen beruht auf den Begriffen
Konsistenz und Stabilitét.

Definition 3.2 (Konsistenz der Ordnung p) Fine Diskretisierung heifst
konsistent mit Ordnung p, falls gilt:

| Apun — ful < cx (BP) ,h— 0
Definition 3.3 Das diskrete Problem heifst stabil, falls:

lon| < cs |Apuy| fiir alle Gitterfunktionen vy,
& HA,:lHOO < ¢, Norm der Inversen von A, Yh

Es gibt eine Reihe von gebrduchlichen Normen, wir beschranken uns auf die
Einfiihrung der Zeilensummennorm und der Energienorm:

n
| Ao = miaxz la;;| Zeilensummennorm
j=1

Ist eine Diskretisierung konsistent mit der Ordnung p und erfiillt sie das
Stabilitéatskriterium, so heiftt sie konvergent mit der Ordnung p, d.h.

|u(z;) — u;| < ch? Vi (punktweise Konvergenz)
Bemerkung 3.2
e Die Konsitenzordnung der FD-Diskretisierung betragt 2.
e Die Matriz A der FDM ist schwach diagonaldominant, d.h.
lark] = > lag;] = 0 — [ 4 | < 1
itk

Satz 3.1 Das Finite-Differenzen-Verfahren auf einem beliebigen Gitter ist
stabil und konvergent mit der Ordnung p = 2 fiir hinreichend glatte Losungen

(e C?(Q)).
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3.3 Methode der Finiten Elemente

Die Methode der Finiten Elemente vermeidet viele Nachteile der Finite-
Differenzen-Methode. Sie ist komplizierter und man braucht theoretische
Grundlagen, um FE-Verfahren zu entwerfen. Wir beschranken uns auf die
Charakterisierung des Verfahrens.

Idee der FEM:
Gegeben: Au = f in 2, u = 0 auf 0S).

f = Au (3.4)

/f-vdx = /(V-(Vu))vd:p,vecl(ﬁ),v:Oauf(?Q
9) Q

Nebenrechnung (partielle Integration):
Aus der Kettenregel

V (Vu-v)= (V- (Vu)v+ (Vu) (Vo)
= (V- (Vu))v=V (Vu-v) = (Vu) (Vv)

folgt

/(V-Vu)vdx:/V(Vu-v) dx—/(Vu)(Vv) dx

Q

Sat Gauf .
e vz et /vVu - ndx — /Vqudx.
o0 Q

Unter Beriicksichtigung von v = 0 auf 02 ergibt sich:

/f-vdx:—/Vqud:c.
Q Q

Damit ist das Ausgangsproblem (3.4) umformuliert. Wir suchen nun eine
Funktion v € X, sodass Vv € X gilt:

Q/ VuVuds = — / Fodz, (3.5)

Q

zB. X CCj ().
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Bemerkung 3.3 Man bezeichnet (3.5) als die schwache Formulierung von
(3.4), da wir nur einmal und nicht zweimal stetig differenzierbare Losungen
suchen.

Wir suchen eine endlichdimensionale Approximation u, von u, sodass

/Vuthd:E = —/fvd:p Yv e X, (3.6)
Q Q

X, := Folge endlichdimensionaler Rdume mit X; — X fiir h — 0. Dies ist
aquivalent zu einem linearen Gleichungssystem.
Sei (¢1,...,¢n) eine Basis von Xj,.

N

up = Y uw;¢; eingesetzt in (3.6) mit der Wahl v = ¢;:

i=1

N

u Q/ Vo - Vodr = — Q/ fodx

1=

Q Q

N
i=1
Bemerkung 3.4 Wahit man die Basis (¢1,...,¢n) so, dass moglichst viele
A;j =0 sind, ist (3.6) effizient losbar.
Offene Fragen:
1. Wie definiert man die Rdume X und X?

2. Welche Basiselemente ¢; ergeben eine schwachbesetzte Matrix (A;;)?

Zu 1. Das ist sehr mathematisch und man braucht Aussagen der Funktio-
nalanalysis. Vervollstdndigung von Banachrdumen X in ||-||x fiihrt zu
Sobolev-Réumen H'!.

Zu 2. Eine Moglichkeit wire ¢; (z) = sin(jrz), v+ € Q@ = (=1,1), j =
1 N.

gee ey

a). 1. [V¢;Ve;de =0Vi#j
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2. (A;;) diagonal
3. LGS leicht l6sbar
Leider ist meist ¢; # 0 auf 0 — ¢; € X},
b). Alternative Idee:
e Fiir die Methode der Finiten Elemente wahlen wir Basisele-
mente mit moglichst kleinem Tréger suppg; := {z € Q: ¢; (x) # 0}.

e ()ist polygonal berandet, zerlege €2 in abgeschlossene Dreiecke,
sodass Q= |J 7, T = {,Dreiecke € ()}

TeT
e {b;},i=1,...,N bezeichnet die Menge der Ecken der Dreie-
cke von €.

{b:}

Abbildung 3.4: Dreiecksgitter

e Definiere ¢4, ..., ¢, durch ¢; (b;) =0;; (i,7=1,...,N)
o [V¢; Vojdr A0 3IreT b eTAbjeT
Q

1 lineare Elemente

P1-Elemente

b

Abbildung 3.5: P1-Elemente



