Kapitel 4

Methoden der Computational
Geometry

4.1 Interpolation

An N Stiitzstellen 1, ..., xy seien Messdaten f1, ..., fy gegeben.
Annahme: Es existiert ein funktionaler Zusammenhang zwischen den f;.
Man unterscheidet:

e Interpolation: Gesucht f mit f(z;) = f; fiir 1 <j < N.

e Approximation: Gesucht f mit f(:c]) ~ fifur1 <j <N.

Interpolationsproblem:

Gegeben sei ein n-dimensionaler Raum U C C°(Q) mit N Wertepaaren.
U1, ..., Uy Sei eine Basis von Uy.

Dann kann man die Interpolante als u (x) = Zjvzl aju; schreiben.
Interpolationsmatrix:

uy(z1) - un (1) o1 fi
. . =] A=
ur (zn) oo un (zn) an fn
Die u; sind linear unabhéngig (Basis).

Bemerkung 4.1

1 i
uj(z;) = 045 = {0 Z #i (Lagrange-Basis oder kardinale Basis)

Su(r) = > flx)u(z)

25
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4.2 Interpolation mit Polynomen

Lagrange-Basis fiir Polynome II, (R),x € R, Polynome n-ten Grades. Es
gilt:

- Tk — Xy
L, = =4, 4.1
o =11 = (11)
Satz 4.1 Gegeben sind n+1 verschiedene Punkte xg, . .., x,. Dann ldsst sich

das Interpolationspolynom mit der Lagrange-Basis (4.1) darstellen:

N
Pr(x)=> fiLj(x), z€R
=0

Py (x) ist eindeutig bestimmd.

Monombasis: 1,z, 2% 2%,... 2%,

N )
P(z;) = > a;x] = fi, 0<i< N fihrt zu einem LGS V:
j=0

xNJrl.

1 oz a3 ... zf
V=(a)=|: Vandermonde-Matrix

2 N

1 oy 2y ... oy

Weitere Verfahren:

e Newton:

— Liefert das gleiche Polynom wie die Konstruktion iiber Lagrange-
Basen.

— Vorteil bei Hinzunahme zuséatzlicher Messpunkte: Es muss nicht

jedesmal das gesamte Polynom neu konstruiert werden wie bei
Lagrange.

e Hermite:

-z — fi
— zusétzlich: x; — f!, f', Ableitungen an Stiitzstellen festgelegt.

Beispiel 4.1 (Runge):

Interpolante zu ﬁ auf I = [=5,5]. Berechne lly (I). Fir h — 0, n —
oo wird der Interpolationsfehler immer grofier! In Abbildung 4.1 sind auf
der linken Seite Interpolationspolynome verschiedenen Grades und auf der
rechten Seite die zugehorigen Interpolationsfehler zu sehen. Die Polynome
oszillieren an den Rdndern des Intervalls mit groffen Schwankungen.
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Interpolationspolynome Interpolationsfehler
1 2 1 5. Grad
o HE
06 ) _ Grad / §
9 \ ol 14. Gra ; \/ \\
Pl 0.6 i
0 koo : T \ o4 / \ / \ /
0.2 \ fx) = \ / 0.3 / \\ : "» /
04 7 Grad 0.2 / \ ! ,
06 10. Grad e 01 / } \ / A \ /
0.8 1421 g?iﬂ ‘0 \/ ..... Y
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2

Abbildung 4.1: Die Interpolationspolynome fiir das Interpolationsproblem
von Runge mit zugehorigen Interpolationsfehlern.

4.3 Kurven und Flachen mit Bézier-Polynomen

Definition 4.1 FEine Familie von Funktionen {3;}, j €I, 3; : T CR* - R
heif$t (positive) Zerleqgung oder Teilung der Fins auf T, falls:

1. Y 6;(t)=1, vteT
JET
2. Bj(t)>0, vteT
3. B; (t) # 0 fir endliche viele j € I bei festemt € T

Nach dem binomischen Lehrsatz gilt:

n

1:((1—t)+t)":Z(?) (1—t)" ¢

1=0

Die Bernstein-Polynome n-ten Grades in t auf dem Intervall [0, 1] sind gege-

ben durch:
B (t) = (") (1),

]

Sie bilden eine Zerlegung der 1. Bézier hat sie in das rechnergestiitzte Kon-
struieren eingefiihrt.

Mit einer Variablentransformation ¢ = =" sind die Bernstein-Polynome
im Intervall [a, b] gegeben durch:

Bl (0 = oo (1) (0= 0" ()
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Bernstein-Polynome 6. Grades

Abbildung 4.2: Bernsteinpolynome vom Grad 6

Satz 4.2 Die Bernstein-Polynome haben firt € [0,1] die Eigenschaften:
1. t =0 ist i-fache Nullstelle von B}".

2. t =1 ist (n — 1)-fache Nullstelle von B}

3. Aus der Symmetrie der Binomialkoeffizienten lisst sich folgende Sym-
metrie der Bernsteinpolynome folgern: B} (t) = B, (1 —1).
0<B!(t)<1Vtel0,1], B! (t) >0Vte (0,1).

B} hat in [0,1] genau ein Mazimum bei tyq, =

{B (t)};_, sind linear unabhingig und bilden eine Basis fir I1,,.

NS v

Die B} gentigen der Rekursionsformel

B'(t) = t-B''O)+0—t)-B"'(#),i=1,...,n—1
By(t) = (1—t)By ' (#) (4.2)
Bi(t) = t-BiL(t).

8. Die Ableitungen der Bernstein-Polynome sind gegeben durch
—n - By (1) i=0
O (B}(t)=Sn- (Bl ()—BM'(#) i=1,...,n—1
n- BT (1) i=n
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4.3.1 Bézier-Darstellung eines Polynoms

Da {B!"} eine Basis des II, (R) bildet, ldsst sich jedes Polynom p € TII,
darstellen als:

p(t) = Z B3; B! (t) (Bézier-Darstellung von p)
i=0
0; sind Bézier-Koeffizienten und (%,ﬁl) € R?, i = 0,...,n Bézier-Punkte.
Die Verbindung der Bézier-Punkte heifst Bézier-Polygon.

Beispiel 4.2 Bézier-Polynom zu Bézier-Punkten (0,0), (%, —1), (2, —1),

(1,1):

p(t)=0-B3(t)— B3 (t) — B3 (t)+ B3 (t) =t + 3t — 3t

/

p(t)
o

05 P

0 0.2 1/30.4 0.62/3 0.8 1
t

Abbildung 4.3: Bézier-Polynom zu gegegebenen Stiitzpunkten

Satz 4.3

1. Der Graph eines Polynoms liegt in der konvexen Hiille seiner Bézier-
Punkte.

2. Der Graph eines Polynoms und sein Bézier-Polygon beriihren sich tan-
gential int =0 und t = 1.
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3. Die Ableitung eines Polynoms mit Bézier-Koeffizienten (3; lautet:

PP (1) = n.(n_1)-...-(n—k+1)nz_:Ak5iB?k(t)

1=0

AFB = AFMB L — AR AB = B — B

4.3.2 Der Algorithmus von de Casteljau

Der Algorithmus von de Casteljau ermdoglicht die Berechnung jedes Punktes
auf einem Bézier-Polynom iiber eine Rekursion. Der Algorithmus kann auch
fiir Bézier-Kurven (néchster Abschnitt) angewandt werden.

Die Rekursionsformel (4.2) fiihrt an Bézier-Polynomen in einem ersten
Schritt zu (im Folgenden wird die t-Abhéngigkeit der Bernstein-Polynome
nicht mitgeschrieben):

p(t)=> BB = BBy + BB} + BBy + ... + 3.8},

=1

= Bo(1 = )Bg + B [(1 = 1) B ™' +tBg] + Ao [(1 — t) By~ (t) + By ']
o B[ -0Br + B

= [Bo(1 = t) + tB By (t) + [Bu(1 — ) + 0] By + . ..
+Bua (1= 1) + Ba] By

=§ﬁ@“
i=0
mit der Definition
BY = B(1—t)+ Bisy -t fiiri=0,...,n
Fiithrt man dies rekursiv fort, kommt man zu folgender Darstellung:
p(t) ="

Diese rekursive Berechnung eines Polynomwerts p (¢) entspricht folgendem
Dreiecksschema:

By = B
(1)
0

3" = p(t)

ﬁn = T(LO)



4.3. KURVEN UND FLACHEN MIT BEZIER-POLYNOMEN 31

und charakterisiert den Algorithmus von de Casteljau.

s P,=P
‘ e Py
y :
y PN
‘ Py "P;:.n P
2 o 4Py,
| 7 “Pos = P() \ \
{ / L
15 Py ¢~ | ¥p
Y JiA
/
4 /
1 \ / /
| _/{/ P; =Py
/
x# e
Py = Poo
L= ) -
o 0.5 1 1 2

Abbildung 4.4: Algorithmus von deCasteljau

Bemerkung 4.2

e Die Koeffizienten ﬁi(l) besitzen folgende geometrische Bedeutung: Der
Punkt (azi,ﬁi(l)> mat

i1 it
non
ﬁl.(l) = (1-t)Bi+t-Biy1, i=0,...,n—1

v = (1—t)%+t

liegt auf der Strecke [(%, ﬁi) , (”1 ﬁiﬂ)} , also auf dem Bézier-Polygon.

n

o Mit dem Algorithmus von de Casteljau ensteht rekursiv ein System ﬁi(k),

k=1,...,n. Die ﬁi(k) entstehen durch lineare Interpolation aus den
ﬁl-(kfl), bis p (t) = ﬁén) erreicht ist.

4.3.3 Beézier-Kurven

Der Ubergang von Bézier-Polynomen zu Bézier-Kurven geschieht durch Pa-
rametrisierung.

Definition 4.2 Sei 0 <t < 1 und seien die Funktionen zy (t), k =1,...,d
Bézier-Polynome, dann ist (zy (t), 22 (t),...,24(t))" eine Bézier-Kurve im
Raum R%.
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Bemerkung 4.3
o Mit d =2 ergibt sich die Bézier-Kurve p (t) = (x (t),y (t))".

o Der de Casteljau-Algorithmus zur geometrischen Konstruktion kann

tber die Bézier-Punkte P, = i € R? verwendet werden.

Satz 4.4 Mit den Bézier-Punkten P,,...,P, € R? in der Ebene ist die

Bézier-Kurve durch (5 g;) = P(t) = ;:%Bi" (t) - P; gegeben. z (1), y(t)

sind Bézier-Polynome.
Der Algorithmus von de Casteljau lésst sich fiir Bézier-Kurven vollstédndig
iibertragen. Seien beispielsweise fiir n = 3 die Bézier-Punkte P? = P, =

(x,) € R?, i=0,1,2,3, gegeben. Es ergibt sich die Rekursion

Yi

Pl = P+t P, i=0,1,2

(1—1)
P o= )Pil"‘t'Pz‘ljtla i=0,1
P} = (1—t)P}+t-P?
= (1-1)
(1—1)

Im Algorithmus von de Casteljau wird eine Bézier-Kurve durch zwei verbun-
dene Bézier-Kurven dargestellt. Dies kann rekursiv weitergefiihrt werden,
wobei das Kontrollpolygon der zusammengesetzten Bézier-Kurve die Origi-
nalkurve immer besser approximiert.

Satz 4.5

1. Die Menge der Punkte einer Bézier-Kurve

M = {P(t) = zn:Bi” (t)yP, te [0,1]}

liegt in der konvexen Hiille der n + 1 Bézier-Punkte Py, Py, ..., P,.

2. Fir die Randpunkte einer Bézier-Kurve gelten:

P (0)=n (P, — Py, P'(1)=n(P,— Pp_y).
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3. Berechnung von P (t) mit0 <t < 1:
m
PO)=(R P .. P)Bu|
1
Die (n+ 1) x (n+ 1)- Matriz B,, hat dabei die Fintrige
bear s = {(—1)”’”" (") i=0,.. . k=0,...,n—i;

0 sonst.

Beispiel 4.3 Fiir das eben betrachtete Beispiel mit drei Bézier-Punkten er-
qibt sich:

-1 3 =31 t3

() [(xo 11 12 @3 3 -6 3 0 t2
Pg(t)‘(y(t))‘(yo Yy e yg) -3 3 0 0] |t
1 0 0 0 1

4.3.4 Bézier-Kurven mit speziellen Eigenschaften

Reicht zur Modellierung komplexer Korper eine einzige Bézier-Kurve nicht
aus, kann der Korper oft aus einzelnen Bézier-Kurvensegmenten zusammen-
gesetzt werden. Gegeben sei eine durch u parametrisierte Kurve P(t) und
eine Aufteilung des Parameterintervalls in m Teile, ug < uy < ... < Uyy,.

Die Kurve sei aus m Bézier-Kurvensegmenten vom Grad n zusammenge-
setzt. Das Segment P;(u) (insgesamt m Segmente, j = 1,...,m) hat dabei
die Darstellung

ZP B"( “J 1v“j]>'

Dann gilt:
o CO-Stetigkeit Vj, j + 1-Segmente, falls: P, ; = Py 1.
e (C'-Stetigkeit im Punkt u = uy, falls zusitzlich: P} (u;) = P, (u;) &

hj h;

pP,,=—31 p_ M
T hit Tt hj +hjn

Py j_; (konvexe Linearkombination)

(4.3)

mit h; = wu; — uj_1. Geometrisch bedeutet (4.3), dass die Strecke
[P,—1,, P1j+1] im Verhéltnis h; : hjq unterteilt sein muss.
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Zur Darstellung von zusammengesetzten Bézier-Kurven kénnen m -n +1
Punkte € R? in einer d-zeiligen Matrix gespeichert werden:

@ S

;!l:v— & -

|
’ . |

T \
s ‘.,\
\
3
= W
® Y
8 \
."-\ |
— & —

® &

Abbildung 4.5: Darstellung eines Schriftzeichens mittels Bézier-Kurven

B = (Po,Pl,...7Pm.n,17Pm.n).

Mit vorgegebenen Parameterwerten u; besitzt das j-te Kurvensegment
nun die Darstellung:

ZBHW (Ul ng) s i = Lem

Bemerkung 4.4 Die Spalten von B bedingen CP-Stetigkeit bei Erfiillen ge-
wisser Nebenbedingungen, p > 1. Die Bézierkurve ist dann p-fach stetig dif-
ferenzierbar.

4.3.5 Bézier-Flachen

Eine Darstellung von Bézier-Flachen erfolgt mit Parametern s und ¢, 0.B.d.A.
auf dem Einheitsintervall.

Es liegt folgende Idee zu Grunde: Definiere 2 Bézierkurven vom Grad m und
eine weitere Kurve vom Grad n, die ldngs zu diesen gleitet (¢ (s)).

Mit diesen Kurven konnen Bézierflichen als Tensorprodukte von Bézier-
Polynomen dargestellt werden:

m

ZZP B" (s)- BT (t); s,t €[0,1].

=0 7=0
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P;; sind die Bézier-Punkte der Fliche z(s,t) und werden in der Bézier-
Punktematrix zusammengefalt. Die Bézier-Punktematrix hat folgende Ge-
stalt:

Po FPor ... Pom
Py Py ... Py
Po Pai ... P

Das stetige Zusammensetzen von Flachensegmenten ist einfach. Es hilft fol-
gender Satz:

Satz 4.6 Die Menge der Punkte der Bézier-Fliche M = x(s,t), s,t € [0,1]
liegt in der konvexen Hiille ihrer (n + 1)(m + 1) Bézier-Punkte.

Somit miissen die Bézier-Punkte am Rand tibereinstimmen. Zum glatten Zu-
sammensetzen von Flachensegmenten hilft:

Satz 4.7 Fir die partiellen Ableitungen einer Bézier-Kurve x (s,t) ldngs der
Randkurve gilt:

T = (B R By 03 T w3 (P = Pa) B 9

e = (P B B 03 T < 3 (P ) B9

Abbildung 4.6: Bézier-Flache mit Kontrollnetz

Zur effizienten und numerisch stabilen Berechnung eines Wertes x(s, t)
erfolgt ein zweimaliges Anwenden des Algorithmus von de Casteljau:

r(st)=3 (Z PyB; <s>) By ().

m
J=0 \i=

J

v~

Q;(s)
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Wir erhalten (m + 1) von s abhéngige Bézier-Punkte
Qi(s) =Y _ PyBis), j=0,1,....m,
i=0

durch Anwendung des Algorithmus von de Casteljau fiir einen festen Wert
s. Mit den Hilfspunkten @);(s) fithrt man den Algorithmus von de Casteljau
dann fiir jedes t durch.

Bemerkung 4.5

e Flichen mit besonderen Figenschaften werden aus einzelnen Bézier-
Flichensegmenten zusammengesetzt.

e Insbesondere fiir einen glatten C*-Ubergang miissen eine Reihe von Be-
dingungen erfillt sein. Siehe Literatur, z.B. Bungartz, Griebel, Zenger:
Einfithrung in die Computergraphik, Vieweg 2002.

4.4 Kurven und Flachen mit B-Splines

Bézier-Polynome haben einige gravierende Nachteile:
e Der Polynomgrad ist abhédngig von der Anzahl der Kontrollpunkte.

e Hohe Anzahl Kontrollpunkte — hoher Polynomgrad — Stabilitdtspro-
bleme.

e Jeder Kontrollpunkt hat Einfluss auf das Kurvenbild.

e Auswertung eines Punktes ist linear in der Anzahl der Kontrollpunkte

O (n).

Bei dem computergestiitzten Modellieren von Koérpern verwendet man
deswegen eine andere Klasse von Polynomen, die sogenannten B-Splines, die
obige Nachteile vermeiden.

Definition 4.3 (Spline):

Seien X := a=1x9 < ...<x, =0b eine Zerlegung des Intervalls I := |a,b]
und m € N. Dann heisst eine Abbildung s : I — R Spline vom Grad m tber
der Zerlegung X, falls

1. seC™ (1),

2. S|[xi,xi+1]€Hm(R), 0<i1<n—-1.
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Im Schiffsbau zu Beginn des 20. Jahrhunderts und spéter im Flugzeugbau
benutzte man diinne Balsaholzstédbe (Straklatten, engl. Splines) um glatte
Flachen zu konstruieren.

Die Straklatte nimmt eine energieminimale Form an, welcher eine Kurve
mit kleinster Kriimmung entspricht, d.h. das Funktional

J(s):= %/s" (2)* dz (4.4)

wird beziiglich des Splines s minimiert.
Bedingung 1.) bedeutet, dass der Spline an den Teilintervallgrenzen glatt
verklebt ist, d.h. fiir die i.te Ableitung gilt an den Segmentiibergéingen:
s (xj) = s (ZL‘j_) , 0<i<m—1.
Seien f € C*(I), s ein linearer Spline (m = 1) und (4, fi);_, eine gegebene
Interpolationstabelle. Dann gilt:

17 @) =5 @) < 500 lewin

mit h = maxo<;<, (¢; — x;—1). Der Fehler bei der Spline-Interpolation redu-
ziert sich also quadratisch (quadratische Konvergenz).

4.4.1 B-Splines

Wir erweitern die Zerlegung X zu einer unendlichen Knotenfolge

T: ...St,2§t,1§t0§t1 §t2§7
bei der Mehrfachknoten mit ¢; =t;41 = ... = t;4 erlaubt sind.
T ist eine Zerlegung des R : }ligl tj = too.
j—Eoo

Definition 4.4 (B-Splines):
Zu der bi-infiniten Knotenfolge T' := {t;},_, und m € Ny sei

=ty 1 R 7 ) .
W (t) = { tirm =t  bjrm—tj t tj+m—t; b < titm,
/ 0 sonst.

Die rekursiv definierten Funktionen

0 _ 1 teft i,
Bj = X[tj.tj+1] (t)_{() sonstj ]

B (1) = wr) BV (1) + (1 —wi, (1) BITY (1)

j j
heifsen B-Splines vom Grad m zur Knotenfolge T .
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Bemerkung 4.6

e m ist ewn oberer Index und kein Grad eines Polynoms.

o B-Splines bilden eine Zerlegung der Eins:

Y B™ =1 teR

JET

e B-Splines {B](.m), -m<j<n-— 1} bilden eine Basis fiir den B-Spline-
Raum Sy, (z).

e Lineare Splines werden per Linearkombination aus den charakteristi-
schen Funktionen der beteiligten Intervalle gebildet. Gewichte sind die
Geraden wjl», die dadurch zu Hutfunktionen zusammengesetzt werden.
Diese sind in Abbildung 4.8 zu sehen.

1 T T L] L]
ts ti41 Eig2 tits tita

Abbildung 4.7: Quadratischer B-Spline

L] L
Fils tita

Abbildung 4.8: Lineare B-Splines

4.4.2 B-Spline-Kurven
Definition 4.5 FEine Kurve s(t) = > ijJ(-r) (t), t € R heifit B-Spline-
ez

J
Kurve vom Grad r, die Kontrollpunkte heiffen de-Boor-Punkte.
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Satz 4.8 Seir > 1. Verdindert man in s (t) = ijJ(-r) den de-Boor-Punkt
J

d;, so dandert sich die Kurve héchstens im Bereich (x;, x;1.11). Die Kontroll-
punkte d;_.,d;_,11,...,d; haben nur Finfluss auf das Bild der Kurve tber

[5, @ita], dhe s (t) = Z ijj(*r); t € [2i, Tita]-

J T

Bemerkung 4.7

e Die Punktauswertung ist vom Aufwand linear tm Grad r und nicht
mehr in der Anzahl der Kontrollpunkte n wie bei der Interpolation mit
Bézier-Polynomen.

e Praktische Anwendung haben kubische B-Splines (r =3) — Aufwand
konstant, falls Auswertungsintervall [x;, x;11]in konstanter Zeit bestimmit
werden kann.

Die Auswertung von B-Splines erfolgt &hnlich wie bei Bézier-Kurven mit
dem De-Boor-Verfahren.

Satz 4.9 Gegeben seien eine bi-infinite, monoton wachsende Folge T und

die B-Spline-Kurve s =) ij](r). Fiir t € [xg, xp41] definieren wir
jez

dV () =dj, k—r<j<k

und

e — 1 t — 1.
A0 (1) = 22, (1) + ——2—d (1)

1
Ljtr—t = Lj Tjtr—l — L;

fir0<Il<r—1lundk—r+14+1<j <k, dann gilt:

fiir 0 <1 <, insbesondere s (t) = dg") (t).
Beweis erfolgt per Induktion nach l:
[ =0 st trivial.
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Induktionsschritt:

sty = > dV )BT (1)

1 Tjqr—i41 — t r—l—1 t—x; r—l—1
- ng?(t)( Tt )B§+1 )+<7J )B§ (1)
J

Tjtr+i+1 — Tj+1 Ljtr—l — T

:L"r—l_t l—x; r=i=
-y (73+ d¥ () + ———d¥ (t)) B (1)

Tjtr — Tj Tjtr—1 — Tj

J

o (I+1) p(r—1-1)
= 2B
J
Auferdem gilt B](O) (t) =1. q.ed.

4.4.3 Kubische B-Splines

B-Splines héherer Ordung lassen sich von Hand kaum noch berechnen, fiir
den Computer sind sie jedoch gut geeignet, da sie aus B-Splines niedrigerer
Ordnung rekursiv berechnet werden.

Aus der Knotenfolge T : tg < t; <ty < ... <t < th1 < thio < tpis
und den B-Splines vom Grad 0 kann man die B-Splines hoherer Ordnung
berechnen:

B B! By .. BY B, B, B,
2 A

BY B! ... .. B, B,

s

By B}

I/

Bg

Zur Berechnung eines Punktes x € [t;, ;1] mit ¢; < t;; fiir B3-Splines
werden alle B-Spline-Werte B¥ # 0 benétigt, k = 0, 1,2, 3.
Diese kann man in einem Dreieckschema anordnen:

0 0 0 0
B} B, B}, Bl
0 B B, B,
0 B B3,

0 B}

0



4.4. KURVEN UND FLACHEN MIT B-SPLINES

B} (z) >0, falls © € (z;_9,%i42), i1 =4,...,n

Bemerkung 4.8

— 4.

41

o Die Werte der B-Splines wie die ihrer Ableitungen und ihrer Integrale
lassen sich numerisch stabil berechnen.

e B-Splines eignen sich somit auch fir die Losung von Differential- und
Integralgleichungen (FE).

Fiir dquidistante Stiitzstellen haben die inneren kubischen B-Splines die

Gestalt:
ri=x+1th,1=0,1,...,n.
Dann ist flir ¢ = 4,5,...,n — 4:
((l‘ — Ti— 2)3 [xz 2, Lj— 1]
. h3 + 3h? (x — x;_1) + 3h (:L’—:cl-,l)z —S(x—xi,l)?’ € [mi_1, 2]
3 (x) = o W3+ 3h2 (2141 — @) + 3h (241 — x)° — 3 (i1 — x)g € [xi, xit1]
(Tiv2 — $)3 € [Tit1, Tito)
\0 sonst
1 1/8 B
37/72 1/9 o
B2
23/72 5/9 1/8
By
1/24 1/3 17/24 1/6
By
2/3 1/6
i x x x® x

Abbildung 4.9: kubische Spline-Basis mit dquidistanten Stiitzstellen
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Lemma 4.1 Ist t; ein m-facher innerer Knoten, dann ist ein kubischer B-
Spline an der Stelle t; mindestens (3 —m)-mal stetig differenzierbar.

Bemerkung 4.9 Dadurch konnen Splines mit gewiinschten Ecken und Spriin-
gen konstruiert werden. Siehe Abbildung 4.10. An der Stelle 3 ist ein dreifa-
cher innerer Knoten. Damit hat der kubische B-Spline an dieser Stelle nur
C°-Differenzierbarkeit, er ist an dieser Stelle somit nur noch stetig.

Abbildung 4.10: Kubische B-Splines mit mehrfachen inneren Knoten.

4.4.4 B-Spline-Flachen

Wir beschrénken uns auf bi-kubische Tensorsplines. Seien B, (z),v =1,...,n
und B, (y), p = 1,...,1 kubische B-Splines mit den Stiitzstellenmengen {x;}
bzw. {y;}.

Es ergeben sich zweidimensionale Ansatzfunktionen:
B,,=B,-B,
In jedem Rechteck R, des Gitters sind dies Polynome vom Hochstgrad 6:
3 3
S S at )<y
i=0 i=0

Bemerkung 4.10 Die év,u gehen an den Rechteckseiten zweimal stetig dif-
ferenzierbar ineinander tber, falls alle inneren Knoten verschieden sind.
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Das Interpolationsproblem liefert das LGS

n l
ZZCVHBV(xl)BH(yJ):fZW Zzl,,n, jzl,,l

v=1 pu=1

Dieses LGS hat n -1 Gleichungen und ebensoviele Unbekannte. Es hat Block-
Band-Struktur und ist damit effizient 16sbar (QR-Algorithmus).

Abbildung 4.11: B-Spline-Oberflachennetz

4.5 Kurven, Flachen, Transformationen

Definition 4.6 Eine abgeschlossene Kurve im R ist eine stetige Abbildung
f T — R? eines abgeschlossenen Intervalls T C R. Ist T* C R? eine
abgeschlossene Punktmenge mit mindestens einem inneren Punkt, so ist eine
Fliche in R? iiber T* als Abbildung f* : T* — R? definiert.

Bildmengen f(T") einer Kurve oder Fliache heiffen Bilder oder Spuren der
Kurve oder Fliache. Leider ist die Bezeichnung in der Mathematik nicht ein-
deutig. Verschiedene Parametrisierung konnen auf das gleiche Bild fiihren,
weshalb zwischen der Parametrisierung f und dem Bild f(7") unterschieden
wird. Manchmal wird die Kurve (als Abbildung) dann Weg genannt und das
Bild des Weges als Kurve bezeichnet. Umgekehrt ist jedoch auch die Bezeich-
nung Weyg fiir das Bild der Kurve (als Abbildung f aufgefasst) in Gebrauch.
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Abbildung 4.12: B-Spline-Oberflache

Definition 4.7 Ist eine Kurve f = (f1,...,fa) : T € R — R? in einem
Punkt t € T differenzierbar, so heift f'(t) = (fi (t),...,f, )" der Tan-
gentialvektor auf f (t) in t. Die Tangente an f in t ist der von f'(t) aufge-
spannte Teilraum von R?. Der Tangentialraum einer differenzierbaren Fliche
f:T CR? — RY am Punkt f(t) ist der von den Vektoren 37{ (t) und g—t]; (1)
aufgespannte Unterraum des RY.

Eine Umparametrisierung einer Kurve/Fliche f : t — R? ist eine bijekti-
ve, stetig differenzierbare Abbildung ¢ : S — T mit nirgends verschwinden-
der Ableitung, deren Umkehrabbildung wierderum stetig differenzbierbar ist.
Die Umparametrisierung fiihrt zu einer zweiten Kurve fo ¢ : S — R? mit
gleichem Bild. Die Parametrisierungen unterscheiden sich in der Regel, d. h.
¢ # id. Die Umparametrisierung muss nicht linear sein, auch kann sich der
Durchlaufsinn des Kurvenbildes umdrehen.

Bemerkung 4.11

o Tangentialraum und Tangente sind invariant gegeniiber Umparametri-
sierung.

o Definitionsbereiche T' von Kurven/Fldchen sind durch Polyeder charak-
terisiert (Intervalle, Rechtecke, Dreiecke, ... ). Somit kann man sie als
Konvexkombination ihrer Ecken beschreiben.
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Definition 4.8 Die Punkte xy, ..., x; € R¥ erzeugen das Polyeder

T = {x: D Nwi N e DY A= 1}
j=0 Jj=0

Sind xq, . ..,z in allgemeiner Lage, d.h.

o ... Tk
d€t<1 1) 70,
dann sind fir x € T die Koeffizienten
Az) = (Mo (2),..., A\ (2)T € RF

eindeutig definiert. Die Funktionen \; sind linear unabhdngig auf T' und es
gilt \; (z;) = 6;;. Die \; heiflen baryzentrische Koordinaten.

Definition 4.9 Gegeben sei eine Kurve oder Fliche F(t) mit der Darstel-
lung F (t) = >, b;0; (t). Diese Darstellung heifit Kontrollnetzdarstellung der
Kurve oder Fliche. {;},c; bildet eine Zerlegung der 1 auf T'. Die b; bezeich-
nen Kontrollpunkte und die Menge {b;},., wird Kontrollnetz genannt.

Definition 4.10 Eine Abbildung A : R? — RP heifit affin-linear, falls Vx; €
R¢:

(Zawl> :Z (A (x;)), oy € R, Zaizl.

=1

Satz 4.10 Sei F (t) = >, b3 (t) eine Kontrollnetzdarstellung im R? und
A R — RP cine affine Transformation. Dann ist auch Ao F eine Kon-
trollnetzdarstellung mit derselben Zerlequng der Eins und dem Kontrollnetz

{A(b0)}ier-

Bemerkung 4.12 Dies erleichtert die Realisierung von Transformationen,
Projektionen, Rotationen und Translationen bei der Darstellung von Objek-
ten. Aquivalent ist es bespielsweise, fiir eine gegebene Kontrollpunktmenge zu-
ndchst die Bézier-Kurve zu berechnen und diese dann mit einer affin-linearen
Abbildung zu transformieren, oder zundchst das Kontrollnetz zu transformie-
ren und dann die Bézier-Kurve zu berechnen. Algorithmisch ist die zweite
Variante in der Regel weniger aufwandig.



